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LIPSCHITZ   (  R.  ).   —    Lehrbuch    der  Analysis.  Zweiter   Band  :   Differen- 
TiAL-  ixD  Lntegrai.uecunlng.  I  vol.  in-8°.  734  pages.  Bonn,  1880. 

M.  Lipschilz  donne,  dans  ce  second  Volume  de  son  Lehrhuch 
der  Analysis,  un  Traité  élémentaire  de  Calcul  dilTérentiel  et  inté- 
gral; toutes  les  questions  qui  touchent  aux  principes  y  sont  déve- 
loppées avec  un  soin  et  une  rigueur  qui  lui  donnent  uninlérêt 
particulier. 

Des  deux  sections  qui  le  composent,  la  plus  considérable  de  beau- 
coup concerne  les  quantités  réelles  (p.  1-626);  l'ordre  suivi  est  in- 
téressant à  connaître. 

Après  la  définition  de  la  dérivée  et  les  règles  usuelles  de  dériva- 
lion,  l'auteur  introduit  la  notion  d'intégrale  définie  et  démontre, 
pour  les  fonctions  continues  ou  à  nombre  fini  de  discontinuités, 
l'existence  delà  limite  vers  laquelle  converge  la  somme  dont  la  con- 
sidération sert  de  point  de  départ  pour  l'établissement  de  cette 
notion. 

Cette  notion  suffit   pour  étal)lir,  au  moven  de   rinlc-gralion  par 
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parties,  la  formule  de  Ta^lor;  le  reste  complémentaire  se  présente 
alors  sous  la  forme  d'une  intégrale  définie;  de  celte  forme  on  dé- 
duit sans  difficulté  la  forme  de  Lagrange,  en  supposant  toutefois 
que  la  dérivée  qui  y  figure  est  continue  ;  cette  restriction  n'est  pas 
nécessaire  lorsqu'on  emploie  le  mode  de  démonstration  qu'a  fait 
connaître  M.  Ossian  Bonnet.  L'auteur  déduit  du  théorème  de  Tay- 
lor  les  développements  en  série  les  plus  simples  et  les  applique  en- 
suite à  la  solution  des  questions  de  maxima  et  de  minima  pour 
les  fonctions  d'une  seule  variable. 

Passant  ensuite  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  il  développe 
la  notion  d'une  multiplicité  [Maiinigfaltigkeit)  à  extension 
simple,  double,  triple,  etc.,  discontinue  ou  continue,  de  façon  à 
éclaircir  le  concept  de  fonctions  de  plusieurs  variables  et  à  préparer 
la  définition  des  intégrales  multiples;  puis  il  s'occupe  des  difféi'en- 
lielles  partielles  et  totales,  du  développement  au  sein  des  fonctions 
de  plusieurs  variables,  des  maxima  et  minima  de  ces  mêmes  fonc- 
tions, et  des  applications  géométriques  du  Calcul  différentiel. 

M.  Lipschitz  donne  ensuite  les  règles  concernant  l'intégration 
des  fonctions  rationnelles  par  rapport  à  la  variable  d'intégration 
et  à  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier  par  rapport  à  cette 
même  variable,  etc.  11  examine  le  cas  où  la  fonction  sous  le  signe 
d'intégrationdevient  infinie,  oùleslimiles  d'intégration  deviennent 
infinies,  les  conditions  sous  lesquelles  il  est  permis  de  difiPérentier 
sous  le  signey";  il  consacre  un  Chapitre  à  la  démonstration  du  théo- 
rème de  Lejeune-Dirichlet  sur  la  possibilité  de  développer  en  série 
deFourier  une  fonction  qui  n'a  qu'un  nombre  fini  de  discontinuités, 
de  maxima  et  de  minima.  La  considération  des  séries  trigonomé- 
triques  fournit  l'occasion  d'expliquer  la  distinction  si  profonde,  in- 
troduite aussi  par  Lejeune-Dirichlet,  entre  les  séries  qui  con- 
vergent uniformément  et  celles  qui  ne  jouissent  pas  de  cette 
propriété. 

Leslecteurs  du  Bulletin  (  '  )  connaissent  l'ingénieuse  démonstra- 
tion que  M.  Lipschitz  a  donnée  de  l'existence  d'un  système  de  fonc- 
tions satisfaisant  à  un  système  d'équations  dilTérentielles  du  premier 
ordre,  en  supposant  certaines  conditions  renqilies.  Cette  démons- 


{')  1"  série,  t.  X,  p.  i/jg- 
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tralioii,  (|iii  r-^l  de  naliiro  à  jx'-iiclrcr  dans  rciiseii^ruiuciil,  avaiL 
une  place  inar(|uce  dans  son  Livre. 

J^a  notion  d  intégrale  multiple  est  développée  avec  les  détails  né- 
cessaires pour  la  rendre  claire  et  précise  ;  la  translorinulion  de  ces 
intégrales  est  traitée  au  double  point  de  vue  de  la  Géométrie  et  de 
l'Analyse.  Enfin  le  Chapitre  qui  termine  celte  première  Section 
estconsacré  à  l'inversion  d'un  système  de  fonctions. 

Quant  à  la  deuxième  Section  ([>.  62;j-^34),  on  y  trouvera  les 
principesde  la  théorie  des  variables  complexes. 


SGHELL  (W.).    -    TiiicoRiE  Di:n  BI■^vEGU^"G  l.nd  uku.  KHAFTt:.  Zuxitc  Auf- 
lage.  H  Baiid.  —  1  vol.  iii-8°,  G18  pages.  Leipzig,  1880. 

Nous  avons  rendu  compte  récemment  (  '  )  du  premier  A  olume  de 
la  seconde  édition  du  Traité  de  Mécanique  de  M.  Scliell;  cette 
œuvre,  maintenant  complète,  rendra  assurément  les  plus  grands 
services  ;  en  la  comparant  à  la  première  édition,  on  voit  combien 
l'auteur  a  été  préoccupé  du  désir  de  ne  rien  omettre  d'important. 
Les  travaux  récents  de  M.  Bail  sur  la  dynamique  d'un  corps  solide, 
de  M.  Darboux  sur  l'équilibre  asiatique  lui  ont  fourni  de  nouveaux 
et  intéressants  Chapitres.  Les  améliorations  de  détail  sont  trop 
nombreuses  pour  être  relevées. 

Le  premier  Volume  était  consacré  à  la  Cinématique,  ce  mot 
étant  toutefois  entendu  dans  un  sens  plus  large  qu'on  ne  fait  d'ha- 
bitude :  le  second  roule  sur  la  Statique  et  la  Dynamique. 

Il  convient  de  faire  quelques  réserves  sur  la  façon  dont  l'auteur 
introduit  l'idée  de  masse  et  passe  de  la  notion  d'accélération  à 
celle  de  force;  au  surplus,  on  est  obligé  de  reconnaître  qu'il  y  a 
là  une  difficulté  qui  est  dans  le  fond  des  choses  et  que  jusqu'à 
présent  on  n'a  guère  résolue.  On  regrettera  peut-être  aussi  que, 
dans  un  Ouvrage  de  cette  nature,  habituellement  si  riche  en  ren- 
seignements de  toute  sorte,  le  problème  de  la  composition  des 
forces  appliquées  à  un  point  matériel  n'ait  pas  été  traité  avec  les 


(_' )    Voir  le  lUillctin.  x"  si'iie.  t.  IV,  l'-  t'iii-lii',  p.  o.l 
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développements  qu'il  comporte  ;  sur  ce  point,  les  renseignements 
bibliographiques  eux-mêmes  font  défaut  :  c'est  là  un  reproche 
que,  d'habitude,  on  n'a  pas  à  faire  à  INI.  Schell. 

L'étude  de  la  composition  des  rotations  ayant  été  faite  avec 
détail  dans  le  premier  Volume,  le  problème  analogue  de  la  réduc- 
tion d'un  système  de  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre  est 
traité  ici  brièvement;  toutefois,  l'auteur  trouve  là  l'occasion  na- 
turelle de  développer  quelques-uns  des  résultats  géométriques 
obtenus  par  M.  Svlvester  et  M.  Cayley  touchant  la  solution  de  ce 
problème  :  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  n  droites  données  puissent  être  les  lignes  d'action  de  n  forces 
qui  maintiennent  un  corps  solide  en  équilibre.  11  s'occupe  ensuite 
du  cas  où  l'on  a  affaire  à  un  corps  solide  ou  à  un  système  de 
corps  solides  dont  les  mouvements  possibles  doivent  satisfaire  à 
certaines  conditions;  il  donne  de  nombreuses  applications,  il  dé- 
veloppe particulièrement  la  théorie  du  polygone  funiculaire,  des 
ponts  suspendus,  des  chaînettes,  et  expose  en  détail  les  analogies 
entre  le  problème  de  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  celui  du  mou- 
vement d'un  point  matériel,  analogies  déjà  signalées  par  Galilée 
et  développées  par^lijbius.  Vient  ensuite  l'exposition  du  principe 
des  vitesses  virtuelles,  établi  successivement  dans  des  cas  de  plus 
en  plus  généraux,  éclairci  par  de  nombreux  exemples. 

Un  Chapitre  est  consacré  aux  recherches  de  M.  Bail  sur  la 
statique  d'un  corps  solide.  M.  Schell  propose  de  revenir  à  l'expres- 
sion dvname,  déjà  introduite  par  Plucker,  pour  désigner  l'en- 
sejnble  de  la  force  et  du  couple,  de  plan  normal  à  cette  force,  qui 
équivalent  à  l'ensemljle  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide, 
au  lieu  d'emplover  les  mots  Wrench  et  Winder,  proposés  par 
M.  Bail  et  M.  Fiedler  ;  l'élément  cinématique  correspondant  est  la 
vitesse  de  torsion  (^Windungsgescluvindigkeit).  A  chaque 
dvname,  ou  vitesse  de  torsion,  est  attaché  un  complexe  de  droites 
du  premier  ordre,  dont  l'axe  est  la  ligne  d'action  de  la  force  ou 
Taxe  instantané  du  mouvement  hélicoïdal,  et  dont  le  paramètre 
est  le  rapport  de  l'axe  du  couple  à  la  force  ou,  dans  le  mouvement 
hélicoïdal,  de  la  vitesse  de  translation  à  la  vitesse  de  rotation. 
L'expression  symétrique  du  travail  d'un  dyname  relativement  à 
une  vitesse  de  torsion  virtuelle  et  la  surface  réglée  à  laquelle 
M.  Cayley  a  donné  le  nom  de  cylindroïde,  et  qui  est  le  lieu  géo- 
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luclrique  des  axes  des  complexes  du  pretnler  ordre  qui  admelleuL 
une  coiii;ruencc  commune,  jouenl  dans  la  lliéoric  de  M.  Bail  un 
rôle  fondamental. 

Le  travail  élémenlaire  du  dynamo  s'obtient  en  multipliant  la 
(piantité 

(/Ja4-/J^)  cosX  —  <-/siiiX, 

où  pa.,  p^  sont  les  paramètres  des  deux  complexes  relatifs  au 
dyname  et  à  la  vitesse  de  torsion,  ).  et  d  l'angle  et  la  plus  courte 
distance  de  leurs  axes,  par  le  pi^oduit  par  dt  de  la  force  et  de  la 
vitesse  de  rotation;  lorsque  le  coefficient  virtuel  {onV  invariant^ 

{pa^ P^^)  cosX  —  d ûn\ 

des  deux  complexes  est  nul,  les  deux  complexes  sont  dits  en  invo- 
lution,  ou  encore  leurs  axes  (auxquels  on  doit  supposer,  comme 
dans  tout  ce  qui  suit,  que  les  paramètres  sont  attachés)  sont  dits 
réciproques.  La  considération  du  cvlindroïde  conduit:  à  une  règle 
simple  pour  la  composition  de  deux  dvnames  ou  de  deux  vitesses 
de  torsion. 'Lorsqu'un  axe  est  réciproque  à  deux  axes  donnés,  il 
est  réciproque  à  tous  les  axes  appartenant  au  cvlindroïde  déter- 
miné par  les  deux  premiers. 

Lorsque  les  mouvements  possibles  d'un  corps  solide  doivent 
satisfaire  à  certaines  conditions,  il  ne  peut  pas  prendre  de  mouve- 
ment de  torsion  autour  d'un  axe  quelconque,  mais  autour  d'axes 
appartenant  à  un  certain  système  dont  la  nature  dépend  des  con- 
ditions imposées  et  qui  est  déterminé  quand  on  se  donne  un 
certain  nombre  de  ses  axes  (avec  leurs  paramètres);  le  nombre  s 
de  ces  axes  qui  déterminent  le  système  d'axes  de  la  nature  consi- 
dérée est  la  dimension  (Stufe)  de  ce  système;  un  axe  réciproque 
à  s  axes  d'un  système  de  la  ^'^"""^  dimension  est  réciproque  à  tous 
les  axes  de  ce  système  ;  l'ensemble  de  tous  les  axes  réciproques 
aux  axes  d'un  système  de  dimension  s  constitue  un  système  daxes 
de  la  dimension  6  —  s.  Tout  système  de  forces  équivalent  à  un 
dyname  dont  l'axe  appartient  au  système  réciproque  laisse  le  corps 
solide  en  équilibre.  Enfin  la  dimension  de  la  mobilité  d'un  système, 
ou,  si  l'on  veut,  son  degré  de  liberté,  est  égal  à  la  dimension  du 
système  d'axes  autour  desquels  il  peut  prendre  un  mouvement 
hélicoïdal.  M.  Schell  examine  chacun  des  degrés  de  liberté  pos- 
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sibles,  et   développe  les  propriétés  géométriques  et   mécaniques 
qui  correspondent  aux  différents  cas. 

Si  l'on  considère  un  corps  solide  auquel  des  forces  sont  appli- 
quées en  des  points  déterminés,  de  telle  façon  que,  si  le  corps 
vient  à  changer  de  position,  la  grandeur  et  la  direction  des  forces 
restent  invariables,  on  peut  se  proposer  d'étudier  les  conditions 
et  les  positions  d'équilibre  du  corps  solide,  etc.  Cette  étude  a  été 
l'objet  des  travaux  de  Môbius,  de  Mindinget  de  M.  Darboux;  elle 
est  liée  à  Fétude  de  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  solide, 
dans  le  cas  où,  après  un  déplacement  infiniment  petit,  les  forces 
appliquées  aux  mêmes  points  du  corps  conservent  la  même  gran- 
deur et  la  même  direction  :  ce  dernier  problème  conduit  à  l'intro- 
duction du  viriel.  M.  Scbell  expose  avec  détail  les  principaux 
résultats  de  ces  diverses  recherches. 

La  théorie  de  l'attraction  et  du  potentiel  est  traitée  avec  les 
développements  qu'elle  comporte  :  on  trouvera  dans  ce  Chapitre, 
outre  de  nombreux  exemples,  le  résumé  des  recherches  géomé- 
triques et  analytiques  de  Chasles  et  de  Lejeune-Dirichlet  sur 
l'attraction  exercée  sur  un  point  par  un  ellipsoïde,  les  conditions 
analytiques  par  lesquelles  on  peut,  d'après  Dirichlet,  définir  le 
potentiel,  et  l'application  de  ces  conditions  à  la  vérification  de  la 
formule  qui  donne  le  potentiel  d'une  couche  ellipsoïdale. 

Enfin  la  première  Partie  se  termine  par  un  Chapitre  consacré 
au  frottement. 

La  seconde  Partie  comprend  la  dvnamique  du  corps  solide  et 
des  systèmes,  la  dvnamique  du  point  ayant  été  faite  dans  le  pre- 
mier \  olume  sous  le  nom  de  Cinématique . 

Quatre  Chapitres  sont  consacrés  à  la  dynamique  du  corps  solide. 
Dans  les  deux  premiers,  l'auteur  s'occupe  de  la  réduction  des  forces 
instantanées  et  des  forces  du  premier  ordre  :  en  d'autres  termes, 
en  désignant  par  m  la  masse  d'un  des  points  invariablement  liés 
qui  constituent  le  corps  solide,  par  v  et  j'  les  segments  de  droite 
qui  figurent  sa  vitesse  et  son  accélération,  et  traitant,  par  exemple, 
les  segments  tels  que  mv  comme  des  forces  appliquées  au  corps 
solide,  il  se  pro])ose  de  trouver  la  force  unique  et  le  couple  unique 
qui  peuvent  remplacer  l'ensemble  des  forces  mv  ;  de  même  pour  les 
forces  my.  Cette  réduction  le  conduit,  par  une  voie  naturelle, 
aux   propositions    fondamentales    qui    concernent    le   mouvement 
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dim  corps  solide  et  aux  équations  dont  ce  mouvement  dépend. 
Les  deux  Chapitres  suivants  sont  consacrés  aux  applications  les 
plus  connues,  touchant  le  mouvement  d'un  corps  solide  lihrc  ou 
soumis  à  certaines  liaisons  :  mouvement  dans  son  plan  d'une 
figure  plane  solide,  qui  n'est  soumise  à  aucune  force,  qui  est  sou- 
mise à  l'action  d'un  couple  constant  ou  de  la  pesanteur;  mouve- 
ment d'un  corps  solide  libre  (sans  forces  extérieures)  ;  mouvement 
d'un  corps  pesant,  ou  soumis  à  l'influence  d'un  couple,  dans  le 
cas  où  rellipsoïde  central  est  de  révolution;  pendule  composé; 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  ;  mouvement 
d'une  sphère  sur  un  plan  horizontal,  d'un  cvlindre  sur  un  plan 
gauche,  etc. 

L'exposition  concise  des  principaux  résultats  obtenus  par 
^L  Bail  sur  la  dvnamique  du  corps  solide  a  été  rejetée  après  le 
développement  des  principes  généi^aux  de  la  dvnamique  des 
svstèmes. 

Le  développement  de  ces  principes  comprend  trois  Chapitres  : 
on  v  trouvera,  outre  les  propositions  élémentaires  qui  sont  la  base 
de  cette  théorie,  le  principe  de  Gauss  (Princip  des  kleinsteri 
Zwanges)j  le  théorème  dû  à  Newton  touchant  la  similitude  en 
Mécanique,  la  démonstration  due  à  Lejeune-Dirichlet  du  critérium 
de  la  stabilité  de  l'équilibre,  les  équations  générales  de  Lagrange 
avec  de  nombreuses  applications,  le  principe  d'Hamilton  et  le 
principe  de  la  moindre  action,  les  équations  canoniques  d'Ha- 
milton, la  réduction  aux  quadratures,  obtenue  par  Jacobi,  des 
problèmes  de  Dvnamique  qui  ne  dépendent  que  de  deux  variables, 
lorsqu'il  existe  une  fonction  des  forces  et  que  l'on  connaît  une 
intégrale  des  équations  différentielles  autres  que  l'équation  des 
forces  vives. 

Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre  sont  traités  quelques  problèmes 
relatifs  au  mouvement  d'un  svstème  variable  :  mouvement  d'une 
corde  vibrante  ;  mouvement  dun  fluide  élastique  en  général  et 
dans  des  cas  particuliers,  dans  un  cvlindre  limité  ou  illimité,  etc  ; 
mouvement  oscillatoire  dans  un  milieu  élastique  indéfini  ;  figure 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation. 
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DINI  (U.)'  ~  Série  di  Foikier  e  altre  rappresentazioni  analiliclie  dclle  l'un- 
zioni  di  una  variabile  rcale.  —  i  vol.  in-8°,  828  p,  Pise,  1880. 

La  multitude  de  travaux,  dispersés  dans  des  Recueils  divers, 
qui,  pour  chaque  question  particulière,  va  sans  cesse  en  grandissant, 
rend  de  temps  en  temps  nécessaire  la  publication  d'un  Livre  qui 
réunisse  l'ensemble  des  résultats  acquis  sur  cette  question,  et 
marque  en  quelque  sorte  une  étape  dans  le  progrès  incessant  des 
Mathématiques.  Par  sa  connaissance  approfondie  du  sujet,  comme 
par  ses  recherches  personnelles,  M.  Dini  était  parfaitement  pré- 
paré pour  écrire  un  tel  Livre  sur  les  divers  modes  de  représentation 
analytique  d'une  fonction  arbitrairement  donnée  dans  un  inlervalle 
déterminé.  Celui  qu'il  donne  au  public  se  distingue  par  une  re- 
cherche extrême  de  la  généralité  et  de  la  rigueur. 

Lejeune-Dirichlet  a  fondé,  conune  on  sait,  la  représentation 
d'une  telle  fonction  au  moyen  d'une  série  de  Fourier  sur  l'étude 
des  intégrales  définies 

Jfix]—. dx,         I      fi-r]—. dx 
n                                           •-  <2 

et  des  limites  vers  lesquelles  tendent  ces  intégrales  quand  h  aug- 
mente indéfiniment  par  des  valeurs  impaires.  Pénétrant  plus  avant 
dans  une  voie  déjà  ouverte  par  ]NL  P.  du  Bois-Reymond  ('), 
M.  Dini  étudie  les  intégrales  analogues 

f[.T)f[a:Ji)d.r,         /     f{.r]^{.rji)d.r, 
0  «^a 

où  «,  b  sont  des  nombres  difîerents  de  zéro,  de  môme  signe  et  habi- 
tuellement compris  entre  des  limites  déterminées,  et  oùç(x,A) 
est  une  fonction  qui,  pour  toute  valeur  finie  de  A,  est,  dans  l'inter- 
valle considéré,  susceptible  d'intégration ,  qui  pour  x  didérent  de 
zéro  reste  finie,  même  pour  h  infini,  qui  dans  le  voisinage  du 
point  a:=  o,  à  droite  ou  à  gauche  suivant  que  a  est  positif  ou  né- 
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t;alil',  proiul  (l(>  \  alciirs  (raiitJiiil  plus  grandes  (|iu'//  csi  phis  grand, 
telle  enliu  ipir.  |iiiiir  imiirs  les  valeurs  (•oiisiiiéi'(''es  de  a  el  de  b^ 
on  a!l 

lim      I       'j(.r,  h     fl.r  =:  O, 
lini      /       '.(./■.  //)r/.r  =  G, 

G  étant  uni'  ({uantit('  d('ti'rniinée,  tinie,  dilTérciite  de  zéro  et  indé- 

1  1  11  11-         sin/z-r     ,    _;  h 

pendante  de  a:  telles  sont  les  iunetions  -^ ?  ne  ''■*, — — ■>  etc. 

^  sni./.-  I  -i-  Ir  .T- 

JM.  Dini  parvient  ainsi,  jiar  la  généralisation  de  1  idée  de  Lejeune- 
Diriclilet,  à  fonder  une  méthode  uniforme  pour  trouver  une  infi- 
nité de  développements  (en  séries  de  fonctions  spéciales)  propres  à 
représenter  analytiquement  une  fonction  arbitrairement  donnée 
dans  un  intervalle  déterminé. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  les  éfiralités 


t?' 


(l)  lim     /     fi.r]':,[.T,h'.(lx^o, 

''  =  -  J„   ■    ^ 

la  première  égalité  subsiste  toutes  les  lois  que,  de  a  à  /;,  la  Ibnetion 
f{x)  reste  finie  et  susceptible  d'intégration;  quant  à  la  seconde, 
il  faut  tout  d'abord  quey  (-h  o)  ait  un  sens;  cette  condition  étant 
remplie  ainsi  que  les  précédentes,  elle  aura  toujours  lieu,  ainsi  que  l'a 
démontré  M.  du  Bois-Reymond,  si  la  fonction  o[x^  A),  outre  qu'elle 
satisfait  aux  conditions  générales  qui  lui  sont  toujours  imposées,  est 

telle  que  l'intégrale  /    o,  (j:,  A)  <fx,  oùfigure  la  valeur  absolue  O)  de 

la  fonction  ç,  étendue  à  un  intervalle  o,  e  a  droite  du  point  o,  reste 
toujours  inférieure  h  un  nombre  fini,  lors  même  (jue  Ji  croit  indé- 
finiment. Si  la  fonction  '^^{x^  h)  n'est  pas  astreinte  à  cette  dernière 
condition,  la  formule  (2  )  ne  subsiste  plus  pour  toutes  les  fonctions 
y(x),  assujetties  seulement  à  être  finies  et  susceptibles  d'intégration; 
mais  il  existe  des  conditions  de  formes  très  diverses  et  qui  laissent 
encore  à  la  fonction  y  (.r)  une  généralité  singulière  et  telles  que, 
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sous  le  bénéfice  tic  l'une  d'entre  elles,  la  lormulc  (2)  subsiste 5 
M.  Dini  fait  un  examen  détaillé  de  ces  conditions. 

La  première  application  que  fait  l'auteur  de  ces  principes  géné- 
raux concerne  naturellement  les  séries  de  Fourier. 

D'autres  applications  mettent  en  évidence  ce  fait  qu'il  existe  une 
infinité  de  développements  en  série  qui  permettent  de  représenter 
analytifiuement  une  fonction  continue  arbitrairement  donnée  dans 
un  intervalle  donné.  La  série  de  Fourier,  comme  on  sait,  ne  con- 
duit pas  toujours  à  une  telle  représentation. 

Une  application,  importante  par  son  extrême  généralité,  con- 
cerne les  développements  en  série  d'une  fonction  arbitrairement 
donnée /"(x)  pour  un  intervalle  rt,  Z>,  où  figurent,  au  lieu  des  quan- 
tités sin/i.r,  C0S7ZX,  les  valeurs  que  prennent  vi  fonctions  mo- 
nodromes  et  continues  de  la  variable  imaginaire  ^,  II,  (r,^"), 
H2(s,  x),  ...,  U„i(c,  x),  aux  points  x:  =3  X, ,  Xo ,  . . . ,  À,,,  . . . , 
points  pour  lesquels  ces  fonctions  ont  des  valeurs  réelles,  et  qui 
sont  données  comme  les  infinis  simples  (ou  une  partie  de  ces 
infinis)  d'une  fonction  méromorplie  w[z)\  M.  Dini  donne,  pour 
ces  développements,  un  théorème  très  général,  dont  l'énoncé,  il  est 
vrai,  est  assez  compliqué  (il  lient  près  de  deux  pages)  :  cette  com- 
plication, toutefois,  semble  être  dans  la  nature  des  clioses. 

11  traite,  en  particulier,  des  développements  de  la  forme 


-  ^/o  +  \    ( (in f'"s l„  r  +  h„ si n\„ .1- ) , 


dans  le  cas  général  qui  vient  d'être  indiqué  et  dans  le  cas  plus 
spécial  où  les  quantités  o,  X,5^^25--'  sont  les  racines  positives, 
supposées  toutes  du  premier  ordre,  de  l'équation 

F ( 3 )  cos JTS  -f-  ^i[z)  sin7r3  =  o, 

où  les  fonctions  F(:;),  Fi(c)  sont  monodromes  et  continues  à 
distance  finie,  l'une  étant  impaire  et  l'autre  paire. 

Une  application  plus  importante  de  la  même  méthode  se  rap- 
porte au  problème,  posé  par  Sturm  [Journal  de  Liouville,  t.  1),  de 
la  représentation  d'une  variable  réelle  /(x),  donnée  dans  Tinter- 
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vallo  </,  Z»,  cMi  srriivs  de  la  l'ornic  ï(/„  ll(  A„,  .r),  où 

F(.r)/(,r)II(À„,,r)./x 


/• 


/     F{.v]n^ï„,.r)dx 


lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  de  di  dillcreutes  de  7i  et  pour  une 
lonetion  réelle  couvenaLle  F(.î'),  ou  a 


X 


b 

F  (  ,r  )  H  (  A,„ ,  .r  )  II  (  /,,, ,  .r  ]  d.r  =  o, 


et  que  la  fonelion  H(c;,  x),  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
(i  et  è,  est  une  fonction  monodrome  et  continue  de  z,  réelle  pour 
les  valeurs  de  z  égales  <à  A|,  Ao,  . . .,  et  satisfaisant,  au  moins  pour 
ces  valeurs,  à  l'équation  dilïérentielle 


d  l      r/H 


,/,,.y'^  27  ]  +  *"  =  "■ 

où  K  est  une  quantité  indépendante  de  z-^  les  développements  en 
séries  de  fonctions  de  Bessel,  de  fonctions  sphériques,  etc.,  sont 
compris  dans  cet  énoncé. 

Enfin ,  comme  dernière  application,  ]M.  Dini  donne  la  formule 
remarquable 

/(a)  =  ^V- '^^^-^''"^ Cfi,^®^^iZLtAda: 

^^    ^         -    Zfc>(a)0n^.)(l-?sn-/„)  j       ^^'^^        0(.r)        ^•"' 
0  0 

où  les  quantités  Ai,  ).o,  ...  sont  les  racines  de  l'équation  H'(c)  =  o 
qui  se  trouvent  sur  l'axe  desj  ,  où  enfin  on  a  posé 

C=  —    f    P  sn2  3  dz, 

les  quantités  A,  A',  K,  K',  (-),  H  ayant  le  sens  qu'on  leur  donne 
liaLituellement  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  M.  Dini 
a  été  conduit  par  ses  propres  recherches  à  cette  formule,  que 
M.  Hermite  avait  fait  connaître  dans  son  Cours  à  la  Sorbonne  de 
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l'année    1873-1874,   sans  donner  d'ail lenrs  les  conditions  précises 

sous  lesquelles  elle  est  applicable. 


CHARVE  (L.)-  —  De  la  RÉDIjCTION  des  FOR.MES  quadratiques  TERNArRES 
POSITIVES  ET  DE  SON  APPLICATION  AUX  IRRATIONNELLES  DU  TROISIÈME 
DEGRÉ. 

L'auteur  s'est  proposé  de  trouver  pour  les  irrationnelles  du  troi- 
sième degré  un  algorithme  périodique  analogue  à  celui  que  fournit 
pour  les  irrationnelles  du  second  degré  la  tliéorie  des  Iractions 
continues.  Guidé  dans  ses  recherches  par  les  travaux  et  les  conseils 
de  iNI.  Hermite,  il  a  développé  et  éclairci  par  des  exemples  la  mé- 
thode indiquée  par  iM.  Hermite  à  la  fin  de  sa  seconde  Lettre  à 
Jacohi  sur  la  théorie  des  nombres. 

Voici  les  principaux  résultats  de  son  travail. 

La  méthode  de  M.  Hermite  exige  la  réduction  de  formes  quadra- 
tiques ternaires  positives,  et  M.  Charve  emploie  le  système  de  ré- 
duction de  M.  Selliug,  qu'on  peut  résumer  ainsi  : 

Soit  une  forme  quadratique  ternaire  positive 

/=  a.r-  -^  hy^--\-  c^^H-  o.gyz  -f-  ihzx  -f-  ik  xy\ 

l'introduction  d'une  quatrième  variable  t  par  le  changement  de  jt, 
r,  z  en  X  —  f ,  j  —  ^,  -  —  ?,  et  l'emploi  de  trois  nouveaux  coi'lli- 
cients  /,  ///,  n  permettent  d'écrire  cette  forme  ainsi, 

g[y  —  zY+h[z-xY--hf>-[x~yY-+l[.r-  tY-^m[r-tY-\-n[z-t]\ 

et  des  substitutions  convenablement  choisies  conduisent  toujours 
par  un  nombre  fini  d'opérations  à  une  forme  équivalente  à  /,  et 
dans  laquelle  ^,  //,  A,  /,  //?,  ii  sont  tous  positifs.  Cette  forme,  qui, 
abstraction  faite  des  permutations  possibles  entre  les  variables  .r, 
V,  z^  ?,  est  unique  parmi  les  formes  équivalentes  hf^  est  choisie  par 
M.  Seiling  pour  forme  réduite. 

Cela  posé,  AI.  Charve  passe  à  la  tliéorie  des  irrationnelles  du 
troisième  degré,  pour  lesquelles  il  convient  d'examiner  séparément 
les  équations  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers,  dont  une 
seule  racine  est  réelle  et  celles  dont  les  trois  racines  sont  réelh's. 
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Soil  d'abord  une  équation  ayant  une  ia(  iuc  l'édlo  a  il  doux  ra- 
tincs  iniai^inaircs  ,5  et  y. 

Considérons  la  lornie  positive  J^ 

(.rH-  v.j  -H  oi-zf-h  '2A(jc  +  ,'B)-  +  ,'3-3),'a:  +  yj  +  y'z), 

où  A  est  une  arbitraire  positive. 

Attribuons  à  Aune  valeur  A,  ;  pour  cette  valeur,  il  existe,  parmi 
les  formes  équivalentes  kf^  une  iornie  réduite  o 

'g  -{-  },''!'  [y—  :■■-  -h  [/i  -{-    h'\'z   —  ■>- -\-    l>  + /'A' i  ,/•—.>] ' 
H-  ,  /  +  /'a)  (.r  —  r)-  4-  ■/«  +  ///A^  [y  —  /  -  -1-  1 //  +  //A)  ,  ;  —  /)-. 

Cette  forme  est  réduite  pour  A  =  A,,  c'est-à-dire  qu'alors  tous  les 
coeilicients  ^'H-^'A,  A  +  7«'A,  ...  sont  positifs.  Si  A  varie,  celte 
forme  pourra  demeurer  encore  réduite  pour  des  valeurs  voisines 
de  Ai;  mais  on  démoutre  qu'il  anive  toujours  que  ç  cesse  d'être 
réduit  si  A  croit  ou  décroit  indétiniment. 

Soient  donc  A  et  A)  les  valeurs  entre  lesquelles  doit  être  com- 
pris A  pour  que  o  soit  réduit;  si  A  devient  supérieur  à  la  plus 
grande  des  deux  limites  et  devient,  par  exemple,  égal  à  A|H-e, 
ç  cessera  d'être  réduit,  et  une  substitution  convenable  conduira  à 
une  forme  ç,, 

î^i  ^s,^Ay~--^'J'^  +  -^'i-^M^  -•'■)' -^  [h-^i^,^Y^-  y- 

-}-  (  /,  H-  /'j  A  )  (.r  —  tr-^  '  Wi  +  /;/,  A  1  (  j  —  ^  •'  -i-  (/?i  +  «',  ^  )  (s  —  f  )', 

réduite  lorsque  A  :^  A,  4-  e,  et  plus  généralement  lorsque  A  reste 
compris  entre  Aj  et  une  autre  quantité  Ao  supérieure  à  A,. 

Si  A  varie  et  dépasse  Ao,  la  forme  et-,  cessera  d'être  réduite,  et  il 
se  présentera  une  nouvelle  forme  Oo,  réduite  lorsque  A  est  compris 
entre  K..^  et  un  nombre  A3  supérieur  à  Ao  ^  et  ainsi  de  suite  indé- 
finiment. Or  on  démontre  qu'en  continuanl  ainsi  on  trouve  néces- 
sairement une  forme  réduite  cp,, 

-V-[li  +  //A)(x  —  /)-+  [mi-\-tn'-i^)[y  —  t f  -\-  [n,+  n\^][z—  /  *, 
telle  que,   après   avoir  fait  au  besoin   préalablcmcnl  une  permu- 
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Inlioli  (li's  IclliTs  .r,  )\  -,  /,  on  ail 


__  ^''  ^ 
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_  //  _  '"/  _ 

'"  h  ~ 
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~~  7  ~  7/7  " 
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_  ^'  _  '"/  _ 

~~  1?  ~ 

"  J' 

/'       /// 

Appelons  A  la  valeur  commune  des  premi(;rs  rapports,  el  -  la  va- 
leur commune  des  seconds;  on  voit  alors  cpu^  o,-  n'est  autre  chose 
que  9  multiplié  par  X  après   avoir  cliangé  A  en  -•>  et,  comme  la 

multiplication  par  X  ne  change  pas  les  conditions  de  réduction,  on 
voit  cpie,  si  o  est  réduit  lorsque  A  est  compris  entre  A  et  Ai,  ^j  sera 
léduit  lorsque  A  sera  compris  entre  Ajjt.  et  A,  [j.. 

Appliquant  alors  à  la  forme  cp/  la  substitution  qui  de  co  conduit 
à  ç,,  on  trouvera  une  forme  '■{'<■+ !,  qui  sera  réduite  lorsque  A  est 
compris  entre  A,  |j.  et  AojJ.. 

La  substitution  qui  conduit  de  Çi  à  qjo,  appliquée  h  9/+1,  donne 
une  forme  ct/^o^  réduite  lorsque  A  est  compris  entre  A 2  pi.  et  A3  [ji, 
et  ainsi  de  suite.  Parvenu  à  la  forme  gsoo  ^I^i  sera  réduite  lorsque  A 
est  compris  entre  A/j.-  et  A)  |V.-,  on  obtiendra  la  forme  réduite  ^o,^.) 
en  appliquant  à  cp^,-  la  substitution  qui  de  (f/  conduit  à  «^z+j,  c'est- 
à-dire  la  substitution  qui  de  cç  conduit  à  o,.  Ainsi,  après  avoir 
employé  de  ç?/  à  tpo/  la  série  des  substitutions  par  lesquelles  on  passe 
de  o  à  o,,  puis  à  Oo,  ©3,  •••,  9/,  on  emploiera  la  même  série  de 
substitutions  pour  obtenir  toutes  les  formes  réduites  comprises  entre 
çp,,  et  cp3,,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Donc,  lorsque  A  parcourt 
toutes  les  valeurs  depuis  A  jusqu'à  -(-  oo  ,  les  formes  réduites  s'ob- 
tiennent en  répétant  périodiquement  et  indéfiniment  une  certaine 
série  d(j  substitutions. 

Inversement,  les  substitutions  qui  ramèneraient  de  9/  à  o  en 
passant  par  les  réduites  intermédiaires  9/_,,  9/_2>  •  ••  permettront, 
par  leur  emploi  périodique  et  indéfini,  d'obtenir  tontes  les  formes 
réduites  coirespondant  à  des  valeurs  de  A  comprises  entre  A  et  o. 

Le  calcul  de  réduction  de  la  forme  considérée  pour  la  suite  indé- 
finie des  valeurs  de  A  met  donc  en  évidence  une  périodicité  ana- 
logue à  celle  que  présente  pour  les  irrationnelles  du  second  degré 
reni])loi  des  fractions  continues,  et  l'analogie  devient  plus  marquée 
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(Micoro  si  l'on  rappelle  quo  le  développement  eu  liadion  continne 
diinc  racine  a  d'une  éfjnation  du  second  degré,  dont  la  deuxième 
racine  est  |3,  se  ramène  à  la  léduction  successive,  jiour  toutes  les 
valeurs  de  A,  de  la  forme  binaire, 

Après  avoir  donné  divers  exemples  de  cette  théorie,  .M.  Cliarve 
étudie  les  équations  du  troisième  degié  ayant  trois  racines  réelles 
a,  (3,  7.  Le  nouvel  algorithme  présente  alors  une  double  périodicité 
dont  la  singularité  se  manifeste  mieux  par  un  exemple  cjue  par  des 
explications  difliciles  à  donner  dans  une  théorie  si  nouvelle. 

]Nous  choisirons,  pour  servir  d'exemple,  les  racines  a,  |S,  y  de 
l'équation 

.r^  H-  .1-  —  :>..r  —  1  =  0, 

et  nous  considéi^erons  la  forme  positive 

[k.i-  +  pr  H-  yz)--\-  A[3x  -i-  y  y  H-  oi.:.)--\-  B'yx  +  v.y  -f-  S3'-, 

dans  laquelle  A  et  B  désignent  des  arbitraires  positives. 

Si  l'on  remplace  x^  7,  '  respectivement  par  x  —  ^,  }  —  t^  z  — ?, 
on  obtient  une  forme  F, 

(^-  +  /A  -}-  ^"B)  (.)■  —  zj-  -+-  (^  -h  A'A  -f  h"B)  [z  —  .vy- 
+  (  /•  -f-  A' A  -+-  k"B'  (.r  —  r)2  +  (/  H-  l'A  +  Z"B)  (a:  —  tY 
H-  [m  H-  m'A+  in'B^  '•  v  —  t)- +  '  n  -4-  n'A  +  «"B)  (z  —  t]- , 

Cjui  est  réduite  pour  tout  système  de  valeurs  de  A  et  B  rendant  po- 
sitifs tous  les  coeflicients  de  cette  forme  F.  Or,  si  l'on  regarde  A 
et  B  comme  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires,  les  divers  coefficients  égalés  à  zéro  représenteront 
des  droites,  et,  pour  C|ue  ces  coefficients  soient  positifs,  il  faudra 
attribuer  à  A  et  B  les  valeurs  des  coordonnées  d'un  point  pris  d'un 
côté  déterminé  par  rapport  à  chacune  de  ces  droites. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  cjue  la  iorme  F  est  ré- 
duite si  le  point  de  coordonnées  A  et  B  est  à  l'intérieur  d'un  certain 
triangle  PQR.  Mais,  si  le  point  (A,  B)  traverse  le  côté  PQ,  la 
forme  F  cesse  d'être  réduite,  et  une  certaine  substitution  donne 
une  forme  F'  réduite  qiiand  le  point  (A,  B)  est  à  l'intérieiu"  d'un 
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certain  triangle  PQS.  Si  le  point  (A,  B)  traverse  le  roté  PS,  la 
loruie  F'  cesse  d'être  réduite,  et  une  nouvelle  substitution  fournit 
une  forme  F"  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  PST.  Enfin,  si  1 


point  (A,  B)  traverse  le  côté  PT,  une  dernière  sul)Slitulion  conduit 
Drine  F'"  rédui 
'tte  forme  F'" 


à  une  forme  F'"  réduite  à  l'intérieur  du  triangle  PTU.  iNous  écrirons 


)rme 

+  (/■3+/',A-+-/-';B)t.r— j'I^H-  ^/3-+-/;A  +  /.;B)(.r—  t ]^- 
-4-  [m.-^  m'.^A  +  m"^'B){j-—  ?)--f-  («3+  //',  A  +  "gBliz  —  0'- 


Or  il  arrive  que  1  on  a 
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Appelons  À  la  valeur  commune  des  premiers  rapports,  -  celle  des 
deuxièmes  et  -  celle  des  derniers  ;  on  voit  alors  que  la  forme  ¥'"  n'est 
autre  chose  que  la  forme  F,  dans  laquelle  on  a  remplacé  A  par  — > 

r> 

B  par  — ?  et  qu'on  a  multipliée  par  À.  La  multiplication  par  X  n'in- 
tervient pas  dans  les  conditions  de  réduction,  et  l'on  voit  alors  que, 
si  F  est  réduit  quand  on  a  A  =  Aj,  B  =  B(,  la  forme  V"  sera  ré- 
duite cjuand  on  aura  A  =  A<  fj.,  B  =  B|  u.  Le  triangle  dans  lequel  F"' 
est  réduit  peut  donc  se  déduire  par  une  transformation  très  simple 
du  triangle  relatif  à  la  forme  F. 
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Si  l'on  appli(|ue  à  la  ibinio  l'"'  la  substilulioii  par  lacjiicllc  on 
passe  do  la  forme  F  à  la  l'orme  F',  ou  oblii'iulra  une  forme  F"',  qui 
sera  réduite  dans  un  triangle  que  la  même  transformation  iburnira, 
au  moyen  du  triangle  relatif  à  F'.  De  mémo  la  substitution  qui  mène 
de  F'  à  F",  appliquée  à  F'^,  fournira  une  forme  F",  lédnite  dans  un 
triangle  qu'on  déduira  du  triangle  relatif  à  F"  par  eette  même  trans- 
formation que  donne  le  changement  de  A  en  Au  et  de  B  en  Bv.  En 
continuant  ainsi,  on  obtiendra  une  série  indéfinie  de  triangles  for- 
mant une  chaîne  dans  le  plan  des  coordonnées,  et,  si  le  point  (A,  B) 
se  meut  indéfiniment  à  l'intérieur  de  cette  chaîne,  les  formes  réduites 
relatives  aux  ditlérentes  positions  de  (A,  B)  s'obtiendront  toutes  en 
employant  périodiquement  et  indéfiniment  les  substitutions  qui 
conduisent  de  F  à  F',  F"  et  F'",  ou  les  substitutions  inverses  de 
celles-ci,  si  l'on  parcourt  la  chaîne  en  sens  inverse. 

Mais  la  chaîne  de  triangles  obtenue  par  cette  période  de  substi- 
tutions ne  couvrira  pas  entièrement  le  plan. 

Si  le  point  (A,  B),  d'abord  situé  dans  le  triangle  PQR,  traverse 
le  côté  PB,  la  forme  F  cesse  d'ètie  réduite,  et  nne  certaine  substi- 
tution conduira  à  une  forme  F|,  réduite  dans  un  nouveau  triangle, 
et,  en  poursuivant  la  même  marche  que  plus  haut,  on  arriverait  à 
trouver  une  deuxième  chaîne  de  triangles,  engendrée  par  l'emploi 
périodique  et  indéfiniment  répété  de  trois  nouvelles  substitutions. 

Ainsi  apparaissent,  dans  cette  théorie,  deux  périodes  de  substi- 
tutions. Au  lieu  de  prendre  le  triangle  PQR.  pour  origine  des  deux 
chaînes,  on  pourrait  prendre  un  quelconque  des  triangle,  déjà  ob- 
tenus, et  l'on  verrait  facilement  qu'on  couvrirait  le  plan  d'un  réseau 
de  triangles.  L'étude  de  ce  réseau  conduit  au  résultat  suivant. 

Qu'on  imagine  un  carrelage  hexagonal  et  qu'on  inscrive  dans 
chaque  hexagone  un  triangle;  on  obtiendra  la  représentation  sui- 
vante, où,  pour  simplifier,  nous  figurerons  les  hexagones  égaux  et 
réguliers,  bien  qu'ils  soient,  en  réalité,  inégaux  et  irréguliers. 

Les  formes  relatives  à  un  point  quelconque  du  plan  peuvent 
toutes  être  déduites  de  quatre  formes  fondamentales  qui  sont  h  s 
formes  relatives  aux  quatre  triangles  inscrits  dans  un  quelconque 
des  hexagones  qui  couvrent  le  plan.  jNous  prendions  par  exenq)le, 
pour  formes  fondamentales,  les  formes  /o, /i,yo,  f^.  Nous  avons 
écrityà  dans  le  triangle  relatif  à  la  forme  yo,yi  dans  le  triangle 
relatif  cà  la  formey"i,  et  ainsi  de  suite.  La  substitution  qui  conduit 
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de/o  '"»/i  est  aussi  celle  qui  conduirait  de  c^o  à  &i,  de  (^^  à  ç'p  de 
tj;o  à  ^1,  ...,  et,  en  général,  la  même  substitution  lie  les  formes 
alïeclées  des  mêmes  indices  dans  cliaque  hexagone. 

Il  en  résulte  que,  les  formes  affectées  de  Tindice  zéro  étant  ob- 
tenues, il  sera  facile  d'obtenir  toutes  les  autres  au  moyen  des  sub- 
stitutions qui  font  passer  de/o  à /i,/2  ou /s- 


Appelons  S  l'ensemble  des  substitutions  par  lesquelles  on  passe 
de/o  'i  /i5  P^"s  à  (j33  et  à  Oq,  c'est-à-dire  la  substitution  par  laquelle 
on  passerait  directement  de/o  à  Ço  ^  on  trouve  que  cette  même  sub- 
stitution permet  aussi  de  passer  de  «p'^  à  /o,  c'est-à-dire  que  la  sub- 
stitution inverse  de  S,  que  nous  désignerons  par  S~',  conduirait  de 
fo  à  9^.  Et  de  même  y^^  et  ^^  se  déduiraient  de/o  par  des  substi- 
tutions inverses  de  celles  qui  permettent  d'obtenir  y^Q  et  4*0 •  Soit  T 
la  substitution  qui  conduit  de/o  à  «|/o  ;  on  trouve  alors  qu'on  ob- 
tient Xo  en  appliquant  à/  la  substitution  T~*  suivie  de  la  substi- 
tution S~'.  De  sorte  qu'il  n'y  a  en  réalité  que  deux  séries  de  sub- 
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stilulioiis,  (H'Ilcs  qui  coiidiiisenl  Je  /o  A  '-^o  ^'H  passant  par  /i  cl  '^a^ 
et  cellos  qui  conduisent  de  Jo  à  «po  ^'u  passant  par^s  et  t^j.  Une 
forme  relative  à  un  point  quelconque  du  plan  peut  être  déduite  des 
iornies  fondamentales /ô,  /',,  ^o,  yà  en  répétant,  dans  un  certain 
ordre,  ces  deux  séries  de  substitutions,  car,  ces  deux  séries  de  sub- 
stitutions perniellant  d'entourer  l'iiexagone  fondamental  yo/i/jy^ 
de  six  nouveaux  hexagones,  on  voit  qu'(în  partant  d'un  des  hexa- 
gones déjà  obtenus  on  couvrirait  le  plan  d'un  réseau  hexagonal 
indéfini. 

Ainsi  les  irrationnelles  relatives  à  des  équations  dont  les  trois 
racines  sont  réelles  conduiront  à  des  formes  ternaires  dont  la  réduc- 
tion indéfinie  s'opère  au  moyen  de  deux  périodes  de  substitutions, 
et,  si  l'analogie  avec  les  fractions  continues  est  manifeste,  la  double 
périodicité  marque  aussi  la  différence  entre  les  irrationnelles  du 
second  degré  et  les  irrationnelles  du  troisième. 

Dans  l'exemple  précédent,  les  polygones  limitatifs  des  formes 
réduites  sont  des  triangles.  .M.  Charve  donne  d'autres  exemples  où 
s'offrent  des  quadiilatèies,  et,  dans  le  cas  général,  les  polygones 
limitatifs  sont  des  hexagones. 

Mais,  dans  tous  les  cas,  31.  Charve  montre  qu'il  y  aura  toujours 
deux  et  seulement  deux  périodes  de  substitutions,  permettant  d'ob- 
tenir toutes  les  formes  réduites  au  moyen  d'un  certain  nombre  de 
formes  fondamentales  réduites. 

Le  travail  que  nous  analysons  se  termine  par  un(i  ap[)licatiou  de 
la  théorie  précédente  aux  unités  complexes  formées  avec  les  ra- 
cines d'équations  du  troisième  degré  à  coefficients  entiers,  le  coef- 
ficient du  premier  terme  étant  l'unité. 

jNI.  Charve  démontre  que,  pour  les  équations  n'ayant  qu  une 
racine  réelle,  les  unités  complexes  sont  des  puissances  entières 
positives  ou  négatives  d'une  certaine  unité  complexe,  et,  pour  les 
équations  dont  les  trois  racines  sont  réelles,  les  unités  complexes 
peuvent  toutes  èti'e  formées  par  le  produit  des  puissances  entières 
positives  ou  négatives  de  deux  d'entre  elles. 
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FAVARO  (Prof.  Antonio).  —  Inedita  Galileiana.  Franimcnti  tratli  flalla 
Biblioteca  nazionale  di  Firenze.  —  ^'enez,ia,  tipogralia  di  Giuseppe  An- 
tonelli,  1880;  143  pages,  i  pi. 

Il  y  a  quelque  temps,  M.  Favaro,  dont  les  travaux  sur  l'histoire 
des  sciences  exactes  sont  connus  et  appréciés  de  tous  les  savants, 
annonça  dans  une  petite  brochure  qu'il  pensait  publier  bientôt  des 
Communications  sur  des  manuscrits  encore  inédits  de  Galilée. 
Cette  nouvelle  dut  paraître  d'autant  plus  étonnante,  qu'il  était  uni- 
versellement admis  que  tous  les  fragments  de  cette  nature  avaient 
été  insérés  dans  la  célèbre  édition  complète  d'Aibèri. 

L'écrit  d'une  certaine  étendue  que  nous  avons  sous  les  yeux,  et 
qui  est  un  tirage  à  part,  extrait  des  A  tti  del  B.  Istituto  Veneto, 
réalise  pourtant  de  tout  point  la  promesse  de  l'éditeur.  M.  Favaro 
a  compulsé  avec  soin  les  deux  cent  quatre-vingt-treize  volumes  de 
la  Bibliothèque  nationale  de  Florence  qui,  outre  les  manuscrits 
proprement  dits  du  maître  et  des  exemplaires  de  ses  œuvres  impri- 
mées, contiennent  encore  tous  les  écrits  possibles  se  rapportant  à 
lui  et  à  son  école,  et  il  a  reconnu  que  sous  l'ordre  merveilleux  qui 
semble  régner  dans  le  Catalogue  de  cette  Collection  se  cachent  cer- 
taines irrégularités,  en  conséquence  desquelles  un  grand  nombre 
de  fragments  sont  restés  inaperçus.  Ainsi  il  nous  fait  connaître 
d'abord  le  Pioœiniuin  inédit  de  la  Notice  historique  de  \  iviani 
sur  Galilée,  dans  lequel  on  remarque  cette  circonstance  peu  con- 
nue que  le  grand  physicien  portait  le  plus  vif  intérêt  à  l'Agricul- 
ture et  à  la  pratique  rationnelle  de  cet  art.  Les  études  sorties  de  la 
plume  même  de  Galilée  et  que  M.  Favaro  nous  fait  connaître  sont 
de  trois  espèces  différentes,  hydrostatiques,  géométriques  et  hydro- 
techniques. Dans  un  Appendice,  non  encore  imprimé,  à  la  Bilaii- 
cetta,  on  trouve  des  indications  étendues  sur  la  perte  de  poids  des 
substances  les  plus  diverses  dans  l'eau  ;  ces  déterminations  de  poids 
spécifiques,  où  l'on  aperçoit  évidemment  les  efforts  de  l'auteur  pour 
atteindre  la  plus  grande  exactitude,  ne  peuvent  qu'être  du  plus  haut 
intérêt  pour  l'histoire  de  la  Physique.  ^  iennent  ensuite  certaines 
constructions  et  propositions  de  Géométrie  élémentaire,  auxquelles 
Galilée  avait  l'habitude  de  renvoyer,  dans  ses  célèbres  Leçons  sur 
la  fortification,  11  est  à  remarquer  que,  pour  le  pentagone  régulier, 
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il  reprotliiil  hi  coii.nI  iiiclioii  ou  moM'ii  d  une  seule  ouNCiliirc  de 
compas  que  Cluisles(')  allribuc  à  Albert Diirer;  que,  pour  l'hepta- 
j;one  régulier,  il  enseigne  la  conslruclion  approximative  d'Aboul 
Werà(-);  qu'enfin  il  fait  voir  aussi  comment  un  polygone  régu- 
lier de  II  cotés,  que  l'on  sait  déjà  inscrire  dans  un  cercle,  peut  être 
construit  sur  un  coté  donné.  Le  théorème,  presque  évident  d'ail- 
leurs, (\uun  ti-i(in<:lc  ronslruit  sur  rhypotrnuse  d'un  trianfile 
rectangle  cqun'aut  à  l<i  somme  de  dri/.r  tfiangles  semblables 
construits  sur  les  deux  autres  côtés  est  donné  avec  une  démonstra- 
tion très  élégante,  visiblement  calquée  sur  celle  que  donne  Euclide 
du  théorème  de  Pvthagore.  On  trouve  encore  dans  cet  écrit  quelques 
remarques  sur  le  nivellement.  En  troisième  lieu,  enfin, l'éditeur  nous 
fait  connaître  un  Rapport  rédigé  par  Galilée  sur  l'amélioration  de 
la  rivière  du  Bisenzio,  et  dont  on  ne  possédait  jusqu'ici  qu'une  par- 
tie; cette  pièce  est  d'une  véritable  importance  au  point  de  vue  de 
l'Hvdraulique.  Dans  un  Appendice,  on  trouve  une  Lettre  auto- 
graphe, adressée  probablement  à  Cioli,  ainsi  que  des  matériaux 
nouvellement  découverts  pour  l'histoire  de  Galilée.  Ces  nouveaux 
documents  sont  particulièrement  intéressants  pour  l'histoire  de  la 
première  horloge  à  pendule. 

Nous  crovons  pouvoir  conclure,  de  quelques  indications  de  l'édi- 
teur, que  ses  recherches  sur  les  fragments  de  Galilée  ne  sont  pas 
encore  près  d'être  terminées.  Nous  souhaitons  à  cette  entreprise 
méritoire  une  continuation  de  succès,  et  nous  ne  doutons  pas  que 
nos  vœux  ne  soient  partagés  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la 
Science  historique.  S.  G. 
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SUR  LE  PROBLÈME  DES  BŒUFS  D'ARCHIMÈDE; 
Par  m.   PAUL  TANNERV. 

En   ij73,Lessing  fit   connaître,  d'après  un  manuscrit  de  la  bi- 


(')  y4pcrcu  historique,  p.  53o  (cdit.  allemande,  p.  *J'|3)- 

{')  Cantor,  T'orlesHiii^en  ïiber  Gescliichte  der  Mathematik,  t.  I,  p.  <)'io. 
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Lliothèque  de  Wolfenbiittel ,  une  épigranime  grecque  donnant, 
en  quaranle-quatre  vers,  J'énonce  d'un  problème  d'Analyse  indé- 
terminée qu'Arcliimède  auiail,  dans  une  Lettre  à  Éralostliènes, 
proposé  aux  géoniètres  alexandrins. 

Il  s'agit  de  calculer  le  nombre  des  bœufs  du  Soleil,  distingués  en 
quatre  troupeaux,  de  couleurs  blanche,  noire,  rousse  et  mêlée. 
D'après  les  notations  modernes,  les  nombres X,  z,^,  ^x  des  taureaux 
de  ces  quatre  troupeaux  et  ceux  X',  y/,  ^',  p.'  des  vaches  doivent 
satisfaire  aux  neuf  équations  suivantes,  qui  contiennent  deux  autres 
indéterminées,  p  et  y  ; 


À) 


1         I 
I 


4  ■s;-"         '^!    '•-(r'î) 


t)      -7  /         '  '  '        \  5       6 

[1)        r-- 


P',  (9)        y.y.-\- 


7  (>/-(-! 
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La  solutiou'du  système  formé  par  les  sept  premières  conditions 
n'offre  aucune  difficulté;  elle  donne  les  huit  inconnues  roui  me 
multiples  d'une  même  indéterminée  x,  par  des  coefficients  fjui  ont 
d'ailleurs  de  huit  à  neuf  chiffres.  Celte  indéterminée  est  supposée 
égale  à  8o  dans  les  nombres  donnés  par  une  scolie  qui  accompa- 
gnait l'épigramme  dans  le  manuscrit  et  que  Lessing  a  également 
publiée. 

Mais  ces  nombres  ne  satisfont  à  aucune  des  deux  dernières  équa- 
tions, qui  conduisent  à  une  équation  de  Pell  dont  la  solution  nu- 
mérique est  matériellement  impossible,  eu  égard  à  la  longueur  des 
calculs  qu'elle  entraînerait. 

L'examen  du  problème  «  des  bœufs  »,etla  question  de  son  authen- 
ticité, en  tant  qu'il  est  attribué  à  Archiniède,  ont  fait,  en  Alle- 
magne, l'objet  d'assez  nombreux  travaux  (Leisle,  Struve,  Kliigel, 
Hermann,  Wurm,  iNessehnann,  Heiberg):  (jauss  lui-même  parait 
l'avoir  traité  à^fond,  mais  il  n'a  rien  pul)liéà  ce  sujet.  Va\  France, 
il   n'y    a    guère  (|ue  \  inceni    (  \t)u\'cllcs     Innalcs  de   Malhcnia- 


-MÉLANGES.  27 

ti(/in\s,  t.  XIV^,  X\  )  (]ui  s'en  soit  occupé  ;  mais  il  ne  considère; 
comme  authenti([ues  que  les  trois  premières  conditions,  et  rejette 
toutes  les  autres,  comme  ajoutées  par  des  mains  relativement  mo- 
dernes. 

Le  Zeitschrijt:  fui-  Mathemalili  uud  P/i}  sik  \u'ul  de  publier 
(t.  XXV,  1880,  Historisch-litf'i'nrisclie  ^btlwiluni^,  p.  I2i-i36 
et  ijS-iji),  de  B.  KrundDÏegel  pour  la  partie  philologique,  de 
A.  Amtlior  pour  la  partie  mathématique,  une  nouvelle  étude  sur  le 
Das  Problema  hos'inuni  des  Archimedes.  On  doit,  à  notre  sens,  la 
considérer  comme  définitive. 

Sur  la  question  de  l'authenticité,  les  conclusions  de  cette  étude 
représentent  exactement  l'opinion  que  nous  avons  déjà  eu  l'occa- 
sion d'émettre  ailleurs  ('),à  savoir  que,  dans  sa  forme  actuelle, 
l'épigramme  est  probablement  postérieure  à  Archimède,  mais  que, 
Cjuant  au  problème  lui-même,  il  est  non  seulement  très  possible, 
mais  encore  très  vraisemblable  qu'il  est  réellement  dû  au  célèbre 
sféomètre  de  Syracuse. 

Sans  répéter  l'argumentation  très  serrée  duD'"Krumbiegel,  je  me 
contenterai  d'y  ajouter  les  deux  remarques  que  j'ai  faites  sur  cette 
question. 

L'une  est  que  le  passage  du  Scoliaste  de  Platon  sur  le  Charmide, 
Cju'Hermann  a  signalé  le  premier  comme  parlant  de  ce  (ju  Archi- 
mède a  appelé  le  problème  des  bœiifs,  parait  copié  d'un  Ouvrage 
de  Geminus,  mathématicien  vivant  au  i*^*^  siècde  avant  notre  ère^ 
on  le  reconnait  en  comparant  les  extraits  de  Geminus,  faits  par 
Proclus  dans  ses  Commentaires  sur  le  premier  Livre  des  Eléments 
d'Euclide,  avec  ceux  qu'a  recueillis  l'anonyme  delà  Collection  hé- 
ronienne  (éd.  Hultsch,  p.  248),  et  où  se  retrouve  le  j)assage  en 
question. 

Notre  seconde  remarque  est  que  la  proposition  d'un  problème 
impossible  comme  celui  des  bœufs  concorde,  comme  trait  de 
caractère  chez  Archimède,  avec  l'énoncé  qu'il  se  vante  (  Préface  du 
Traité  des  Spirales)  d'avoir  fait  de  théorèmes  faux  dans  une  Lettre 
à  Conon,  dans  le  but  de  convaincre  de  mensonge  les  géomètres  qui 
auraient  prétendu  en  avoir  trouvé  les  démonstrations. 


(')  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  natiirclies  de  Bordeaux,  I.  III, 
'  série,  dans  noire  essai  sur  L' Arithmétique  de  (',rr-<:  dnn<:  l'appus. 
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JNous  allons  pailer  plus  longuement  des  intéressants  résultats 
obtenus  par  le  D'"  Amtlior. 

Soit  X  l'indéterminée  qui  rest(î  après  la  solution  du  système  des 
sept  premières  équations;  les  deux  dernières  sont  satisfaites  en  po- 
sant 

.r  =  3. 1 1  .29.4657  j-, 

2.rj  +  j  =  t, 
2 .  4^5^  j  =  «, 

et  en  résolvant  l'équation  de  Pell 

(10)  t-  —  2 . 3 . 7 . 1 1 .  99 . 3  ')3  u^  =  \ , 
de  façon  que 

(11)  n^o     (mod.2.4657  ). 

M.  Amthor  commenee  par  clierclier  la  plus  petite  solution 
(?,,  Ui)  de  l'équation  (10)  ;  la  raeine  du  déterminant  se  développe 
en  une  fraction  continue  dont  la  période  régulière  a  91  termes;  il 
calcule  tf,  qui  a  45  figures,  et  u,,  qui  en  a  4i- 

Ces  calculs,  quoique  fastidieux,  ne  sont  pas  exorl)itants.  Dans  un 
essai  en  cours  d'impressiou  sur  la  Mesure  du  cercle  d' Arclii- 
inede  (  '  ),  j'ai  exposé  comme  pouvant  être  connue  du  géomètre  de 
Syracuse  une  méthode  de  calculs  analogues  à  ceux  qu'entraîne  le 
développement  en  fractions  continues.  M'étant  proposé,  à  cette  oc- 
casion, de  traiter  l'équation  (10),  je  suis  arrivé  à  une  période  de 
58  ternies,  et  j  ai  admis  que  le  calcul  de  ces  termes  n'eût  été  qu'uu 
jeu  pour  Arcliimède.  Je  ne  puis  croire,  à  la  vérité,  qu'il  ait  eu  la 
patience  de  calculer  ?,  et  u^^  comme  l'a  fait  JM.  Amtlior;  mais  qui 
a  lu  Wlrênaire  ne  peut  douter  que,  ayant  les  éléments  de  la  pé- 
riode, Arcliimède  ne  fût  en  état  de  déterminer  l'ordre  (pour  nous 
le  nombre  des  figures)  de  ces  inconnues  avec  une  approximation 
suffisante  pour  son  but  probable,  la  composition  d'un  problème 
qui  rebutât  tout  calculateur. 

Quant  à  satisfaire  à  la  condition  (11),  il  ne  me  parait  guère  sup- 
posable  qu'Arcliimède  se  soit  préoccupé  de  savoir  quel  surcroît  de 


('  )  Il  sera  jjiiblié  dans  le  tome  IV  (j'^  série)  des  Méinoiies  de  lu  Suciétc  des  Sciences 
phjsii/ues  et  naturelles  de  Ptordeatix. 
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besogne  i-Jlt;  cùl  iiii[)ost'  ;  mais  il  h'cm   csl  pas  moins  inléressant  do 
voir,  avec  M.  Ainllioi',  à  quels  nombres  eili-ayants  elle  conduit. 

Le    persévérant   calculateur    allemand    commence    par    établir 
quelcpies  bnumes  sur  l'équation  de  Pell  /-  —  1)«-  =  i . 

i.   Soit  (/,«,///;,)    la  solution    dérivant   du  développement  de  la 
puissance  m  de  f  1  -{-  //,  y^D,  en  sorte  que 


on  a  en  gênerai 

^'  111+ Il  —  '  Il  "h;     '     ' /«  "«  > 

et  en  particulier 

fîm  =  tli  -+-  «;»  D, 

"2/«  —  ^'  m  '^  III' 

2.  Si  l'on  cherche  toutes  les  valeurs  de  u  satisfaisant  à  l'équa- 
tion de  Pell  et  divisibles  par  M,  supposé  premier,  elles  sont  com- 
prises sous  la  forme  //»?,  u^  étant  la  plus  petite  d'entre  elles,  et  a. 
étant  un  nombre  entier  quelconque, 

3.  Si  M  ne  divise  pasD,  ni  f,,  ni  //,,  on  a 

^ji_,^i,     «y_,^o     ^mod.  M), 

ou 

fj,_^, ES  i ,     «11+1  ^  o     (  mod.  M  ) , 

suivant  que  D  est  ou  non  résidu  quadratique  par  rapport  au  pre- 
mier M. 

4.  Par  conséquent,  pour  trouver  /3,«p  étant  la  plus  petite  valeur 
de  u  satisfaisant  à  l'équation  de  Pell  et  divisible  par  M,  il  suffit 
d'essayer  les  diviseurs  de  M  —  i  ou  ceux  de  IM  -|-  i,  suivant  le  cas  ^ 
les  calculs  sont  facilités  par  l'emploi  du  Icninie  1. 

Pour  satisfaire  à  la  condition  (11),  il  n'y  a  pas  à  s'inquiéter  du 
facteur  2, car  il  divise  déjà  //|  ;  (juant  aupremier4657,  D  ;=:=  479.9494 
est  non  résidu  quadratique  par  rapport  à  lui.  11  faut  donc  essayer 
les  diviseurs  de 

4(558  =  2. 17  .  137. 
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Eu  calculant  les  résidus  de  i,  u  par  rapport  au  module  4607,  on 
trouve  que  la  plus  petite  solution  satisfaisant  à  la  condition  (11) 
est 

'2329»        "2329- 

M.  Amtlior  se  sert  ensuite  des  logarithmes  pour  déterminer  le 
nombre  des  cliiffres  et,par  quelques  remarques  simples,  établit  que 
le  nombre  des  boeufs  du  Soleil,  d'après  la  solution  minima,  a 
206545  figures. 

Il  suffit  de  remarquer  qu'une  page  d'une  Table  de  logarithmes  de 
Callet  ne  contenant  guère  que  2000  chiffres,  il  faudrait,  à  ce  for- 
mat, un  Volume  de  'j^^  pages  pour  imprimer  les  neuf  nombres, 
partiels  et  total,  demandés  par  l'épigrammc. 

Quant  à  l'énormité  de  pareils  nombres,  eu  égard  à  nos  moyens 
de  mesure,  elle  dépasse  absolument  l'imagination  •,  mais  ils  sont  en- 
core bien  loin  d'atteindre  la  limite  de  la  première  période  de  la 
numération  proposée  par  Archimède  dans  V^rénaire  ^  soit 
jqSoo  000  000_ 


LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE  : 
Par  jM.  Ad.  STEEN. 
Mo^SIEXR, 

Permettez-moi  de  vous  présenter  encore  une  intégration  par  in- 
tégrale définie,  cette  fois  d'une  équation  dilférentielle  que  personne 
n'a  encore  traitée,  que  je  sache.  Quoique  la  méthode  que  j'ai  em- 
ployée dans  ma  Lettre  du  mois  d'août  m'ait  paru  très  exception- 
nelle, c'est  pourtant  essentiellement  la  même  dont  je  me  suis  servi 
ici.  Yoibà  pourquoi  je  nourris  l'espoir  depouvoir  l'appliquer  désor- 
mais plus  amplement.  Elle  est  brièvement  caractérisée  ainsi  :  par 
des  transformations  successives,  soit  par  exemple  des  différentiations 
ou  des  substitutions,  on  arrive  à  une  équation  intégrable,  puis  on 
remonte  à  l'intégration  de  la  proposée  par  des  intégrales  multiples 
qu'il  faut  en  dernier  lieu  changer  en  une  intégrale  définie.  Quoique 
les  transformations  des  deux  cas  traités  jusqu'à  ce  jour  pro- 
duisent une  équation  intégrable  seulement  pour  certaines  valeurs 
des  constantes,  il  en  a  pourtant  réussi  l'intégration  finale  pour 
presque  toutes  les  valeurs  de  ces  constant(;s. 
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Intégrnlion  d'une  c(jiial'ion  différenliellc  lincnire. 

1.    Une  é([nalion  (lid'ércnlicllc  de  la  forme 

(l)  j"+  IV  +  cn-r^zo, 

P  étant  une  fonction  de  x,  a  supposé  constant,  se  change  par  la 
substitution  7'=  u  en 

}-  a  'J- =  —  P. 

d.i-  u 

Cela  met  en  évidence  c[u'on  peut  intégrer  la  proposée   dès  qu'où 

peut   loimer    les   deux  parties  — —  et  a- de  — P.  Mais  une 

telle  divisiou  ne  se  fait  que  par  des  tentatives  qui,  dans  la  plupart 
des  cas,  ne  réussissent  pas. 

On  verra  pourtant  par  ce  qui  suit  que  cette  méthode  n'est  pas 
tout  à  fait  stérile.  Au  moins  on  trouve  facilement  qu'il  y  a  des  équa- 
tions dilTérentielles  tellement  liées  entre  elles,  que  l'intégration  de 
l'une  s'ensuit  de  celle  de  l'autre. 

Si  l'on  fait 


d.Iii  d.lv 

"        =  =  4-  -.  -      ou     _) 

fi.f  (I  r 


'  =  //=    l  vc^ ''''(!. t\ 


la  proposée  se  réduit  à 

v"  -V-  (P  +  23)(''+   [P'+  r-'-f-   (P+   3)3  -1-  /7JCZZZO, 

qui,  pour  ^  =  —  P,  revient  à 

Donc  les  intégrales   particulières  des  équations    (i)  et  (2)  sont 
liées  entre  elles  par  les  relations 

D'un  autre  côté,  en  faisant 

P'+ -'+  fP  -\-  z)zz=o, 
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on  trouve 

(Il  fe  ^''-(Ir 
-  '  -P. 


ce  qui  rend  à  récjualion  de  v  la  forme 
dlJeS^^'-dx 


d.r 

qui  a  l'intégrale  particulière 


—  P     .-'  +  av  =  o, 


,dlfef''''^dj 


dx 
dépendante  de  celle  de  (  i  ). 

Par  cette  méthode  on  tire  des  intégrales  connues  de  l'équation 


facilement  celles  de 


puis  celles  de 


•  •"+-(''=+=«-('  — o, 


J-L-    ..2  . 


1'    +  -  i'  ±«*i'  =0,       .  .  .  , 


et  l'on  parvient  généralement  à  l'intégration  de 


H i'  ±  «-('  =  o. 


p  étant  un  nombre  positif  entier. 

2.   Appliquons  la  méthode  aux  équations 

pour  lesquelles  on  a 

y  =  v' x"e'^,      v=.y'x~"e    ^'' . 
Si  l'on  peut  faire  ici 

d  .lu         a         X  —7 

«  C  .r  â 
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il  iaut  que  l'équalion 


ou  bien  celle  qui  eu  est  liiée  par  (lifférentiation, 

soil  ideulique;  a  et  |3  sont  doue  déterminés  par  les  équations 


-    \.T- 


a  —  «  j  (^  a  4-  I  /  :=  o, 


,  /  I         I  \         fi  —  a 


I(7;--'  =  «= 


mais,  le  nombre  des  équations  surpassant  celui  des  inconnues,  il 
n'est  pas  généralement  possible  d'effectuer  l'intégration,  quels  que 
soient  a  et  b. 

Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  il  suffit  ici  d'indiquer  les  deux 
formes  suivantes  de  la  première  équation  (3),  dont  on  peut  trouver 
les  intégrales,  savoir 

y    —  I  — I-        —  \y-{-cy  =  o     avec  1  mtegrale      )■  =  x-  -\-  1 , 


y  —  i  -  +  -^^  )  y  +  fy  =  « 

a  —  1 


Il  s'ensuit  pour 


\  ex- 

— !-        —     (•  +  ce  =3  o     1  intégrale     c  =  .r^-"^'  c  '   , 


"'-(^,7^)- 


Maintenant,  il  y  a  lieu  de  cherclier  si  une  forme  algébrique  res- 
semblant à  celle  de  deux  de  ces  dernières  intégrales  convient  à 
des  équations  plus  générales  des  formes  (3  ).   En  effet,  on  trouve 

Bull,  des  Sciences  mnthêni..  a"  Série,  t.  V.  (Janviei'  1881.)  ^ 
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sans  difliculté  les  équations 

■     \.r        ■?./)/■ 

et 

/'''               '■■•'"         \    ' 
)  "  —     -  H y  +  cy  =  o, 

\.r        a  H-  7JJ  -+-  I  / 

inlégrées  par  des  polynômes  en  x  des  degrés  ^p  et  a  -f-  a/j»  H-  i  res- 
pectivement, ou  plutôt  en  X-  des  degrés  p  et  ^(a  4-  2/?  +  i). 

3.  Les  derniers  résultats  nous  mettent  sur  une  nouvelle  voie  qui 
mène  à  l'intégration  des  équations  (3),  car  on  voit  que 

où  ^1  est  un  polvnôme  en  a-  du  degié  />  —  i  ou  ^  (<7  -h  9./>  —  i  ).  On 

a  donc 

(l .  In        I        :'j 

=  -  4 1 

(Ix  .r         z-i 

par  conséquent 


Jucl.=  ^a-.-'L^ 


I— —  pj—  :.,.r, 


qui  conduit  à  l'équation 


(7  —  9,         .r  \    ,         /''c  —  2 


Or,    si  Z'c  =  2/?, />  entier  positif,  la  série  suivante  de  substitu- 
tions 

r.',  =  .7-z,,      z',,  =  .rr.3,      .  .  . ,      :■'/,_,  =  .r-Zj, 

aboutira  à  l'équation 

r/  —  9.p  c. 


.W -'■  =  "■ 


ce  qui  donne 

Z/,  =    I  .r"'-i'e''i'  dx, 
partant 

)  ~    /  .i-dx    l  .rdx.  .  .     /  xdx   1  x''-^i'e^dx. 

Pour  Caciliterla  transformation  decette  expri'ssion,quiexige/?  +  i 
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intfi^ratioiis,  posons  ji-=:^t,  de  sorU'  ([U On  ait 

On  a  omis  le  polynôme  en  x-  du  degré  p  provenant  par  les  con- 
stantes des  intégrations,  parce  qu'il  faut  déterminer  A"  de  façon  que 
ce  polynôme  puissere  présenter  1  intégraleparticulière  de  l'article  2. 

iMais  laissons  de  côté  ce  détail  et  cherchons  directement  1  inté- 
grale de  la  première  des  équations  (3  ),  en  faisant  dans  1  intégrale 
déjà  définie  ip  =:  bc  et  en  omettant  son  coefficient  constant, 
c'est-à-dire  supposons 

r=    I  '' —  y.  j'      y.       '        e     (la. 

11  faut  donc  trouver  une  valeur  de  A  qui  satisfasse  à  l'équation 

I  ,  a  —  hr  —  I       1 


bc    bc  —  2    x'- 


r'-y:t 


(4; 


H-  (  bc  —  (ibc  —  c.r-      I 


e"'  dy. 


e^'^ch. 


f 


e' ''  (lu.  =  o , 


La  dernière  intégrale  se  chanire  facilement  en 


c.r-    f  -r- — k)'  a       "        e'''dy.  —  c   j         (.r- — ce   '  v.        '■        '''^dy., 

*J  k  *'  A- 

dont  le  premier  terme  s'évanouit  avec  l'avant-dernier  de  l'équa- 
tion (4). 

Puis  on  a,  par  une  intégration  par  parties, 


(x2 

—  a  -           V. 

»  » 

y. 

■  v'  - 

c-''dy. 

—  lu-  ■        a    -1 

o-b 

.         ^.0 

/. 

~l,r-i-. 

bc  [  bc  —  2      / 

X 

^ 

c''''dy. 


b    a  —  />c  -f    I 


c-''  dy.. 
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dont    le    premier    terme   s'évanouit    si"    hc^^  i   et    A"  =  — ^^5    It; 
deuxième,  multiplié  par  —  c,  se  réduit  avec  la  première  de  (4)  à 

bc[hc—i\    i        l.r^—ciY'     '«       ^       e^^ch.. 


-''/ 


Après  ces  réductions,  il  ne  reste  dans   l'équation   (4)  Quo  cette 
dernière  intégrale,  dont  le  coelllcient 


bc[bc  —  2 )  -h  bc[\  —  a]  -\-  bc[a  —  bc  H-  1  ) 

3nt  éga 
Donc  Véquation 


est  évidemment  égal  à  zéro 


J"-\--^'-^^]y'  +  cy  =  o 


a  j}our  bc^  2  l' intégrale  pnrticuUèrn 

,-t  ■!■■  I  .        a  —  bc  —  ,       a 

el  l'on,  en  tire  j)oar  rèrfunfion 


l'intégrale 


•■  _  _    ^ 


I  ,  ii  —  ln—,        a. 

-ic  — r  — 

'  X         ^  é'''(l(JL. 


\  oila,  Monsieur,  les  choses  élémentaiics  dont  je  vous  importune 
aujourd'hui.  Je  ne  suis  pas  sans  espoir  d'entendre  quelcjue  jour 
votre  opinion  là-dessus.  Je  serais  assez  heureux  si  ce  petit  travail 
vous  plaisait  aussi  bien  que  Je  précédent. 

Recevez,  Monsieur,  l'expression  de  la  plus  haute  considération 
de  votre  confrère  dévoué.  An.  Steen. 
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SUR  LA  SOMMATION  DES  NOMBRES  ■,; 
l'vp.   M.  .10 -.11' H  PliROTT. 

Soit  h  un  ijoiiibie  entier  queleon(|ue;  on  désigne  par  <^[h)  le 
noniljie  qui  inditjue  coiuhien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  //  et  non 
supéi-ieurs  à  //.  Si  l'on  donne  à  h  les  valeurs  suecessives 

[1)  I,  2,  3,  4,5,6,  7,8,9, 10,  II,  I?.,  1 3,  14.  iJ,  16, 17, 18,  ig,  20,..., N,..., 

on  obtient  les  nombres  ©  correspondants 
[1)  1,1,2,2,4,0,6,4,6,4,  .0,  4,  12,  6,  8,  8,   16,6,  8,  8,...'.(]N],... 

On  voit  que  la  série  (2)  est  des  plus  irrégulières.  Si  cependant, 
au  lieu  de  considérer  chaque  terme  de  la  série  isolément,  on  prend 
la  somme  des  N  premiers  termes,  le  rapport  de  cette  somme  à  celle 
des  termes  correspondants  de  la  série  (i)  tend  de  plus  eu  plus  vers 
une  limite  constante  à  mesure  qu'on  fait  croître  le  nombre  jN  .  La 
démonstration  de  cette  propriété  des  nombres  ©  fait  l'objet  du 
présent  travail. 

Un  terme  quelconque  o(A)  de  la  série  (2)  pouvant  être  consi- 
déré comme  indiquant  le  uombre  de  fractions  irréductibles  de  dé- 
nominateur A,  la  somme  des  N  premiers  termes  de  la  série  donnera 
le  nombre  de  toutes  les  fractions  dont  les  dénominateurs  ne  sur- 
passent pas  N.  Or  il  est  clair  qu'on  pourra  aussi  arriver  à  la  con- 
naissance du  nombre  de  ces  fractions  en  partant  de  la  considéra- 
tion de  leurs  numérateurs.  Le  nombre  de  fractions  de  numérateur  A' 
sera  évidemment 

c&(iN,A")  désignant  la  quantité  de  nombres  non  supérieurs  à  ?s"  et 
premiers  à  A . 

On  aura,  par  conséquent, 


doi 


/,  =  >  /,  =  > 
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M 


ai  s  nous  avons 


la  sommation  s'étendant  à  tous  les  facteurs  premiers  de  A. 
Par  conséquent, 

h  —  i 

car  chaque  terme  E  ( )  ili^ure  iuste  autant  de  lois  dans 

la  somme    \  ^(_N,A)    qu'il   y  a  de    nombres  non  supérieurs  à  N 

et  divisibles  par  pipmPif  •  ••  I-'^s  symboles  E  de  Legendre  s'an- 
nulant,  du  reste,  toutes  les  fois  que  l'argument  devient  moindre 
que  l'unité,  la  série  (3)  s'arrêtera  d'elle-même. 

Divisons  maintenant  les  deux  membres  de  la  ibrmule  (3)  par  iS-^ 
nous  aurons 


Iv 

ou,  en  posant 

E( 

vm .  1 


N 


/'/  l'm 


K' 


xN- 


N 


PiP' 


I  PlPmPn 


ft=\ 


JN-  2   1_]N-  ^pj  Lu  Pi  Pin  Lu    PI  Pin  Pn 

jN^  \Lu  Pi       Lu  PiPm        LuPii 


hl,  m,  n 


(PmPn 


;ies  dén.  D  <  N' 

(D<N) 


"L^^L-^-Zu-^^-'-] 

^U  PI  Lu   Pi  Pin  Lu  P  i  Pin  Pii 

l'S-        IN  V       Lu  Pi       LuPipm      Lu  Pi 


<PmPn 


où  ;  est  un  noiidjre  moindr<-  (|iu-  l'unité  en  valeur  absolue. 
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Mais  1  ViTi  a  toujours 


i-\ h 

2 


par  ronséqiienl, 


<«>  1  N  ', 


^-  2  \       Zj  Pi 


1'>SN< 


N  =  i 


i\  —  I 


cloL^N; 


L^Pl  PmPn 


i'D<N2) 


2IN"- 


donc 


D<N2 


«{•fN;         ,.            'I>;N) 
lim   — ^-—  izz  iim     : 

=  —^  =z  0,30896  35509 2701 3  3 1433. 

Le  Talileau  suivant  perinetlra  de  juger  de  rapproximation  avec 

3N- 
laquelle  la  fonction  — ^  représente  les  valeurs  du  symbole  ^(-N) 

pour  les  cent  premiers  nombres  naturels  : 


'H^) 


is 


lf^.;[,-<-,;H-)] 


8 

ÀÀ 

9 

9,8 

10 

39. 

1 1 

'\>- 

i.>. 

i<i 

l'i 

J8 

I  1 

f>î 

iC. 


So 


8 
II 
i5 

19 

2  5 
3o 
37 
44 
5i 
fio 
68 
78 
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lf).;[.-<-.^^)] 


17 

96 

18 

102 

19 

120 

20 

128 

21 

140 

22 

100 

23 

172 

■^4 

180 

25 

200 

26 

212 

■^7 

23o 

28 

2  {2 

29 

270 

3o 

278 

3i 

3o8 

32 

32', 

88 
99 

IIO 

1 22 

I  i: 
i(ii 
1 7  ) 
190 
20  5 
222 

238 
256 

■^7i 
292 
3ii 
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33 

3U 

34 

36o 

35 

38  î 

3() 

396 

37 

432 

38 

45o 

39 

474 

40 

490 

41 

53o 

42 

542 

43 

584 

44 

604 

45 

628 

46 

65o 

»7 

696 

48 

712 

49 

754 

5o 

77 1 

5i 

806 

52 

83o 

53 

882 

54 

900 

55 

940 

56 

964 

5; 

1000 

58 

1028 

59 

1086 

60 

1102 

61 

1162 

62 

1 1 92 

63 

1228 

64 

1260 

65 

i3o8 

66 

i328 

33 1 
35 1 
372 

394 
416 

439 
462 
486 
5ii 
536 
562 
588 
616 
643 
671 
700 
730 
760 

791 
822 
854 
886 

919 
953 
988 

I023 

io58 

i09t 
I  i3i 
1168 
1206 
1 24  5 
1284 

l32  ( 


N 

<I>(N)   -^ 

'+'7  •  i 

-           1 

67 

1394 

i364 

68 

1426 

1406 

69 

1470 

1447 

70 

1494 

1489 

71 

i564 

i532 

72 

i588 

1576 

73 

1660 

1620 

74 

1696 

1666 

75 

1736 

1710 

76 

1772 

1756 

77 

i832 

1802 

78 

i856 

l'^'U) 

79 

1934 

1H97 

80 

1966 

I94'> 

81 

2020 

1994 

82 

2060 

2044 

83 

2142 

209  i 

84 

2166 

2145 

85 

223o 

2196 

86 

2272 

2248 

87 

2328 

23oi 

88 

2368 

2.354 

89 

2456 

2^08 

90 

2480 

2^62 

91 

2552 

25i7 

92 

2596 

2573 

93 

2656 

2629 

94 

2702 

2686 

95 

2774 

2743 

96 

2806 

2801 

97 

2902 

2860 

98 

2944 

2919 

99 

3oo4 

2979 

100 

3oî4 

3o39 

^ 
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FAVARO  (Prof.  Antonio).  —  I.ntorno  ai.lv  vita  ed  ali.k  opeui:  ni  Puosiio- 
ciMo  ni:'  Bi;LDOM\>ni,  matkmatico  diîl  siicoLo  xv.  —  IJomo,  tipoirralia  dcilo 
Scienze  maleniaticlio  e  fisiclie,  1879,  9.1 3  pages. 

L'auteur,  bien  connu  comme  tiavaillcur  inraligal)](;  clans  le  do- 
maiue  des  recherclies  sni^  l'insloirc  des  iNJallKiiiatiques,  nous  pré- 
sente ici  un  essai  très  développé  et  très  soigni'  sur  la  vie  et  l'oeuvre 
d'un  de  ses  prédécesseurs  dans  la  chaire  de  Mathématiques  de 
PUniversité  de  Padoue.  Considérant  le  manque  presque  absolu  de 
travaux  sur  ce  sujet,  il  reprend  les  choses  de  haut  et  commence 
par  l'histoire  de  la  famille  dei  Behloviandi,  qui  était  une  des  plus 
nobles  maisons  delà  ville  de  Padoue.  Grâce  à  un  habile  et  persé- 
vérant emploi  de  la  science  des  archi\es,  !M.  Favaro  a  fixé  la  gé- 
néalogie et  l'époque  de  la  ^ie  de  Prosdoeimo,  qui,  d'après  cela, 
n'était  pas,  commit  l'ont  cru  Alontucla  et  Cossali,  un  contemporain, 
un  émule  de  Tibonacci,  mais  qui  était  probablement  né  entre  13^0 
t;t  i38o.  Jl  étudia  les  sciences  à  l'université  de  sa  ville  natale,  où 
enseignaient  alors  des  savants  en  renom,  telsque  Blasius  de  Parme 
et  Jacob  de  Forli  (' ).  En  avril  i4oo,  le  jeune  homme  conquit  le 
grade  de  magister  en  médecine  5  il  resta,  dans  la  suite,  fidèle  à  sa  vo- 
cation médicale,  comme  cela  résulte  d'une  Notice  du  'x6  juillet  1420, 
d'après  laquelle  il  se  trouvait  y/a  /  (Joltori  del  Sacfo  Collegio  di 
Arte  e  Medicina.  A  ce  propos,  le  travail  de  M.  Favaro  nous  ap- 
prend, sur  l'organisation  universitaire  dece  temps,  un  grand  nombre 
de  particularités  intéressantes  et  la  plupart  ignorées.  Prosdoeimo 
obtint  jdus  tard  rem[)loi  spécial  de  professeur  d'Astronomie,  science 
liée  étroitement  à  la  Médecine,  d'après  les  idées  d'alors;  il  a  occupé 
cette  chaire  pendant  au  moins  six  années,  de  1422  à  1428,  cette  der- 
nière année  étant  celle  de  sa  mort.  Les  services  rendus  par  lui 
comme  professeur  et  comme  savant,  d'après  le  témoignage  de  di- 
vers   documents,  semblent   avoir  été   hautement  appréciés  de  ses 


(')  Ce  dernier  doit  avoir  été  aussi  un  profond  mathématicien,  car  il  a  écrit,  comme 
nous   le   verrons  liientot,  sur   les  latitiidiiies,  le  prototype  de  nos  coordonnées  mo- 
dernes, {f'oir  la  Notice  sur  les  écrits  d'Oresnic.  Bri/letin,   1'"  série.  I.  III,  p.  3n.) 
/Iri/L   fffS  Scie/ices  mac/iéin.,   ■'.'  Série,  t.   \'.   (Février   iSSi.)  4 
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contemporains  ;  nous  allons  maintenant  les  juger  à  notre  point  de 
vue  actuel. 

En  première  ligne  se  trouve  son  Algoriami  tractatus,  qui  a  été 
imprimé  à  Padoue  en  1.-^83  et  qui,  sans  être,  comme  l'a  cru 
]M.  Chasles,  le  premier  Livre  imprimé  sur  le  système  décimal  (car, 
à  la  page  4",  M.  Favaro  cite  un  traité  anonyme  de  Calcul,  publié  à 
Trévise  en  1478),  n'en  doit  pas  moins  être  considéré  comme  un 
document  remarquable  au  point  de  vue  historique,  dont  M.  Favaro 
énumère  avec  soin  les  éditions  successives.  Il  rapporte  aussi  les  ju- 
gements des  plus  éminents  mathématiciens  de  l'époque  ancienne 
sur  ce  Livre,  et  il  consacre  à  cette  occasion,  une  longue  digression  à 
la  recherche  de  l'étymologie  du  mot  algoiitlinius.  Prosdocimo, 
toutefois,  n'a  jamais  eu  la  moindre  notion  sur  cette  origine  :  il  défi- 
nit (p.  ^3)  son  livre  comme  un  libej-  de  nwneris;  ars  niimerandi 
vel  introdiiclio  in  numerum,  telle  est  l'interprétation  habituelle 
du  mot  en  question.  Il  compte,  d'accord  avec  les  autorités  recon- 
nues de  son  siècle,  neuf  règles  fondamentales  [species).  Dans  la 
sommation  des  progressions  arithmétiques,  il  distingue  les  deux 
cas  d  un  nombre  pair  ou  impair  de  termes,  et  à  ce  propos  son  his- 
torien s'étend  sur  les  dillerentes  règles  donné(!s  pour  cet  objet  et 
rappoi'tées  dans  sou  travail.  11  en  est  de  même  relativement  à  la 
inensa  Pythagorœ,  qui  est  décrite  sous  plusieurs  formes  diverses. 
Mais  ce  qui  doit  exciter  le  plus  vif  intérêt,  ce  sont  les  extraits  d'un 
manuscrit  de  la  Bibliothèque  bodleyenne  d'Oxford  que  M.  Favaro 
a  reproduits  dans  son  Livre.  Ce  manuscrit  renferme  non  seulement 
le  Traité  d'Arithmétique,  mais  encore  six  Livres  de  Géométrie 
avec  figures  et  un  Traité  De  motibus  corporuni  sapercœlestiiun, 
accompagné  de  Tables.  C'est,  du  moins,  le  sens  de  la  description 
donnée  par  l'auteur  anglais  de  la  découverte  du  manuscrit,  descrip- 
tion sur  l'exactitude  de  laquelle  M.  Favaro  élève  avec  raison  des 
doutes.  Il  est  très  vraisemblable  que  Prosdocimo  n'est  pas  l'auteur 
de  cette  Géométrie,  et  le  seul  vestige  de  ses  études  géométriques 
parait  se  réduire  à  un  fragment  conservé  à  Bologne  et  traitant  de 
la  construction  d'un  parallélogramme  équivalent  à  un  triangle.  Au 
contraire,  l'Ouvrage  d'Astronomie  est  bien  réellement'soiti  de  sa 
plume,  et,  d'ailbmrs,  renseignement  dont  il  a  été  cliarg(''^  dans  les 
dernières  années  de  sa  vie  suffit  pour  établir  qu'il  s'est  beaucoup 
occupé  d'Astronomie  :  ainsi  il  a  conq^osé  un''Conun('ntair(>  sur  la 
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spliric  (c'ost-à-dirc,  sur  la  Sp/ièrc  de  Sacro  Bosco),  un  grand 
Kcrufil  de  Tables  des  mouveiiienls  des  planètes,  lonnant  un  Ou- 
M'am'  détaché,  une  sorte  de  Catalogue  d'étoiles  corrigé  ;  un  écrit 
astrologique,  intitulé  Tiactntus  de  clectionibus,  une  Table  de  la 
niarclic  du  Soleil  et  de  la  Lune  à  travers  les  signes  du  zodiaque,  et 
deux  Mémoires  sur  l'astrolabe.  Enfin  il  s'est  occupé  en  passant  de 
la  partie  théorique  de  la  Musique,  qui,  non  seulement  à  cette 
époque,  mais  encore  bien  longtemps  après,  était  considérée  comme 
l'aisant  partie  des  Mathématiques  appliquées. 

Cette  monographie,  faite  avec  un  soin  admirable,  apporte  à  tous 
les  points  de  vue  d'importantes  contributions  à  l'histoire  des 
sciences  mathématiques;  mais,  à  d'autres  égards,  elle  a  encore  un 
grand  mérite  :  celui  de  montrer,  ])ar  un  remarquable  exemple, 
comment  doivent  être  écrites  les  biographies  scientifiques. 

S. 


BOURGUET.  —  Slr  liîs  inti:c;r\li:s  euli:iuenm:s  (  Tlièsc  présentée  à  la  Fa- 
culté des  Sciences). 

Ce  travail  se  compose  de  deux  Pailles.  Dans  la  première,  M.  Bour- 
guet  expose  les  travaux  àa  Stirliiig  et  de  Binet  sur  la  détermination 
de  lT(a].  La  seconde  forme  la  paitie  originale.  Elle  contient  des 
résultats  nouveaux  et  intéressants,  et  elle  comble  une  lacune  dans 
la  théorie  des  intégrales  euléricnnes. 

On  sait  que  r(rt)  est  défini,  pour  toute  valeur  de  a  dont  la  partie 
réelle  est  positive,  par  l'intégrale  définie 


r 


r"--U'~'  di 


Elle  jouit  de  la  pro]>ii('t(^  fondamentale 


nV   a    zzzz  r  [a  -ir-  i)y 


qui  sert  à  définir  la  fonction  dans  le  reste  du  plan.  T(a)  jouit  en- 
core de  la  propriét<* 


1/7      r     (   —     <7      r: 
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qui.  d'abord  démontrée  pour  le  cas  où  la  partie  réelle  de  a  est  com- 
j>rise  entre  o  et  i,  s'étend  à  tout  le  plan  au  moyeu  de  la  rela- 
tion (  I  ). 

M.  Prym,  en  partageant  l'intégrale  en  deux  parties, 

= 1 —  ...  -h    /       .r"-U'-'  d.r, 

(i  i    rt  +  l  \  ."}.  (i  -\-  'i.  J 

décompose  r(rt)  en  deux  fonctions  uniformes,  dont  la  seconde  est 
lioloinorplie  dans  tout  le  plan.  Celte  dernière,  en  ellet,  est  égale  à 

/       ./'-i  cos  S /.;:<•/./■  4- /    /       x''-' sin_5/.r  «-/.r, 

((ui  est  Lien  holomorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan. 

Kn  désignant  la  première  par  P(  <'ï)  et  la  seconde  par  Q(''/)i  on  a 
deux  fonctions  qui  jouissent  de  la  ])ropriété  suivante, 

[       .            >             ,    ■         I 
l    P    a  -\-\    =^  nP   a , 

]  '    '         e 

'^' 

'  <■■ 

d'où 

P  (  <^  +  I  ^   4-  Q  (  a  H-  I  )  =  a[?[(i)  +  Q  ((7  )], 

et,  comme  pour  toute  valeur  de«  telle  que  la  partie  i'éelle  soit  posi- 
tive, on  a 

(4)  r(«)  =  P';«)  +  Q(«), 

au  moyen  des  relations  (2)  et  (3),  la  relation  (4)  s'étend  à  tout  le 
plan. 

P(rt)  n'a  pas  d'autres  pôles  que  o,  —  i ,  —  2,   ...  ;  donc 

sin  «  77  P  (  rt  ) 

est  holomorphe  dans  tout  le  plan;  par  suite,  sinr/r  T  [n.)  est  holo- 
morphe dans  tout  le  plan  ;  par  suite,  t;- est  aussi  holomor[)h(! 

1                  II-                   •  sin(7-      ,     , 

dans  tout  le  plan,  puisque  — r  =  — - — ■  l  (<7  ). 
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iViiisi     ,  -,»  (lue  nous  (U'-sii-nons  par  (}(«),  ix'ul  clio  tk'vclopixH; 

r(«)    ^  »  1  \    n  L  11 

v.n  série  con\('rg(_'iU('  suivaul  los  j)uissanc('s  croissanlcs  de  n  el 
pour  toutes  les  \  aleurs  de  a.  C'est  JNl.  Weiersti-ass  qui,  le  premier, 
a  fait  eounaitre  celte  propriété  de.  ^^  {/'■)• 

M.  Bourgnet  fait  eonnailre  d'abord  une  limite  simple  des  coc.'fli- 
eieuts  du  développement. 

M.  Heine,  prenant  l'intégrale 

—  fe-.-"  <h 

■}.T.'r 

sur  le  eontour  suivant,  l'axe  des  x  depuis  —  co  jusqu'à  une  pe- 
tite distance  de  l'origine  — y;,  un  cercle  autour  de  l'oiigine  de 
ravon  y,,  retour  vers  l'inliui  par  le  même  chemin,  trouve 

lieprenant  la  mèuie  intégrale  sur  le  même  contour  eu  agrandissant 
seulement  la  circonférence  et  lui  donnant  pour  rayon  i,  et  sachant 
que  les  deux  intégrales  ont  la  même  valeur,  puisque  les  deux  con- 
tours ne  comprennent  pas  de  point  critique,  il  vient 

,        sin*-;-     /  .  I     /  ^,  ,  .       -,    , 

On]  =  /       e^Po-"  firj  -1 —    1      ^/■"*'"  cos[i  i  —  «  )  w  H-  smojj  r/w 

H /     <?•=""" c<)s[(  I  —  <i)  M  H~  siiiw]  doi. 

t-  0 

En  désignant  par  y„  et  o„  le  coefiicient  de  rt"  dans  les  deux  dé- 
veloppements, on  a 

v„=  — tLi! — ,  /    e'-'<\[io  —  -i\"  —  (/.o  ^-  77/ ,"]  r/o, 

'  'j.-i  r[n  +\]  J^  '-^   '  '  ^   '  '    •*     ' 

(—11"  +  '       /''  sin 

-  I'     //-f-    I       ./  COS 
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Donc,  en  valeur  absolue, 


-  r  «  H- 1  ]  //  -\-  I 

Pour  calculer  la  valeur  approchée  de  y„,  il  faut  dégager  sou  ex- 
pression des  imaginaires.  Pour  cela,  on  pose 

/o  =  ;cosw,      -  =  /sin'.), 
et  alors  il  vient 

y„  =  — —    I      t'"?or;  Ip  I-  -f-  TT-l   ,2    s\nno)  (/r,>. 


Le  l'acteur  fi  fp  [(/o)- -t- --]   -    Ji'a  (ju  un  niaxiinuni  qui  corres- 
pond à  la  racine  de  l'équation 

«  -r-  T. 

[lo  \-  Irj  -t-   77-  =  O. 

^     '    '  (4  I        ' 

La  racine  de  cette  équation  va  en  augmentant  a\ec  //. 
Pour  obtenir  une  valeur  approchée  di- 

on  partage  l'intégrale  en  —  parties  égales,   de  telle  sorte  que  dans 

chacune  de  ces  parties  sin«w  conserve  le  même  signe,  l'aigument 
/iw  variant  de  ::. 
Soient 

rt,    b^    L\    .  .  .,  f^    /,    ',   /,   /,    /«,    «,    r,    1,    :; 

les  valeurs  absolues  des  intégrales  partielles;  il  est  clair,  puisque 
le  facteur  qui  accompagne  sin«f«)  va  en  augmentant,  passe  par  un 
maximum  et  puis  va  en  diminuant,  que  ces  intégrales  sont  dans  h' 
même  cas. 

Soit  /  la  plus  grande^  on  aura 

.4,  =  { A-  —  i    -^  •m  —  //  j  H-  .  .  .  zzz  /'  —  [  /  —  m)  —  ■  .  •  , 


CU.MPTHS   lU'NDl'S   IVV   A  N  A  LVSKS.  47 

l'oiilcs  les  parc'iillicst'S  ("lanl  posilix  es, 

o  <  A  <  /. ,      o  <  B  <  /  ; 

donc 

—  /•<  A  -J-  B-  X  <X. 

Ainsi    rinU-yralc  Lotale  est  plus   pelilc,  en  valeur  absolue,  (jue  la 
[dus  grande  des  intégrales  partielles. 

H-i-3 

Soit  u  le  jnaxiniuni  du  faeteur  e~?c  [( /o)-H- t:-']   -   , 

ij.  r  "  .       ,  2  V. 

7,,  ^^f  • I       Slllw  (/':)  r=  — ^^  • 

(n  ^  -2  r    „  ^_  ,    ,i     /  rr-  «  r  rt  -h  1 1 

•-    u 

Soient  y.,  u'  les  valeurs  correspondant  à  n  et  /«  +  i , 

y.  e--^_o  \  n  -r-  -î  J  \&  —  I      .'■^  —  I  /  Lr^  —  •  J 

Le  premier  el  le  troisième  faeteur  sont  plus  petits  que  i  ;  le  second 
s'approche  de  e" ,  en  augmentant,  donc 

Pour  /^  :=  2u,  I  e  -;-^ —  )   est  sensiblement  égal  à  i .  Donc,  pour  n 


supérieur  a  20. 


ip 


De  plus, 


y.io<Z  2  ^i  .2.  .  .22. 
Donc,  pour  n  supérieur  à  20, 


■j.„  <  2  V  I  •  •'• .  «  -^- 

Donc 


4  yli  «  +  3) 

'^"^-'-nriu-^i) 
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ce  qui  est  sensiblement  égal  à  =^zz^-  Par  coiisécjui'iit, 

TT-y/rn-j-ï] 

v„<       ' 


■7rVr(«H-i) 

M.  Bourguet  a  ainsi  trouvé,  pour  ^aleur  approc^liée  du  coeffi- 
cient de  «'^, 

G  ,000000001 54*^' 

tandis  que  la  vraie  valeur  est 

o  ,000000000104. 

\  oiei,  à  présent,  coQiinent  on  obtient  les  coefficients  du  dévelop- 
pement 

G  ( «  )  =  «  (  «  H-  I V  1  -i-  A ,  «  -T-  Ao  a-  -i-  A3 rt^  -i- . . .  ] . 

On  a,  d'après  Gauss, 


G(rt)  ==«-««(!  +«)  (  I  -f-  -)  (  I  4-  -    ...f  I  +  - 


Le  facteur 


Le  coefficient  X,-   s'obtient   en    faisant  la  somme  des  combinai- 


sons i  à  /  des  cfuantités  -5  -■,  •  •  •  5  -•  11  est  facile  de  déduire  ces  coef- 
^  2     3  /i 

ficients  les  uns  des  autres.  En  effet, 

d'où 

/  a;  =  s,  A,  ^1  -  s,  A,_o  H-  S3  A,_,  -  .  .  .  d=  S,. 

D'autre  part. 

/////         ri- ,  ///  - 
/i-"  =1 1 ^ .     .  . 

I  I  .  -£ 

Donc 

G  [a]  r         rtl/i         (t-    hi  -  ~\ 

a[a-\-\]         L  ï  I  •  "  J 

=  I  -+-  A ,  rt  -;-  A ,  n  -  -f-  A  ..j  i'/ '  -4-  .  .  .  . 
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FaisanlC-= — S,  -h  ///ouCn^  i  — (y,C'rtanl  la  couslaiilcil'KiiIiT, 
ri  i-i'iiiplacaiil,  dans  A,,  Aj,  A;,,  .  .  . ,  5|  })ar  —  C  -f-  ///-  il  «"^t  clair, 
|)ui.s(]n('  ces  cocdicicnts  ont  des  valeurs  finies,  (|u'ils  soiil  indé^x-n- 
danls  de  ///  apiés  celle  sultsl  iliil  ion  ,  donc  on  pent  laire  ///  =  o,  et 
dès  lors  A,,  Ao,  A.j,  .  .  .  son!  ce  ([iie  dr\iennenl  A^,  A^,  .  .  .  lors- 
qu'on y  iail  S,  ^=  - —  (1. 

J)ès  lors,  les  eoellicienls  se  t.ir.ncnl  de  la  niiniére  sMi\anle. 
On  nuiltiplie  les  eoeKieients  ([('■j;!  ohicnus, 

A/— 11     A/_2,     /^/— ;ji      ■  ■  ■  ■>     A|, 

par  —  C,  —  S2,   -f-  S:i,  —  S ', ,  .  .  .  ,  =ir  S/,  on  l'ait,  la  soninie,  on  di- 
\ise  le  résultat  [)ar  /,  et  Ton  a  A/  : 

A,—-—C. 

M.  Houi'i^uet  a  ainsi  calculé  les  \inyt-den\  prernieis  c(M*flicienls, 
avec  seize  décimales. 

En  ajoutant  deux  coellicients  consécutifs,  on  oiiLÏent  le  déxelop- 
penient 

G    •'■)  :^  j?  -4-  a. y}--  H-  fiy-r'^  -{-.... 

r,  I  -h  .*'    est  dé\  eloppaijle  dans  un  cercle  de  rayon  i ,  et  1  on  a 

l'{  ./•  -t-  I     =:= =   ; :=  I  +  6,./-  -t-  0.,X-  -h  .  .  .  , 

G  '^.i-  j  I  H-  (/^-r  -t-  r/j.i-  -t-  .  .  . 

d'où 

l  =  [l  -{-  f'oX  -{-  (l-^.r-  -\-  .  .  .     ^l   -r-  b^.V-lt-  b.,~l'' -h  ■  ■  .     ; 

les  eoelticients  b,^  ù-,^  b-ji   ...  s'obtiennent  par  iclenliticalion. 

De  même  r(jr  -f-  2)  est  développable  dans  un  cercle  de  rayon  2, 
et  l'on  a 

,  ,         ,rf.r  -4-  l'i  I  ^  „      ,,         * 

^  '  G[x]  I  -i-Ai.rH-A,.r--i-... 

les  eoellicienls  l5|,Bj,  ...   s'ol)l,iennenL  par  identilicalion. 

\oici,  a   présent,   coMiinent   on  ohlicnt    les  coeflieienls  du   dc\e- 


5o  pi5i:.Mii:iu-:  i'ahiih 

l!j[)[)t'liiCMl  (le  M.    l^i\  .11    : 

r  >  -[-■  2  =  P  ,  .r  -I-   2  ;   -+-  Q    .r  +   2  ' 

r=  P    .r  -f-  2  ■   H ./■  -f-  2      -h    r    x  -h  l]  Q     r 


.f  -4-  2  1    j:  ^  J  12 


H X  H-  2 


=  I  —  Bi^;  —  B../2+  . 
Apiès  avoir  formé  le  développement 


./•  -I-  2         1    ./■  H-  3  I  .  2    ./  -+-  4 

développement  facile,  on  obtient  les  coefiieients  Cq,  c,,  fo,  c^,  .  •  -, 
par  identification.  M.  Bourguet  a  ainsi  calculé  les  dix-liuit  premiers 
coefticienls  Co,  C|,  C2,  ,  ....  ^17. 
On  a 


r  «  H-  I 

1 
r  //  -4-  I 


1.1  "  (L 


Or  le  niaximuin  du  lacleiir  (  —^zz  \  est  -:  (loue 


■' .r-        d.r<^  — 


(;    '-(^) 


1'    « 


"'■(^^■) 


« \ci       V    n 


n\c)      2"        /.7- 


et,  en  remplarani  F  1      ~^     j  par  la  \al('ur   approchée  de  Laplace, 


c ( ) M l' r i; s  II !•: nd u s  \i r  a n a l v s i: s .  ^ i 

((■(jiii  dimiiiiif  rf  ■ J  ol    ;iiii;;iuciile ,  jtar   conscqucnl,  la  liniil< 

[)ri''ic'dc;iilc',  ou  obliiiil 


[^— J" 


En  appliquant  celle  l'uiiiinlc  à  (17,  «[ui  est  le  deiiiier  coeflicienl 
calculé,  -M.  Bourgnet  oblienl 

c,-  <^  o  ,0000  ooou  0000  •>.  16  ). 
I.a  vraie  \  aleiir  est 

r,-  =  0,0000  0000  0000  i8(4- 

A  cause  de  la  diminution  rapide  de  ces  dernieis  cueiïicienls,  on 
voit  que  ceux  du  développement  r(xH-  2),  P)t,  B^^  ^3^  ••  •  ont 
pour  limite  ceux  du  développement  Pur  -f-  ^).  De  là  il  résulte  que 

V>,,  éuale  sensiblement  -»  pour  des  valeurs  suffisamment  "i-audes 

de  Ji. 

Si,  dans  le  développement  de  G(rï),  au  lieu  de  remplacer  S,  par 
—  C  4-  /«,  on  remplace  /n  par  S,  4-  C,  et  si  l'on  remarque  qu'après 
cela  les  coefficients  doivent  être  indépendants  de  S,  et  c[ue,  par 
conséquent,  on  peut  faire  S,  =  o,  on  obtient  un  autre  développe- 
ment 

Q   a]  —  e~^'"  ;  I  -4-  A 1  r/  -f-  Ao rt-  +  .  .  .  )  . 


(I     r<   -t-  I 


Les  coefficients   A,,  A^,  A;,,  ...   se  déduisent  les  uns  des  autres, 
comme  pour  le  jircmici'  développement,  en  faisant  S|  =  A,  =  o. 
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SUR  DES  FONCTIONS  DE  DEUX  VARIABLES  PROVENANT  DE  L'INVERSION 
DES  INTÉGRALES  DE  DEUX  FONCTIONS  DONNÉES; 

Par   m.   L.  IL  CHS.  a  Heidelberg. 

(  Mcnioire  présenté  à  la  Soc.  loy.  des  Sciences  de  Gccllingue,  le  8  janvier  1881.) 
Tradiiil  [lar  M.  Stkpiianus. 

Dans  une  Coinniuiiicatiou  publiée  dans  les  i\  acJiricJitcn  de  la 
Société  rovale  des  Sciences  de  Gœltingue  (février  1880,  p.  170 
et  suiv.),  j'ai  défini  des  fondions  de  plusieurs  \ariables,  lesquelles 
doi\eutleur  oiigine  à  l'inversion  des  intégrales  des  solutions  des 
équations  dilîérentielles  linéaires  homogènes.  J'ai  présenté  en  ce 
lieu,  et  avec  plus  de  développements  dans  le  Journal  de  Eoichardt, 
t.  89,  p.  i5i  et  suiv.  (^),  un  exemple  de  pareilles  fonctions,  en 
introduisant  certaines  restrictions  pour  le  cas  des  équations  dilîé- 
rentielles du  second  ordre.  Plus  tard  j'ai  dressé,  dans  les  Nach- 
/ichten  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  (  j(ettingue  (juin  1880, 
p.  445  ^t  suiv.)  (-),  le  Tableau  des  équations  dilîérentielles  rem- 
plissant ces  restrictions,  et  donné  en  même  temps  les  intégrales 
de  ces  équations  dilîérentielles. 

Avant  porté  par  la  suite  mes  ellbrts  à  trouver  les  conditions  né- 
cessaires et  suflisantes  auxquelles  doivent  satisfaire  les  équations 
dilîérentielles  linéaires  et  homogènes  du  second  ordre  pour  qu'elles 
puissent  donner  lieu,  par  l'inversion  mentionnée,  à  deux  fonctions 
de  deux  variables  indépendantes,  telles  que  toute  fonction  symé- 
trique de  ces  fonctions  soit  une  fonction  unilornie  des  deux  va- 
riables, je  suis  parvenu  à  une  généralisation  du  problème,  et  cela 
en  prenant,  au  lieu  des  solutions  d'une  équation  dilïérentielle 
linéaiie  du  secondordre,  certaines  fonctions  présentant  un  ensemble 
de  caractères  particuliers.  C'est  la  solution  de  ce  prohlème,  pour 
les  (bnctious  ainsi  caractérisées,  que  je  me  permets  de  présenter 
dans  ce  qui  suit. 


(  '  )    I  oir  la  Ir.iduclioii  de  ce  AIénniire  dans  ce  IJulletin.  1\  ,.    '-S. 
(-»  Celle  Note  a  aussi   parn.  en  iradnclinn.  ilans  le  liulU-lin.   \\ ,. 


P.U'.iu  (••s  IcjiliDiis  s  ml  (\);ii!)iis,'.s  Ciilii'  .uili'.'s  )<.■■;  SMliilioiis  des 
cqiialioiis  diirt'rciuicllcs  liiu'aiî'cs  iïufdre  (jucIvoikjhc  ri  |i,ii-  i mi- 
sé(|uciit  aus>i  les  loin  lions  ali;(.''l)iic|urs,  Icscjucllcs  salisloiil  loujuius 
à  tli'S  équations  dillc'rcnlicik's  linéaires  .  tic  soi  te  (|nc  dans  ce  (jui 
suit  est  contenue  aussi  la  icsolnlioii  de  ce  |ii  nMcinc  |i  ii  lii  iili(  r  ; 
Trouver  cJc  (fiudle  juiUirc  doivent  être  ces  suintions  pour  (jup,  jxir 
r inversion  de  leurs  intégrales,  on  arrive  à  des  fonctions  de  deux 
variables  dont  les  fondions  S}  niêlritfues  soient  uniformes. 


Soieiity(j),  '-i(^)  deux  fonctions  de  r  dont  le  quotient  ne  soit 

pas  une  constante  et  lesquelles,  pour  (  hupir  \  ileur  de  la  variable 

indépendante,  prennent  un  iioniljic   liniiLc  ou  illimité  de   valeurs 

déler/ni/iées,  tandis  que  pour  chaque  valeur  r  =  a  de  cette  variable, 

poiu-  laquelle  elles  de\iennent  inlînies  ou  subissent  une  ramilica- 

tion,  de  même  t|ue  pour  r  ==  oc  .elles  admettent  des  dévelo[)|ements 

t 

procédant  iespeeLi\  cinenL  suj\aiit  les  puissances  entières  de  ..z — aj" 

1 

/  I  ^  " 
ou  de  I  -  I   («  étant    un   nombre  entier  positif',    et    ne  présentant 

qu  un  nond^re  limité  de  puissances  négatives  et  de  produits  de  telles 
puissances  par  des  [juissances  entières  positives  i  et  dont  les  e\[)(i- 

sants  ne  surpa'^MMit   pas  un  noniliro  fini  '  de  lop    r  —  a     ou  de  ]na,- 

respeclivement.    Nous  a|outerons  encnre  la  restriction  (pie  les  jihis 

petits  ev[)Osants  des  puissances  de  "  —  <i  ou  rie  -^  multi[)liees    par 

des  lacteurs  logaritlimiques,  ne  doivent  sui'{)asser  respectivement 
l'unité  négative  ou  1  unité  positive.  Les  valeurs  a  seront  appelées, 
dans  la  suite.  /)oi/its  siiimiliers  des  lV)nctions  /    "  ),  '-5(  s). 

J^orsque  z  accom[)]il  un  nnnibie  illiiiiili-  di'  circuit--,   le  (piotient 

'  ^-  [)eut  atteindre  une  \alenr  inileprndante  de  r.  Ces  valeui's 


■      .A- 

de  ^seront  désignées,  parla  suite,  par  la  bitii'  -'•  Nious  supposerons 
qu'alors  une  au  moins  des  fonttion>  /"/  r  dz.  f-s,  z  <Iz  devient, 
après  le  pai'conrs  de  tous  ces  cireui[->.  inlini.'  [nuir  toute  \aleui' 
de  z.  Si  de  plus,  après  raccomplisseiu'nl  d  un  iiiniNrc  liinili'  de 
circuits,    il    ari-ive   (luv.    ponr  nue  \alenr  zzr^J>.   ^    iiiciid    wwr   des 
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valeurs  *',  il  raiulra  cU;  mémo  qu'alors  une  au  moius  des  fouettions 
ffiz)  dz^  fz^i  "  )  (h  devienne  infinie  pour  z  =  h. 

Nous  pouvons,  sans  atteindre  à  la  généralité,  admettre  que,  pour 
chaque  point  singulier  a  et  pour  -  =  co  ,  les  fractions  qui  entrent 
respectivement  en  exposants  dans  les  diverses  puissances  de  z  — a 

ou  de  -  aient  un  dénominateur  commun,  (!t  le  même  pour  les  deux 

fonctions /(s),  »(:;),  puisque,  si  le  contraire  avait  lieu,  on  pouriait 
prendre  pour  dénominateur  Ji  le  moindre  commun  multiple  des 
divers  dénominateurs. 

Un  exemple  de  telles  fonctions  est  fourni  par  les  solutions  des 
équations  ditlérentielles  linéaires  homogènes  de  l'espèce  que  j'ai 
caractérisée  dans  mon  Mémoire  publié  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt,  t.  66,  p.   \^^^  éq.  (12). 

iVous  allons  maintenant  nous  proposer  la  question  de  trouver  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  fonctions  z,,  z-, 
des  variables  indépendantes  z/,,  ?/,,  définies  par  les  écpiations 


(A) 


I     I     '':.(z)dz-~-  I       ■s.izAdz'^u,, 


—  où  0| ,  0;,  sont  des  constantes  arbitraires  pour  lesquelles  les  quan- 
titésy  (  0,  ), /(oo),  'i(o,),  '.ifoo)  admettent  des  valeurs  déterminées, 
et  où  les  intégrations  prises  entre  les  mêmes  limites  doivent  êtie 
elléctuées  le  long  d'un  même  cluMnin — ,  soient  les  racines  d'une 
équation  quadratique  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uni- 
foi'ines  des  variables  zf,,  u.^  aux  environs  de  tous  les  couples  de  va- 
li'urs  finies  de  ces  variables. 

II. 

Soient,  aux  eu\  irons  de  -,  =:  0, ,  -.j  =  o^., 

/■(  ;,  )  ^-ao  ^  a,(::i  —  0,)  + 

?  (  -1  )  -~  '^'0  -f-  '^'1  (  -1  —  "^1  ')  + 


:.  r, -^  3'.  f  :;.  -  0. 


MKI.AN(U-;S. 

les  (''(iiiatiniis  (  A  )  doimcnl  alois 


(■0 


l\iis(|iu'  0|,  ij-,  reprrsL'iiU'iit  des  qiiaiililés  arbitraii'cs,   cl  que  -hT-^-z 

lia  pas,  d'après  riiypoLlicsc,  une  valeur  constante,  on  peut  sup- 
poser que  la  quantité  y-op[t —  K/r'o  soit  dillérente  de  zéro.  On  ob- 
tient alors  (  Jacob [,  Joiininl  de  Cre/le,.l.  6,  p.  274)1  pour  z,  —  o, , 
z-, —  0^,  des  développements  procédant  suivant  les  puissances  posi- 
tives de  ?/|,  U21  valables  pour  les  environs  de  //,  =  o,  u.j=:  o.  Ces 
développements  servent  alors  à  définir  les  fonctions  :T),  z.-j  dans  ce 
voisinage.  En  faisant  maintenant  parcourir  aux  z<,,  z/o  des  chemins 
aibiliaircs  et  indépendants  entre  eux  et  partant  de  o,  o,  les  fonc- 
tions "1,  Z.2  décrivent  des  chemins  correspondants  en  restant  holo- 
morphcs  dans  le  voisinage  des  valeurs  de  11,^11-2  parcourues,  tant 
(ju'aucune  des  quantités  3,,So  ne  devient  intinie  ou  ne  coïncide 
avec  quelqu'un  des  points  singuliers  des  l'onctions  f[z)^'f[z),  et 

aussi  tant  qu  aucun  des  quotients  .,1  =  -j. ?  vo  =  — — --  n  atteint 

une  des  valeurs  y,  et  enfin  tant  que  les  Zi,  Zo  n'obtiennent  des  \a- 
leurs  satisfaisant  à  l'équation 


(H) 


Car,  en  considérant  des  valeurs  -,:=/;,,  z.2  =  b-2  soumises  aux 
restrictions  précédentes  et  auxquelles  correspondent  des  valeurs 
u^  =  (',,  11-2  =  Co,  on  démontrerait,  de  la  même  façon  que  pour  le 
voisinage  de  z/,  =0,  «^  =  o,  que  3,  —  /»,,  ;:.>  —  b^  peuvent  ètr(^ 
développées  aux  environs  de  //,  =  ^>^^  U2  =  ^'2  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  Ui  —  t'i,  112  —  »'j- 

Puisque;  /<,,  «^  sont  des  variables  indépendantes  entre  elles,  on 
11  aura  à  soumettre  à  une  discussion  particulière  les  positions  di; 
//,  =  c,,  U2  —  Co,  pour  lesquelles  il  arrive  soit  (pi'une  des  quantités 
~i,  'o  coïncidcî  avec  quehju'un  des  points  singuliers  des  lonctions 
f[^-)t  'f  (-),  parmi  lesquels  se  range  dans  certaines  circonstances  le 
point  à  l'infini,  soit  qu'une  des  quantités  ^1,  ^..  atteint  une  des  va- 
leurs-%  soit  enfin  rjuc  les  r,,  -_.  satisfont.!  r(''f|n;itioii  !  H  ),  que  r/c/z/v 


■y{\  VWMMWAWi   l'AUriK. 

le  cas  sculcniciit  im  les  ~i,  "j  ari'iveiit  aux  valoiirs  prrcilérs  sans 
<[u'il  soit  nécessaire  de  supposer  quelque  relation  entre  les  derniers 
éléments  des  elieinins  suivant  lesquels  //, ,  «o  parviennent  à  e,,  e^. 

Lorsque,  au  contraire,  aucune  des  valeurs  indiquées  de  c,,  Co  ne 
peut  être  atteinte  [)Our  // ,  =  e,,  //j  =  t'^  sans  qu'une  relation  soit 
supposée  entre  les  derniers  éléments  des  chemins  des  variables 
//, ,  //j,  les  f;)intions  3,,  r;^  des  variables  indépendantes  //| ,  //o  doivent 
prendre  en  ces  positions  d'autres  valeurs  à  côté  des  valeurs  excej)- 
tionnelles  dont  nous  avons  parlé;  elles  restent  donc  uniformes  tout 
autour  de  ces  positions  tant  que  «i,  zto  demeurent  indépendantes 
entre  elles,  tandis  qu'elles  deviennent  indéterminées  pour  ces 
positions  mêmes. 

Pour  éviter  toute  prolixité,  nous  lemarqnons  que  l'on  pourra 
supposer  ])ar  la  suite  que,  dans  les  dé\  eIop[)ements  de  /(c),  'ï(:t) 
relatifs  au  voisinage  d'un  point  singulier  de  ces  fonctions,  ou  d'un 
point  non  singulier,  ou  en  lin  du  point  à  l'inlini,  les  exposants  des 
plus  petites  puissances  soient  les  jnèmes,  et  (jue,  lorsque  X^  coïncide 
avec  une  des  valeius  y,  J'f(  z)  (h-^  fo[z)  dz  deviennent  simulta- 
nément inlinies.  En  ellét,  si  cela  n'avait  point  lieu,  on  pourrait 
prendre 

./■i(^^')--=Vii/(-^)  +  7i2'f(-^' 

"mi  "\i-'  ":>ii*'i2  é'tant  des  ciuantités  arbitraires.  En  posant  alors 


(a) 

les  équations  (A)  deviennent 


/    w,-^  -',1  //,  4-  "',,2  "2» 


-"  O'i, 


(A') 


l     /      ./\i=-^d:.-^l      J\[z)d 


Les  fonctions  fi(^z)^  ?i(^)  ^^^^^  maintenant,  parce  (pie  "',,,  ..  ,  v^., 
sont  quelconques,  la  propriété  lequise,  et  les  fonctions  symétriques 
de  c,,  "2  seront  uniformes  au  voisinage  de  valeurs  déterminées  de 
/<i,//2,  lorscjue  ces  mêmes  fonctions  sont  uniformes  au  voisinage 
des  valeurs  correspondantes  de  vV),  vVo,  et  lorsque,  d'anti-e  part,  les 
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derniers  éléments  des  chemins  suivant  lesquels  w,,  vw^  at'ivent  à 
certaines  valeurs  w, ,^'2  dépendent  l'un  de  l'autre 5  par  là  s'éta- 
blissent aussi  des  relations  déterminées  entre  les  derniers  éléments 
des  chemins  suivant  lesquels  «,,«0  atteignent  les  valeurs  corres- 
pondant à  w\ ,  w'j . 

III. 

On  a  tout  d'abord  la  proposition  : 

I.  Les  fonctions  fi^z)  et  ^{z)  ne  doivent  pas  s'annuler  pour 
une  même  valeur  finie  de  z. 

Considérons  en  eilét,  d'abord,  une  valeur  z  =  b^  ne  coïncidant 
pas  avec  un  point  singulier  des  fonctions  f{z)^  ?(^)  ^^  pour 
laquelle  ces  fonctions  s'annulent,  et  supposons  que  l'on  ail,  aux 
environs  de  z  =  h^ 

k  étant  un  nombre  entier  positif. 

Désignons  par  z  =  c  une  valeur  arbitraire  de  z  non  singulière 
et  au  voisinage  de  laquelle  on  ait 


(la) 


/(^)^_3o+?j(.^-c)H-..., 


et  soient  «,  =  i^,,  «o  =  ^'2  l^s  valeurs  de  «,,  U2  correspondant  à 
z,  z=  b^  Zj  =  c.  Il  s'ensuit  alors  des  équations  (A) 


(2)  { 


-L,.,_.)...^^(._er^.... 


"^-   '-'-=    ^(-1-   *)''•"'  ^   ?'o(~-2-  c) 


^^■-    (^,_^,)^^.+  Ël(^^_c)= 


/rH-  2  '  2 

Si  maintenant  -,  —  b  et  z.2  —  c  deviennent  infiniment  petits,  de- 
manière  que  l'on  ait 

(3)  .-,—  C  =  ^(s,-6)''  +  'H-r,, 
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ç  étant  une  quantité  quelconque  et  y,  une  quantité  infiniment  petite 
d'un  ordre  supérieur  à  (X'iui  de  [zf  —  b^'^^  on  pourra  déterminer  ^ 
de  manière  que  la  quantité 

(où  X  désigne  une  quantité  donnée  arbitraire)  soit  infiniment  petite 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  [zt  — Z»)*+'.  Cette  valeur  de  ^  est 
donnée,  en  eilet,  par  l'équation 

(4)  ^{^',-^,)^'^^^^j=^.=  o. 

Puisque  l.        n'est  pas  une  constante,  on  peut  déterminer  ^2=  '" 
de  manière  qu'aucune  des  équations 

?o  —  '^- ?û  =  o ,      a'/,  po  —  oc^.  [3;  --.  o 

ne  soit  vérifiée.  Si  A  a  une  valeur  finie,  ^  sera  alors  une  quantité 
finie,  et  les  quantités 


A  +  i 


seront  diiFérentes  de  zéro.  Par  conséquent,  u^  —  Uf  et  112  —  ^2  repré- 
sentent alors  des  quantités  infiniment  petites  du  même  ordre  que 

(zi  —  by'^\   tandis   que  — = prend  la   valeur  arbitrairement 

donnée  A.  Il  résulte  de  là  d'abord  que  z,^  Z2  acquièrent  respecti- 
vement les  valeurs  Z>,  c  si  les  derniers  éléments  des  chemins  sui- 
vant lesquels  «(,  u-2  arrivent  à  p",,  To  sont  indépendants  entre  eux. 
D'autre  part,  on  obtient  des  équations  (3) 

(  «2  —  «'2 )  ?o  —  ( «1  —  <'i  )  ?o -=  jr~-^  ( «Â-  %  —  ^k P'o  )  (  -1  —  bY+' , 

à  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  près.  Puisque  le  coefficient 
de  (s)  —  ô)^+'  dans  celte  équation  n'est  point  nul,  on  en  tire 


(5»  .,-^  =  V/""-"-'^'^'"'-'--'^-(A-^.), 

ce  qui  montre  que  z,  acquiert  /  -h  i  valeurs  dilïérentes  de  c  lorsque 
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//j,  a.;,  cirt'uk'iil  icspcclivcniiMil  autour  tic  v,,  r^.  11  rôsullc  de  là  qui; 
-i4-"2i  ^i"-2  l't'  sont  pas  uuifornu's  aux  environs  de  //i^t',. 
11.2  =  {'-2  pour/»>i,  d'où  il  s'ensuit  que /(s)  et  '-^{z)  up  doivent 
pas  s'annuler  siniultanénient  pour  une  valeur  h  non  sin^ulicie 
de  z. 

Considérons  maintenant  nn  point  singulier  a  tel  qne  Ton  ait 

/■(a)=ro,     (i(a)=o. 

D'après  les  suj)positions  du  ^  j,  les  déveIoj)pemenls  de  /(-), 
c2(^)  pour  le  voisinage  du  point  a  ne  contiennent  pas  de  loga- 
rithmes dans  ce  cas.  Si  ces  développements  procèdent  suivant  les 

1 
puissances  entières  de  iz  —  n)"^  posons 

t 

iz  —  af^-t. 

Soient,  au  voisinage  de  -  =  r/., 

(   J\z)^'J.,,t''-'X,,^,t'^^'  +  .... 


(6) 


i    o(;)=ra;,f/'-^  =«/,■+,  ^''"^' 


En  supposant  que,  lorsque  z^  prend  la  valeur  a^  -^  ai'i'ive  à  un 
point  quelconque  non  singulier  c,  et  en  désignant  de  nouveau  par 
v^,  ^2  les  valeurs  correspondantes  de  «,,  Wo,  on  établirait,  de  la 
même  manière  que  pour  le  cas  où  ",  parvenait  à  un  point  non  sin- 

gulier  Z>,  cas  que  nous  venons  de  traiter,  (jue  / ,  z:=  (^,  —  a)"  acquiert 
aux  environs  de  n^  =  v-,,  n-;,  =  s'j,  A  -h  /i  valeurs  dillérentes  de  c. 
Par  conséciiLcnt,  c,  -4-  ro,  ::,  "2  ne  sotit  pas  uni  faunes  aux  environs 
de  ces  valeurs  si  Ji^z)  et  cj(  ~)  s'annulent  siniultanénient  pour 
z  ='a. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  proposition  énoncée  au  commen- 
cement de  ce  paragraphe. 

Si,  dans  l'équation  (  6\  on  a 

/•  -i-  /?  >  o. 

'1  -H  -2  et  Z|  "2  iif^  pourront  èirc  uniformes  aux  environs  de  //,  =  v,, 
U.2  =  l'o  que  si  l'on  a 

/■  -I-  /I  — -   I        ou       /,  =:  — ■(  /I  —  I  ). 


«k)  PREMIÈRE    PARTIE, 

On  obtient  ainsi  la  proposition  ; 

II.  L'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z  —  «,  dans  les 
développements  de  J'[z),  o[z)  relatifs  au  voisinage  d'un  point 
singulier  a,  est  un  nombre  négatif,  lequel  ou  ne  surpasse  pas  l'unité 

nésative  ou  bien  a  la  valeur [n  étant  un  nombre  entier 

positif). 

Supposons  que  le  plus  petit  exposant  dans  les  développements 
de  fi^z)^  '-^i^)-)  relatifs  au  voisinage  de  ^  =  co  ,  soit  plus  grand  que 
l'unité  positive.  Ces  développements  ne  doivent  pas  contenir  alors 
des  logarithmes,  d'après  le  §  I.  Si  ces  développements  procèdent 

suivant  les  puissances  entières  de  (  -  )  ,  posons 


(i) 


-Il  =', 


et  soit 


Supposons  que  Zi  devienne  infini,  tandis  que  z<^  vient  à  coïncider 
avec  un  point  c  arbitraire  non  singulier,  et  désignons  de  nouveau 
les  valeurs  correspondantes  de  w,,  u^  par  ^'^ .  t'o.  On  prouverait  alors, 

comme  pour  le  cas  d'une  valeur  finie  singulière,  que  f,  =:  |  —  j 

prend,  aux  environs  de  z/i  =  t^i,  u^  =  v-i,  A  —  /i  valeurs  diflérentes 
de  c,  et  par  suite  que  Zt  -f-  So,  z^  z^  ne  sont  pas  uniformes  aux  en- 
virons de  M,  =  Vi,  «2  =:  V2.1  si  A — n^i.  Il    s'ensuit  de  là  que  : 

III.  L'exposant  de  la  j)lus  petite  puissance  de  -  dans  les  déve- 
loppements dej\z)^  ?(  ^)'  t'^lfitifs  au  voisinage  de  z  =^  zc  ^  est  un 
nombre  ne  surpassant  pas  l  unité  positive,  ou  bien  il   est  égal  à 

i  H \  n  étant  un  nombre  positif). 
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n. 


Supposons  maintenant  que  r,,  z-y  s'approchent  de  deux  valeurs 
hi^b-y-i  dillérenles  l'une  de  l'autre,  et  ne  constituant  pas  des  points 
singuliers,  mais  satisfaisant  à  rétjuation  (B). 

Soient  aux  environs  de  3,  =  Z»,,  ^2  =  ^'21  respectivement, 


<i) 


OÙ,  d'après  la  proposition  I  du  paragraphe  précédent,  les  ao  et  a'^, 
de  même  que  les  |^o  et  [âg,  ne  doivent  pas  s'annuler  simultanément. 
Ainsi  nous  pourrons  admettre,  d'après  la  reuiarque  de  la  fin  du 
§  II.  que  ao,  a^,  |3o,  ^j,  soient  tous  dillérents  de  zéro.  En  supposant 
qu'à  Zi  =  Z»,,  Z2  =  bo  correspondent  les  \aleurs  u,  r=  c,,  U2  =  v^o, 
on  obtient,  des  équations  (A), 

^h^z,-b,r--^^  (^,-6,)^  +  I  {z,  -  b,y+. . . , 

(2)  / 

j  u,  -  v,  =  ^',{z,  -  b,)  -f-  %{z,-b,)  ^^{^^-  ^l)'^ 

D'après  notre  hypothèse,  oïi  a  la  relation 

(3)  ao3'„— a'g3o  =  0. 

Lorsque  2|,  Zj  s'approchent  respectivement  des  valeurs  b^^b.^ 
sans  que  l'équation 

(4)  oi,{z,-b,)^%{z,-b,)  =  o 

ait  lieu,  il  se  trouve  que  lL^  —  ç»),  u^,  —  v^  deviennent  infiniment 
petits  du  même  ordre  avec  celle  des  quantités  infiniment  petites 
z^  —  Z>(,  z-2  —  Z>2  qui  est  d'ordre  inféiieur.  Supposons  que  z-^  —  b^ 
soit  d'un  ordre  égal  ou  supérieur  à  celui  de  2  1  —  b^.  En  multipliant 


iVz 
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la   première    des    équations   (2)   par  ,3,,,  Ja  seconde  par  ^o?  ^^  t-'" 
faisant  la  soustraction,  on  trouver,  en  vertu  de  l'équation  (3), 


(5) 


^     \     ?'o("l~''l)-?o("2-<-2) 


'A%){- 


-(?.?;-?;  ?o)(^.-^2)- 


Le  premier  membre  d(;  cette  équation  est  donc  d'un  ordre  supé- 
rieur à  celui  de  w,  —  i',  ou  «o  —  p'o,  c'est-à-dire  qu'on  doit  poser 


(6) 


1^0  (  "l  —   '"l)  —  %  (  "2  —   ''2  )  ■=  O. 


Par  conséquent,  c{uels  que  soient  les  derniers  éléments  des  chemins 
suivant  lesquels  ^, ,  z.i  parviennent  à  è, ,  b-^,  pourvu  qu'ils  ne  soient 
pas  liés  entre  eux  par  la  relation  exprimée  par  l'équation  (4),  il 
arrivera  que  les  derniers  éléments  des  chemins  correspondants  de 
/f),  U2  satisferont  invariablement  à  la  relation  (6). 

Les  éléments  des  chemins  de  i<(,  u,  mentionnés  en  dernier  lieu 
ne  peuvent  être  indépendants  entre  eux  que  dans  le  cas  où  entre 
les  quantités  infînimcnit  petites  z^  —  bf^z-,  —  b-2  existe  la  rela- 
tion (4),  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  lorsque 


(7) 


l-^7.,(z,-b,)  +  %{Z-,~b,) 


est  une  quantité  infiniment  petite  d'un  ordx'e  supérieur  à  celui  des 
quantités  :t,  —  ^,,  z-,  —  b-,  qui  sont  d'un  ordre  égal. 

Eu  introduisant  la  notation  de  l'équation  (7)  t^t  en  posant 


(8)  -?-:^ 

les  équations  (2)  deviennent 


?'o 


i9' 


['■ 


g(..-v,.-^,-.^. 


«2—  *'2=>>^  +  -[<  +  ?'l  -'](-!—   ^1)' 


1 


h,  )( 


■>.  3- 
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On  peut  supposer  que  l  devienl  iutininieiit  petit  tle  manière  que 
l'on  ait 

(lo)  ^=^(c,  — 6,)S 

;  étant  une  quantité  arbitraire.  11  suit  alors  des  équations  (9),  à 
un  inliiiiment  petit  près, 

Lorsqu'on  fait  parcourir  à  ;,  par  une  variation  continue,  toutes 

les  valeurs  possibles,  — prend  aussi  toute  valeur  possible,  de 

sorte  que  les  ^|,  z-j,  arrivent  à  /^,,  h-,^  quels  que  soient  les  derniers 
éléments  des  cliemins  suivant  lesquels  «f|,  u^  parviennent  à  t^,,  ^2, 
pourvu,  toutefois,  que  l'équation 

.(12)  a; +  ;3;ô-^-X(ai  +  3,t-^)  =  o 

ne  soit  pas  satisfaite,  car,  autrement,  ie  rapport  de  -^ dans 

"1       ''1 

l'équation  (11)  prend  une  valeur  indépendante  de  ;. 

D'autre  part,  il  résulte  de  l'équation  (9)  qu'en  prenant  arbitrai- 

,  «,  t.,  ,  •       <>       •  •         T  1 

rement  le  rapport  -^ on  a,  a  un  iniiniment  petit  d  ordre  supe- 

«1         Cl 

rieur  près, 

(i3)     «0— (-2— >.(«/,— Ci)  =  ^[a',  4- P'iï-  —  Aixi+ i^i^' )](-!— ^i)'- 

Cette  équation  donnerait  ainsi,  pour  le  voisinage  de  «,  =  C), 
1^2=  V2-,  deux  valeurs  de  z  dillcrentes  de  Z'o,  et,  par  conséquent, 
z,  -h -32,  ZiZ.i  ne  pourraient  pas  être  uniformes  en  ce  voisinage 
sans  que  l'équation  (12)  eût  lieu. 

Par  conséquent  : 

Pour  que,  la  rnlalion  (4)  étant  satisfaite,  les  c,  -|- c^^  "i  ^2 
soient  uniformes,  il  faut  que  la  relation  (12)  ait  aussi  lieu. 

En  posant 
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et 

(•4)  ^'{z)/{z)-^{z)/'{z)  =  F{z), 

l'équation  (12)  devient 

(,5)  F{b,)/{o,y  +  F{b,)/{h,y  =  o. 

Comme  nous  avons  désigné  par  ^,,  bo  un  couple  de  valeurs  ar- 
bitraire satisfaisant  à  l'équation  (B),  on  trouve  que  : 

I.   Pour  que  ^,-f-^2i^i^2  soient  des  fonctions  uniformes  de 
H,,  zfo,  il  faut  que  L' équation 

(C)  ¥{z,)f{z,y  +  F{z,)f{z,y^-o 

ait  lieu  pour  tous  les  couples  de    valeurs  Zi^z^   satisfaisant  a 
l'équation  (  B). 

Définissons  maintenant,  par  l'équation 


(E) 


comme  fonction  de  J^.  On  en  déduit 

dz  _f{zY 


dt,         F  (  ^  ) 


Si  z,,  z-2  appartiennent  à  deux  brandies  de  la  fonction  z  de  J^, 
on  aura 

,  r..  dz^  _  /(^i)-        dz,  __  /{z,y 

^      '  dK   ~   F{z,)'       d^   -  ¥{z,)' 

De  ces  deux  équations,  il  suit,  au  moyen  de  l'équation  (C), 
Comme  on  a,  d'autre  part, 
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l'équalioii  (F)  Joiiue  aussi 

Soient 

En  posant,  dans  les  équations  (2), 

-1  — ^i  =  5-i(^)  — ^■i(^). 

leurs  seconds  membres,  par  suite  des  équations  (F),  (F'),  devien- 
dront identiquement  nuls,  c'est-à-dire  nuls  pour  toute  valeur 
de  ^. 

De  là,  en  faisant  dans  l'équation  (2)  les  substitutions 

j   -I  —  ^1  =  dzi  —  g\{ci.)  cil, 
(17)  <  ^2 — b^-=.Zz^=:dz,-\- vdz^, 

où  V  est  une  quantité  infiniment  petite  et  g'i{'Ç)  =     '"''''   -i  et  ayant 

égard  à  ce  cpie  t  (éq.  7)  doit  être  une  quantité  inlininient  petite 
d'ordre  supérieur,  on  trouve 


(18) 


l    ;/i—  ('1  =:<y«i=  çdz^  /(ô,)  +  dzl  {21'  4-  c^)'     \        4-, 

< 

i  Ç"^  (  b.,  ) 


Ainsi  les  J/f<,  fZ/^o  sont  du  même  ordre  que  v»  r/^o.  En  multipliant 
la  première  des  équations  (18)  par  ^{bo)  et  la  seconde  liarf^b.y), 
et  en  faisant  la  soustraction,  on  obtient 

(19)  'f{b,)dui~-/{b,)du,  —  -  i'dzl  ¥{b,)  +.  ... 

Le  second  membre  est  par  conséquent  du  même  ordre  que  i^'dz:^^ 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

(  20)  -f  (  bi )  du  1  —  /(  b.2  )du.,^o. 
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II  s'ensuit  de  là  que  : 

II.  Si  l'et/nafiofi  (C)  est  satisfaite  pour  chat/ue  sj  stème  de 
solutions  Zi  =  Z»),  Zo  =  hy  de  l'équation  (B),  il  ne  sera  point  pos- 
sible que  les  z  i ,  ?o  atteignent  les  valeurs  b^^bo  tant  que  les  derniers 
éléments  r/e?  chemins  par  lesquels  les  «i,  Uy  juirviennent  à  p-,,  v-y 
sont  indépendants  entre  eux. 

V. 

Examinons  maintenant  Je  cas  où,  poui'  z/|  =  p',,  «o  =  ^'21  011  a 
z-i  =  rt,     z.,  =  h, 

b  désignant  un  point  non  singulier  et  a  un  point  singulier  pour 
lequel  ff[z)dz.,f::^[z)dz  prennent  des  valeurs  linies,  en  même 
temps  que  l'équation  (B)  est  satisCaile  par  z^  =  a,  z.2=  b. 

D'après  la  proposition  JI  du  §  IJI,  l'exposant  de  la  plus  petite 
puissance  de  z  —  a  dans  les  développements  défiez)  et  de  'f{z) 
pour  le  voisinage  de  z  =  a,  lesquels,  d'après  le  §  I,  ne  doivent  pas 

contenir  de  logarithmes,  sera  de  la   forme («  étant  un 


/t 


nombre  entier  positif). 
En  posant  donc 

(I)  ^  (-_«)«=^, 

(   n/{z)t--'=/\{t),      n'^{z)t'^-'^o,{t), 


Zi=a^t'^,      z^  —  a-h-tl, 


et  en  faisant,  dans  les  équations  (A),  les  substitutions 

(2) 

ces  équations  prennent  la  forme 

f     f,{t)dt+  f    J\(t)dt=u„ 
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Lorsque  5(  =  «/,  'j  =  A,  on  a 

de  sorte  que  f  =  o,  /  =  [j  ne  peuvent  pas  être  di'S  j)oints  sini^uliers 
desfonetionsy'i  (^),  cp,  (^).  Pour  (|ue  f,  ne  puis>e  arrivera  o,  ni  t.^  à  [3 
qu'avec  supposition  de  quelque  lelation  entre  les  derniers  éléments 
des  chemins  suivant  lesquels  /<),  /<o  arrivent  à  (^1,  t^o?  il  t;st  néces- 
saire, d'après  une  discussion  identique  à  celle  du  paragraphe  pré- 
ci'dent,  qu'à  côté  de  l'équalioii 

(3)  ?i(o'>^?i(^^ 

soit  aussi  satisfaite  léqualion 

(4)  F,(o)/,(:3)^+F,(3)/,(o)'=o, 
où 

(^)  t''i(n  =  ?',(r)/,(o-?i(o/;u)- 

Or,  puisque 

(6)  Far)  =  /^^^^>(«-')F(.-), 

l'équation  (4)  montre  que  V éiiualion  (C)  doit  être  aussi  satisfaite 
pour  z i  =  a^  z.,=  b. 

Réciproquement,  on  établirait,  comme  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, que,  loisque  cette  condition  est  remplie,  z^  et  z^  ne  peuvent 
arriver  respectivement  à  a  et  h  que  s  il  existe  une  relation  entre 
les  derniers  élenients  des  chemins  suivant  lesquels  ï^,,  u^  par- 
viennent à  t'i,  i'2. 

On  démontrerait  tout  à  fait  de  la  même  manière  que  : 

Si,  pour  H,  =n^, ,  «o  =  v'o,  on  a 

rti,  «2  étant  deux  points  singuliers  distincts,  dont  l'un  pourra  coïn- 
cider avec  le  point  à  l'infini,  et  si  l'on  su])pose  que  l'équation  (B) 
soit  satisfaite  par  ;:,  =  «, ,  r:^  m:  r«2,  et  que  ff{^)  dz^  J':i  [z)  dz  aient 
pour  3  =3  «I,  c  =  rto  des  valeurs  finies,  il  se  trouve  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  z^ ,  Zo  i^*^  puissent  atteindre  les  va- 
leurs indiqTiées  que  seulement  sous  la  supposition  de  certaines  rela- 
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lions  entre  les  derniers  élénienls  des  elieiuins  par  lesquels  Ut^Ui 
arrivent  en  v,,  <^o  est  que  V équalion  (C)  soit  satisfaite  par  ce 
couple  de  valeurs  Zi  =z=  ai^  Z2=  (i2- 

VI. 

Lorsque  pour  zij  ^=  C),  U2  =  ^2  les  ^(,  z^  prennent  une  même 
valeur  è,  il  peut  se  faire  que  les  J'(^Zi^^J'[z2),  de  même  que  les 
C2(z,  ), ',3(^2),  atteignent  des  valeurs  did'érentes.  Soienty(Z>),  «(è) 
ees  valeurs  pour  z^  =z  b^  et  y")  (Z»),  0,  (Z>)  pour  ^o  =  Z».  Si  main- 
tenant l'équation  (B)  est  satisfaite  pour  r:,  =  ~o  =  è,  c'est-à-dire 
si  l'on  a 

(i)  I  =  o. 

il  faut,  d'après  le  raisonnement  du  §  1\  ,  qu'en  posant 

(2)  [F(3,)]3,^,  =  F(>),     [F(..,)],^^,=  F,(6), 
l'équation 

(3)  F{b)/,{by-^Fdb)/{by=o 

soit  satisfaite. 

L'équation  (i)  ne  peut  être  satisfaite,  dans  les  circonstances  indi- 
quées, que  si  z^  considéré  comme  fonction  de  «Ç,  revient  jiour  un 
certain  circuit  de  cette  dernière  variable  à  sa  valeur  initiale,  sans 
que  les  fonctions  y^(z)  et  0(2)  reprennent  en  même  temps  leurs 
valeurs.  En  supposant  que  cela  soit  ainsi,  et  en  désignant  par  z  une 
valeur  de  cette  variable  correspondant  à  une  valeur  aibitraire  de  ^^, 
\)ar  f[z),  '^{z)  les  valeurs  correspondantes  des  deux  fonctions  et 
par  y,  (^),  '-^i  (s)  les  valeurs  qu'elles  prennent  après  le  parcours  du 
circuit  précité  de  "Ç  lorsque  z  revient  à  sa  valeur  initiale,  on  peut 
déduire  de  l'équation  (3)  que  l'équation 

(H)  F{z)Mzy-^F,{z)/{zy=o 

doit  aussi  a\>oir  lieu  pour  toute  valeur  de  z. 

On  obtiendrait  alors,  par  des  considérations  analogues  à  celles 
du  §  I^  ,  que  z^^  z^  ne  peui^ent  pas  atteindre  la  valeur  coninuine 
tant  que  les  derniers  éléments  des  chendns  de  u^^  u^  ne  remplissent 
quelque  relation. 
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Par  des  coiisidéralions  analogues  à  celles  du  paiagiaplie  précé- 
dent, il  résulte  encore  (pie  l'équation  (H  )  a  lieu  pour  des  valeurs  sin- 
gulières ou  infiniment  grandes  de  2:,  de  même  que  pour  des  points 
non  singuliers,  et  que  -,,  z.y  ne  peuvent  acquérir  une  valeur  com- 
mune de  cette  sorte,  sans  qu'on  ait  en  même  tempsy(2|  )  =zJ'(^Zo), 
<:>(  s,  )  =  (^(zo),  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  relation  entre  les 
derniers  éléments  des  chemins  des  «,,  u^. 

VIL 

En  faisant  parcourir  à  zfi ,  z/o  des  cliemins  arbitraires  et  en  pour- 
suivant les  fonctions  r:,,  Co  d'une  manière  continue  tout  le  long  de 
ces  chemins,  il  peut  se  faire  que,  pour  z<,  =  v,,  u.y  =  Vo  (où  t-,,  ^2 

désignent  des  valeurs  finies),   un  au  moins  des  quotients  ■'.;'^'..  ? 

'      "    acquiert  une  des  valeurs  représentées  par  y,  ou  qu'une  ou 

./ (-"2) 

deux  des  fonctions  Zi^Zn  parviennent  à  des  points  singuliers  des 
fonctions  y^(z), '^(2  ),  pour  lesquels  au  moins  un  des  couples  de 
valeurs 

ff{z,)dz,,     fo{z,)dz,, 

fj\z,)dz,,     J\{z,)dz, 

devient  infini,  sans  que  les  r,,  Zn  aient  accompli  un  nombre  illi- 
mité de  circuits. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ion  ait  poursuivi  les  fonctions  ^j, 
Z2  en  les  développant  dans  l'intérieur  de  cercles  dont  les  centres 
coïncident  successivement  avec  les  points  des  chemins  de  i/),  z<2,  et 
soient  K, ,  Ko  les  premiers  cercles  correspondant  aux  variables  », ,  «o 
sur  lesciixonférences  desquels  se  trouvent  les  points  i<j  =  v,,  î/o  =  r^. 
Les  intégrales  ff{z,  )  dz^  ,f'i{zt)  dz,,  ff{  z.,  )  dz.,  f'^[z.  )  dz.  ont 
alors,  dans  l'intérieur  de  ces  cercles  et  à  une  distance  de  v,,^^ 
aussi  petite  que  l'on  voudra,  pas  infiniment  petite  cependant,  des 
valeurs  finies. 

Soient  ainsi  Vi  —  £|,  Co  —  ^1  des  valeurs  de  i/|,  Ui  situées  respec- 
tivement dans  l'intérieur  des  cercles  K),  Ko  et  voisines  autant  que 
l'on  voudra  de  ç»),  ^-o,  et  soient  b^,  b^  les  valeurs  de  ^j,  z<x  corres- 
pondant à  ce  couple  de  valeurs  àeii^,  u-i.  En  supposant  que  les  Wj,  iin 
viennent  respectivement  de  v,  —  ^i  à  r,   et  de  (s  —  Sj  à  \'o  par  les> 
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chemins  Tj,  Fo,  désignons  par  W|,W2  les  chemins  correspondants 
de  ^1,  Zo  menant  les2|,  Zo  aux  valeurs  c,,  Co-H  esta  remarquer  que 
les  portions  des  chemins  W, ,  Wo  peuvent  être  infiniment  longues, 
tandis  que  les  traits  correspondants  sur  les  chemins  r,,ro  sont  aussi 
courts  que  l'on  voudra.  En  désignant  par  t»,  —  îi  -i-  "A|,  Co  —  So-I-)^.! 
des  valeurs  de  «i,  u-^  situées  respectivement  sur  F,,  Fo  entre  Vi  — £| 
et  ç»!,  ^2  —  ^2  ^t  ''il  et  par  c\  ,  c',  les  valeurs  correspondantes  de  z  ^^  z.^ 
situées  sur  W,,  Wj,  il  s'ensuit  cpie 


/  "f(z)dz+  f^''/(z)ch, 
b,  •    b, 

I      o(z)dz+  i    'o(z)clz 


peuvent  prendre  des  valeurs  aussi  petites  que  possible. 

D'après   notre  supposition,   il   peut  se  faire  d'abord  que,   pour 

//,  =:  \<..  II.,  =  V'.,     au  moins  un  des  ciuotients  -^- ?  -^- — ^  devient 

égal  à  une  des  valeurs  représentées  par  y.  11  arrive  alors,  d'après 
le  §  ]I,  qu'au  moins  un  des  termes  de  chacune  des  sommes  a-,,  o-o 
devient  infini  lorsque  b^  et  c, ,  Z>2  et  c[^  s'approchent  de  Ci,  Co  en 
suivant  les  chemins  A\  ,,  W2,  d'où  il  résulte  que  l'autre  terme  de- 
vient aussi  infini. 

En  second  lieu,  il  peut  se  faire  qu'une  au  moins  des  quantités 
Zf^z.2  parvient  à  un  point  singulier  des  fonctions/ (- ),  'ifs),  tel 
qu'au  moins  un  des  couples  de  valeurs 

ffiz,)dz,,  f'^(z,)dz,,     ff{z,)dz,.  f'^iz^dz, 

devient  infini,  sans  (|ue  les  ^1,^0  aient  accompli  un  nombre  illi- 
mité de  circuits.  Les  choses  se  passent  donc  comme  dans  le  cas 
précédent. 

Or,  puisque  a-,,^.!  sont  aussi  petits  que  l'on  voudra,  les  divers 
couples  de  valeurs  c\ ,  c'.^  sur  W) ,  W2  seront  aussi  peu  dilïérents  que 
l'on  voudra  des  couples  de  valeurs  ::,,  s._,  satisfaisant  aux  équations 

l    f   '/{z)dz~,-  f   '/iz)dz^o. 

(I)  ^"^'^^ 

I     f  '  '^(z)dz   ^  f  \(z)dz  -o. 


MÉLANGES.  -i 

Mais  toute  série  coiiliiiue  dv  ((niples  de  valeurs  ;,,  Cj  satisfaisant 
aux  équations  (i)  s.itislait  aussi  à  l'équation 

(2)  -. =  -. , 

ainsi  qu'a  l'équation  (C)  ou  à  1  équation  (H).  Par  conséquent,  le 
couple  c\^c'.,  aurait  Jù  être  aussi  peu  diiléient  ([ue  l'on  voudrait 
d'un  couple  de  valeurs  satisfaisant  simultanément  aux  équations 
(B)  et  (  C)  ou  bien  i'H\  ^lais,  d'après  les  §§  IV-VI,  de  tels  couples 
de  valt.'urs  ne  peuvent  être  atteints  que  si  «,,  11.2  décrivent  des 
chemins  dépendants  l'un  de  l'autre. 

Comme,  d'autre  part,  les  ^1 ,  3o  ne  peuvent  pas  s'approcher  simul- 
tanémeut  d'une  valeur  de  l'espèce  indiquée  ]orsquey"(  2,  )  elJ'[Z2)i 
aussi  bien  que  '^(si)  et  csfro),  tendent  siuiultanément  vers  une 
même  valeur,  sans  que  les  ?/,,  z/o  deviennent  infiniment  grands,  ou 
obtient  la  proposition  : 

En  faisant  parcourir  aux  z^,,  u.2  des  chemins  arbitraires,  il  ne 
pourra  point  arriver  que  pour  des  valeurs  finies  de  ces  variables 
les  :t,,  3o  atteignent  des  valeurs  pour  lesquelles  au  moins  un  des 

quotients >  -. acquiert   ujie  des    valeurs  v,    ou  uue  l  on 

parvienne  à  des  points  singuliers  z^^  z-,  des  fonctions  f[z)^  '■^(^)' 
pour  lesquels  V  un  au  moins  des  couples  de  valeius 

f/{z,)ch„  f'^iz,)ch,,     f/(z,)dz,.  f'i{z,)dz, 

devient  infini,  sans  que  les  variables  aient  accompli  un  nombre 
illimité  de  circuits. 

VIII. 

11  résulte  de  l'équation  (F)  que  : 

1.  I^a  fonction  z  de  "C  ne  peut  pas  admettre,  pour  des  valeurs 
arbitraires  de  cette  l'ariable.  plus  de  deux  valeurs. 

En  edrt,  si  r,,  ^o,  ':j  constituaient  dois  branches  différentes  de 
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la  fonction  :;  de  ^^  on  aurait,  d'après  l'équation  (F), 


^/(--.)+î|/(^3)  =  0, 


et,  par  conséquent. 


D'autre  part,  on  aurait,  d'après  la  même  équation  (F), 

On  aurait  dû  ainsi  avoir 

c'est-à-dire  il  faudrait  que  z  fût  indépendant  de  J^,  ce  qui  n'a  point 
lieu  pour  des  valeurs  arbitraires  de  X^. 

En  divisant  l'équation  (H)  par  F(:j)  F)  (z),  et  en  posant,  d'après 
l'équation  (E), 


(3) 

il  vient 


Y^z)        d^         ¥,{z)' 


(4)  J[/(-)-t-/i(^)]  =  o, 

ou 

(J)  /(-)+/.(  =  )  =  o. 


D'après  la  proposition  I,  on  a 


(K)  c  =  P(!;)  +  Q(q^R(:.), 

P(^)'  Ql'')'-^!^)  ^tant  des  fonctions  uniformes  de  v 
En  posant  maintenant 

on  déduit  de  l'équation   (J)  qu'à  chaque  couple  de  valeurs  de  !^, 
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y'K(î^j  t'oirespoiul  imc  valeur  iii»i([iu;  pom-  ,i,M^^.  Do  la  inciue  ma- 
nière, à  tout  couj)li;  de  valeurs  de  X,  —  y/ll(î^)  correspond  une  va- 
leur détcrniinée  uiiiqiu;  de  celte  fouction,  que  nous  d(''sign(U'ous  par 
gi  (v).  Aous  a\ous  alois 

/  -(r)  +  -,(r)rr=2S(:), 
(0)  )  ,ir(r)       ,A'-i(?^ 


f  \'l\{l)        \  U(^) 


2T( 


où  S{ï^),  T(I^)  représentent  des  fondions  unifornies  de  '^. 

Eu  ajoutant  maintenant  les  deux  équations  (6)  après  avoir  mul- 
tiplié la  seconde  par  ^11  (^^  ),  on  obtient 


(L)  /(3)^  =  iM:^)  =  S(C)+T(:)vK(r). 

En  posant 

où  P,  (  v),  Qi  ^^  )  désignent,  d'apiès  l'équation  (K),  des  fonctions 
uniformes  de  Z^  on  déduit  de  l'équation  (F)  que 

(7)  -  ■"'■' 


\IM;)[i',(ï)t-o^(;)vki;)] 

considéré  comme  fouction  de  'Ç,  reste  invariable  pour  des  circuits 
de  w  ramenant  y'R(  ':Ç)  en  —  )Jli{  t).  La  même  propriété  appartient 
•loue  aussi  à  /-.  Ainsi  l-  est,  d'après  l'équation  (L),  une  fonction 
uniforme  de  Z.  Eu  posant,  d'apiès  cela. 


on  ohlieuL 

(L')  /(c)  =  [o,(-)H(?)-i-P,(:r)v'ïïû')]Ri(C). 


r{,(!^)   étant  une  fonction  uniforme  et   y,'R,('>^)   restant  invariable 
pour  des  circuits  de  Z.  ramenant  yll{  ^j  en  —  yR(i^]. 

On  fléduit  fie   l'équation  (E)   et  des   éf[uations  (K)  et  (L)  que 

/ji///.  tien  Sciences  nuitliriii .,    ■<.'  Sério,   t.   >'.    (  rcviior   iKSi.)  O 


-\  PREMIERE   PARTIE. 

1  (Ml  a 


où  W(^),  1j{v)  sont  des  fonctions  uniformes  de  v. 

II.  Les  fonctions  f{z)'  et  F(^)  sont  donc  des  fondions  de  ^  à 
deux  l'oleu/s,  reprenant  ou  non  la  même  valeur,  en  même  temps 
que  z,  pour  les  divers  circuits  de  C. 


IX. 

En  considérant  "  comme  fonction  de  ^,  on  déduit  des  équations 
(C)  et  (H)  que  ■■pr— — -  n'admet,  pour  une  même  valeur  de  w,  que 
(h'ux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  On  a  donc 

/■(-)■'  ' 


W(^)  représentant  une  fonction  uniforme  de  ^.  D'après  les  équations 
(7)  ''^  (^  '  ^^^^  paragraphe  précédent,  on  aura 

(N')  T(^)=:R(C)R,(^). 


Lu  circuit  de  "Ç  ramenant  y^R(^)  en  —  y''R(v)  ramène  donc  aussi 

^WiX')  en  -  v/W(Ç). 

En  transformant  les  équations  (A)  par  l'introduction  de  la  va- 
riable ^,  et  en  désignant  par  Si,  s^  deux  valeurs  de  s  correspondant 
respectivement  à  ::,  =  o,,  z-j  =  Oj,  ces  équations  deviennent 


(A' 


■if       ^Va]d^.-^  f       s,'W{Z)dZ=u,, 
j    f      ~\  ^^^  ^/^  -^  /      :  K^'^ii)  dl  =  u,. 


X. 

Pour  les  valeurs  de  'Ç^  que  nous  avons  représentées  par  y,  -  admet 
toute  valeur  possible  {voir  ^  IV.  ces  valeurs  sont,  par  conséquent, 


I 
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(les  points  singuliers  de  la  fonction  z  do  'C,  (éq.  K),  pour  lesquels  un 
développenieut  de  z  proctklant  suivant  les  puissances  croissantes 
de  ^  —  a  avec  un  nombre  limité  de  termes  à  puissances  négatives 
n  (!st  plus  possible.  INous  emploierons,  pour  désigner  les  points 
singuliers  de  cette  nature,  le  nom  de  points  essenliellcment  singu- 
liers, dont  s'est  servi  M.  AVeierstrass  pour  le  cas  des  fonctions  uni- 
formes [Abliandlungen  der  Bevliner  ylhadeune ,  année  i8j6', 
p.  n-i5)  (*). 

Puisque  les  fonctions  P(Q,  Q(s)  I^(s)  admettent  pour  un  point 
essentiellement  singulier  toute  valeur  possible  (\\  EiERSTnAss,  loc. 

cit.,  p.  J9-60),  il  s'ensuit  que  ■'    ~^  =  ^  doit  être  indépendant  de  z 

pour  un  tel  point. 

Par  conséquent,  les  diverses  valeurs  y  de  "C,  sont  les  seuls  points 
essentiellement  singuliers  de  la  fonction  z  de  w. 

Si  s  =  5'-  est  une  valeur  qui  ne  coïncide  avec  aucun  des  ]:)oints 
essentiellement  singuliers,  al  z  =  a  une  des  deux  valeurs  de  z  qui 
lui  correspondent  d'après  l'équation  (K),  on  avira,  aux  environs 
de  V  =  a. 


(') 


où  le  nombre  des  termes  à  exposants  négatifs  est  limité  (  =  A). 

Si  maintenant  a  est  un  point  singulier  des  fonctions  /(3),  'f  (-), 
on  aura,  d'après  le  §  I,  au  voisinage  de  ^  ^  <7, 

j  /(^-)^  =  Po  +  P,  los(^-  -  a)  +  P,[log(..  -  rO]^+.  .  . 
f  +P>,[log(..-a)]\ 

où  Po,Pi,  ...,  P>,  sont  développés  au  voisinage  de  r  =  «  suivant 

1 
les  puissances  entières  de  (  3  —  a)"  avec  un  nombre  limité  de  termes 
à  exposants  négatifs. 


(')  Une  traduction  française  de  ce  Mémoire,  par  M.  E.  Picard,  a  paru  dans  les 
Annales  scientifiques  de  l'École  Normale  supérieure,  2°  série,  t.  VIII,  1879,  p.  m 
cl  suiv.  {A'ote  du  irad licteur.) 


C^/ci^^^^) 

A- 
2 

M-  c. 

-(A-l 

)(C- 

-'^) 

H-  Co  H-  C, 

,(^ 

-af 

4-  c. 

,(::- 

y.)' 

+  .  .  ., 
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De  I  é<|iialiou  i  i  ),  t)u  lire 

(3)  ^-«  =  (r-a)"^^(^\ 

'/{'Q  étanh  une  fonction  qui  ne  s'annule  ni  ne  devient  infinie  pour 

î^  r=:  a,  etlog'/('C)  étant,  par  conséquent,  dévelo[)pable  suivant  les 

puissances  entières  positives  de  (  C  —  a)-. 
On  a  ainsi 

en  posant 

(5)   i  (-^')'|P'+P-'(^"+')''"S/.(^) 


+  F,^2(/+  2),[iog/(:)]^  +  . ..  +  Pv,Xv_,[iog>^.  :)]-';  =  p;, 

m  {m  —  T ") .  .  .{m  —  / H-  t ) 


1.2.../ 


=  /?^/. 


Les  coefiicients  PÔ,P', ,  P'2,  ..  -îP-l  sont  développables  suivant  les 
puissances  croissantes  à  exposants  rationnels  de  ^ — a,  a\ec  un 
nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Or,  d'après  la  proposition  II  du  §  W\\,  J\z)-  est  une  l'onction 
de  V  à  deux  valeurs^  elle  n'admet  donc,  lorsque  Ç  circule  autour 
de  a,  que  deux  valeurs  seulement,  tandis  que  le  second  iaeni])r(^  de 
l'équation  (4)  prend,  ])ar  la  répétition  de  ces  circuits,  une  inlinilé 
de  valeurs.  11  suit  de  là  qu'il  laut  que  l'on  ait 

p;  — o,    p;  — o,      ...,     Pl  =  o, 
d'où 

(6)  Pi  =  o,     P.2  =  o,      ....     Pi=o. 

Par  conséquent,  le  développement  de  /'(~)  nu  voisiiuige  de 
z  =  a  ne  contient  pas  de  logniithnies.  Comme  maiuteiuuit 
0(3)-=  ^-  f'[zy-  est  aussi  une  fonction  de  ^  à  deux  valeurs,  il  suit 
que  le  développement  de  '^[z]  ne  contient  /)as  non  plits  de  logd- 
lilhmes. 
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Il  si-nsilil  (le  1  Cqualioii  (4  >  quir 

(7)  /i^)'=-l''o. 

c'est-à-dire  que  /\s  j^  tst,  aussi  dévcloppaljle  aux  cm  iions  de  !^  =  o 
suivant  les  puissances  asct-ndaiites  et  à  exposants  rationnels  d(.' 
^  —  a,  avec  nu  nombre  limité  de  termes  à  exposants  négatifs. 

Par  consé{|Uent,  w  =  a  n  <'sl  pas  un  point  cssenlinllcnient  sin- 
^u/ici-  (le  1(1  jonction  f  [z  ]'-  de  L. 

Soient  maintenant 

(M       ,        ;      .   : 

'    ç  (::)  ~  ^'^(  ô  —  r/.V  -r-  c.,-^i  [  Z  —  (/)   "     -+- 

1)11  r'.^,  <".|,  sont  diilérciits  de  zéro.  En  posant 


e.j_ 

i  ■      ,                 zi :)       .  ,  .  .  , 

et  ue\  (■  onpanl suisaut  les  Duissanees  croissantes  ûv  {  z  — d 

on  obtient 

I  ()  I  ^—  'X  :^  ç,^^  z-  ~    a  )'  ~  z.,i  z  —  rt  )"  T-  .  .  . . 

où 


I 


Si  le  coeliicient  0|  n  est  point  nul,  i" — a}"  est  nécessairement 
uniforme  aux  environs  de  ^  =  a.  Si,  au  contraire,  p,  =  o,  Oi 
ne  pourra  pas  s'a/muler,  puisque,  autrement,  :::  —  a  admettrait  au 
\oisina2;e  de  ^  =  y-  plus  do.  deux  valeurs,  ce  qui  serait  en  contra- 
diction avec  la  proposition  I  du  §  \  II). 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  a  la  proposition  : 

J.  Les  jonctions  z  (^t  f'\  z  )-  de  '^  ont  les  mêmes  points  essentiel- 
lement singuliers,   r/in  coïncident    avec    celles  des  valeurs  'Ç  :=  v 

pour  les(iuelles  t ^-  est  êi:al  ii  *'  i)onr  toute  valeur  de  z.  Les  deux 
I  I  f^.^  s  .  / 

valeurs  de  z  qid  correspondent  à.  un  point  "^  :=  a  non  essentielle- 
ment singulier  de  la  fonction  z  de  C.  sont  soit  des  points  non  singu- 
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liers  des  fonctions  J  (s),  ç(  "),  soit  des  points  singuliers  a  tels  que 
les  ddueloppemenls  de  f[z)^  ?(^)  Tslatifs  au  voisinage  de  a  ne 
contiennent  pas  de  logarithmes  et  pour  lesquels  il  n'arrive  pas  que, 

dans  le  développement  de  -x-^r  suivant  les  puissances  ascendantes  de 


—  a)", 


—  a  +  p,  (  ;  —  a)"  -f-  p,  {  ,-  —  a)"  +  , 


les  p,,  p2  "Soient  simultanément  nuls.  A  toute  valeur  de  z  pour 
laquelle  ff{z)  dz,  fc^[z)  dz  ont  des  valeurs  Ji?ïies  ne  corres- 
pondent que  des  points  non  essentiellement  singuliers  de  la  fonc- 
tion z  de  V. 

Il  est  à  remarquer  qu'ici  le  point  3  =  00  doit  être  compté  parmi 
les  points  singuliers. 
De  l'équation 


(10)  ^_a  =  p,(..-«)"+p,(3 -«)"  +  . 

,     1  dz 

lesulte  pour  —  : 

i"  Dans  le  cas  où  Oi  est  différent  de  zéro 


(II)  '-l^^z^-a)     "[^■o+/-i(^ -«)"+•••]; 

2"  Dans  le  cas  cependant  où  p,  s'annule, 

(II")  ^^  =(,-  —  «)'    "[à„+Ài(.^  — «f +  ...J, 

où  Xo,  Ao  représentent  des  quantités  différentes  de  zéro. 

En  désignant  par  [j.  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de 
z  —  a  dans  le  développement  de  /  [z]  aux  environs  de  c  =  a,  on  a, 
d'après  la  proposition  II  du  §  III, 


k  désiguanl  soit  o,  soit  un  nombre  entier  posilij.  11  s  ensuit  main- 
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naiil  lie  I  (.'(jualion  (  h')  (ju<-',  tiaiis  le  cas  i",  on  a 


,  .-(z-a)     "U:-- A-',  (::-./."-. 


lautlis  que,  dans  le  cas  2", 


(i2«)         .^*^(-_«)     «   [x;, _,)/_(. _,,,^^...]. 


J3ans  le  cas  i";,  on  clcdiiit  Je  l'équalioii  (10)  que  (  -  —  a)"  esl  uue 
tbiiclioii  uiiilornie  de  ^  —  a, 

(  1 3  )  (:;  —  «  )"  =  ;x,  {  ^  —  a  )  -h  ;x.  (j;  _  a  j-  -,-  .  .  .  : 

1 
dans  le  cas  2",   cependant,  (-  —  «j"  est  une  fonction  uniforme  de 

(  1  4  )  i  -  —  (l  f  =  \i-\  C-.—  'J-  )  '  -^  'A,  l  ?  —  a  )  -  -r 

OÙ  a,,  ij.',  désignent  des  quantités  différentes  de  zéro. 

Ainsi,  d'après   l'équation   (N),   on  aura,  pour  le  voisinage  de 
X  =  a,  dans  le  cas  i", 


(.5)  ^,T(^r)  =  ,r-ai-'^[A-„-^^;(?-a)^...j, 

et,  dans  le  cas  2", 


/,-i-i 


où  Xg,  AJj  sont  dillérents  de  zéio. 

Ces  équations  ont  encore  lieu  dans  le  cas  où  v  =  a  correspond  ;i 
.  :^  ;=  co  (  voir  la  proposition  111  du  §  111). 
11  suit  de  là  que  : 

11.  Les  />ui/Us  non  essentlellenient  singuliers  de  la  Jonction  z 
de  "C  sont  aussi  des  points  non  essentiellement  singuliers  de  la 
fonction  ^'(^). 

Soit  ^  =  ^  un  point  non  essentiellement  singulier  de  la  fonction  z 
de  ^,  pour  lequel  W('Q  devient  inlini,  et  qui  soit  tel  que  les  deux 
\  aleurs  de  z  correspondant  à  4  =  1^  ne  soient  pas  parmi  les  points 
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singuliers  des  roiiclioiis  /  (  :::;)  eto(3).  Si  "  =  A  est  uni;  Je  ces  valeurs, 
il  laudia,  d'après  réqualion  (jN  ),  que  l'on  ail  F(^^)  =  o,  et  F(^) 
devra  avoir  pour  développement,  au  voisinage  de  c  =  ^, 

(i6)  F(..)  =  (z  -  Z,)/[v,  +  v,(..  _/,)+...], 

où  /  est  un  siombre  entier  positif  et  v„  est  didérent  de  zéro.  On  a 
ici  à  distinguer  deux  cas  : 

i"y(^)  est  dillérent  de  zéro.   Alors  l'équation  (E)  donne,  pour 
le  voisinage  de  Z  =  [i, 

où  Vy  est  didéi-ent  de  zéro.  En  intégrant  cette  é(|uation,  on  obtient 


/-t-i 


Puisque  "  —  A  est  une  l'onction  unilonue  de  (X —  î^l'i  ""  ^^^^^^ 
avoir 

(i8)       /=i   et  z-b  =  -/,a-'^y  +  ^/\{^-^)'^  ..., 


v'I   étant  dillérent  de  zéro.    Eii  substituant  cette   valeur  de    "  —  A 


fizY 
dans   -r^'^ — 1  on  trouve,  i)Our  le  voisinage  de  X  =  ,3< 

l    z)  ^  a  .        . 


('9) 

où  o_,  doit  être  dillérent  de  zéro. 

2"  Soit  /  (Z»)  =  o.  Puisque,  d  après  la  [)roposilioii  1  du  §  III,  on 
ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  '-^[h)  =  <»,  il  s'c^isiiit  que,  dans  ce 
cas,  ^  devient  inliniment  grand.  Si  maintenant  ^  =  00  n'est  pas  du 
nombre  des  points  essentiellement  singuliers  de  la  fonction  z  de  "^^ 
et  si,  aux  environs  de  z  =:  h^  on  a 

ou  t„  est  dilierent  de  zéro,  il  résulte  de  1  éqiiation 

{20  ■■ -:     ., 


Mi:i.AX(ii:s,  fu 

(:^i)  (z-hy"\e,-hz\(z-h)-h...\-^l, 

(lù  îy  c.sl,  (lillrrcnl.  tic  /.rro.  (^oiiiiiic  -  —  />  csl.  une  loiictioa  uiiiloniic 

(l(î  (  -  )  aux  ('iivii'ons  de  "C  =^  yz  ^  ou   \()il,  (|ii<'  l'on  (l"it  .noir,  soit 

SOll 

£,  ôluiil,  dans  ks  deux  cas,  dillércnL  di-  zrio. 

Si  'i(//)  =  -'„,  Y(i  ^knia  rlri'  dillciciiL  de  /.('lo,  cl,  1  On  aura 

Im  .-  1  "  —  /.'/i,,7„(  c  —  h)"'^^  +.  .  .. 
d'où 


1"  (  c 


Al-' 


En  sul)sliluaiit  dans  celle  équaliou  les  valeurs  (  i  8"  )  cl  (18*),  ou 
Irouve  ([ue  l'on  aura,  pour  le  voisinage  de  ^  =  ce  ,  soit 


SOll 

(^^")  \'nT)-?,(7)'+o,(  1-)'  +  .... 

Par  co/isaque/if,  dans  /<?  cds  2",  ^î'i  -  )  «V.vA  /;r/\  infini. 

Soit  uiaiuteuant  ^  :=  [î  nue  \alcur  qui,  annulant  ^r(!:^),  ne  coïn- 
citle  |)as  avec  fjuclqu'uu  des  points  cssenticllciuent  siui;ulicis  de  la 
fonction  r  de  ^,  et  ayant  de  plus  la  propri<'-lé  que  les  deux  valeurs 
de  ~  ([ui  lui  correspondent  n(î  soient  pas  parmi  li-s  points  siui:;uliers 
des  Ibnctions  /"(-),  '-:;(-)-  'Si  h  est  une  des  valeurs  de  z  correspon- 
dant à  ^  =  [îi,  on  devra  avoir,  d'après  r(''cpialion  (N),/(/m=^o. 
^lais  comme,  d'après  la  proposition  F  du  i;  tU,  '^{h)  lu^  s'annule 
pas  en  même  lenips,  ou  \oil  ([uc  l'on  devrail  a\oir  |J --  ce  . 
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Ainsi,  pour  le  cas  où  î^  =  oo  est  un  point  non  essentielleuient 
singulier  de  la  fonction  z  de  î^,  et  étant  supposé  que  U'(oo  )  est  égal 
à  zéro,  de  plus  z  =  b  étant  une  des  valeurs  de  z  qui  correspondent 
à  !^  z=  00  [d'après  la  remarque  faite  au  §  II,  il  ne  peut  correspondre 
à  ^  =  ce  aucun  des  points  singuliers  des  fonctionsy"(r:),  '-^{z)^  dans 
le  cas  où  ^  =  00  n'est  pas  un  des  points  essentiellement  singuliers 
de  la  fonction  z  de  ^  j,  on  parviendrait  encore  aux  mêmes  équations 
(20-22"). 

L'examen  qui  précède  donne  la  proposition  suivante  : 

lU.  Soit,  ^  =  |j  une  valeur  finie  ne  coïncidant  avec  aucun  des 
points  essentiellement  singuliers  de  la  fonction  z  de  w. 

Si  l'une  des  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  i=  [ii  est 
un  point  singulier  des  fonctions  fi^z)  et  o[z)^  et  que  l'on  repré- 
sente le  plus  petit  exposant  de  z  —  a,  dans  les  développements  des 

f  {:■)■,  '^{^)  relatifs  au  voisinage  de  «,  par  ■ >  h  dési- 


n 


gnant  ou  zéro  ou  un  nombre  entier  positif,  la  fonction  ^/M'{î^) 

multipliée  par  {X,  —  ^i)*  om  par.  [fi,  —  [i)  ^     reste  au  voisinage  de 
!^  =  |!J  uniforme   et  pour   (^  =  ^  finie  et  différente  de  zéro.  O 
aura  à  prendre  le  premier  ou  le  second  des  multiplicateurs ,  sui- 
vant que  z  admet  aux  environs  de  "Ç  =  p  une  ou  deux  valeurs. 
La  même  chose  a   lieu   pou/'  a  =  ce  .,  si  l'on  représente  par 

r exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  -■ 


n 


Si  àX^=.  '^  correspond  un  point  non  singulier  z  =  b  des  fonc- 
tions f[z).,  '~5(-),  et  si  l'on  a 

(Z  —  |j ) -  \JW (  Z )  sera  aux   environs  de  Z  =  p   uniforme  et   pour 
Z  =  '^  fnie  et  différente  de  zéro. 

La  fonction  \'  \Z)  ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  finie 
de  "t.  Si  ^  =  co   n  est  pas  un  des  points  essentiellement  singuliers 


de  la  fonction  z  de  'C,  "O  \jW{f,)  ou  "C-  \]W ifÇ)  sera  uniforme  aux 
environs  de  't^=  cc>  et  finie  et  différente  de  zéro  pour  X  =  oc  . 
suivant  que  z  admet  aux  environs  de  i  :=  yz  une  ou  deux  valeurs. 


MKLANGliS.  Si 

XI. 

Après  les  discussions  des  i;!:;  il-VIT,  il  nous  reste  encore  à  exa- 
miner comment  se  comportent  les  2,.  c.2  considérc's  comme  fonc- 
tions de  «,  ,Ho  au  voisinage  de  valeurs  u,  =  v, ,  a-,  =  Vo  pourlesquclles 
on  a 

z,  =  z,=  a,    /{z,)=f{z,)=/{a).     oiz,)  ^  o{z,)'=  o{a): 

lorsque  ff{^)  dz^  J^'f  (  ~)  dz  ne  deviennent  pas  inlinies  pour  z  =  a, 
et  si  l'on  suppose  que  a  n'est  pas  infini,  ou  qu'il  ne  coïncide  pas 
avec  cjuelque  point  singulier  des  fonctions /"(z),  tp^s),  soit  cju'il 
coïncide  avec  quelqu'un  de  ces  points  singuliers  ou  qu'il  est  infi- 
niment grand. 

Si  î^  =  ,3  est  une  des  valeurs  de  ^  correspondant  à  s  =  <7,  [ii  devra 
être,  d'après  la  pi"oposition  I  du  §  X,  dilîèrent  des  points  essentiel- 
leuient  singuliers  de  la  fonction  z  de  ^. 

Si  a  est  un  point  singulier  des  fonctions  /"(z)  et  ^(^j,  il  résul- 
terait, d'après  les  suppositions  faites  aux  §§  l-Il,  de  ce  que  jy\  z)dz^ 
fz'[z)dz  ne  doivent  pas  devenir  infinies  pour  z  =  a,  que  les  dé- 
veloppements def(^z)  et  9(s)  pour  le  voisinage  de  z  =  a  ne  con- 
tiennent pas  de  logarithmes,  et,  d'après  la  proposition  11  du  §  III, 
que  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z  —  a  doit  être  de  la 

lorme 

/i 

La  proposition  III  du  §  X  subsiste  donc  dans  ce  cas,  si  l'on  y  fait 

A  =:  o,  de  sorte  que,  d'après  cette  proposition,  on  aurait,  au  Aoisi- 

nase  de  "C  =  [j.  soit 


soit 


îQj  ^-1  étant  dilférents  de  zéro. 

Si  a  coïncide  avec  go  ou  avec  un  point  non  singulier  des  fonc- 
tions fiz)  et  '-5(^),  et  si  j3  a  une  valeur  finie,  on  trouve  encore, 
d'après  la  même  proposition,  que  y^V(v)  admet  pour  le  voisinage 
de  .Ç  =  [i  un  des  deux  développements  (i),  (i"). 


S(  l'IlK.MIKHK   l'A  U  TU'. 

M;iis,  si  j3  :r=;  ce  ,  OU  (Ifvr.i  avoir  soit 

soil 

p3  et  c_i  étant  dillércnts  de  zéro. 
Posons,  d'après  l^kjuatiou  (K), 

et,  d'après  ]  é((uatioii  (  -N  ;. 

Conforniénicnt  a  notre  siip]>ositi(Mi,  on  anra 


de  sorte  qne  y  H  (^,  1  et  y/Jl^^j  )  admettent  [xnn-  ^,  =-:^  ^o  =  '"!>  le  inènie 
signe.  Par  eonséqnent,  -—-■>  -—■  ont  aussi  pour  w,  ;^  ^^j  =  ^^  ''i  nième 
valeur.  ^Jais,  eomnie  il  a  été  supposé  fpie  /'l  "1  )  ^=  f  (  'j)  =^f(n}^ 
il  résulte  de  l'équation  (E)  et  des  équations  (4>  f\^^^  ^^'^  V*''!^')'' 
Y  U'i  Z-2  )  admettent  le  même  signe  pour  !^,  =  ^o  =  i^- 

Les  sidistitutions  (?i)  transforment  les  ('ipiations  (A)  en  eelles 
(  A|  ),  et  l'on  ol)ticnt  de  ces  dernières  pour  le  voisinage  de  i/,  ^r^  e,, 

II-,  =   \'2    '• 

i"  J^orsque  l'équation  [  1  1  a  lieu, 

(■'»'• 

étant  pos(\  pour  ahrégcr. 

Mil  ., ,  j   _      *  .  ,         -  . J   _  -  /.  ) . 


l'iiisiiuc  les  Icrnii's  dir  (•(.-s  dciiN.  srrirs  s  iiil  (!<•  I.i  lonia; 
(•(>iist.(/!;"  -h  /;"), 
on  pcul,  en  iiili'otUii.saiil  les  \  ariaMcs 

(7)  /,-t-/.  =  .T',,        /[-t-/^—  U'o, 

présenter  ces  séries  sons  ioriuc  de  dé\  eloppeinenls  pioei-daiil    sui- 
vant les  pnissanees  cMitières  positives  de  le, .  u'^  : 


(S) 

ir.,  4-.  .  . , 


/ 


où  lions  n'avons  note*  ([ne  li-s  teriiu's  du  preiuier  deyré. 

Puisqne  cy(|jSi+îo) — ,"^^0^1  =  ^»  ''"^L  diltëre-nt  de  zéro,  il  ré- 
sulte Je  la  pioposition  de  Jacobi,  citée  an  s^  ïi,  qne  l'on  [)ent  d(;s 
équations  (8)  obtenir  vv'i  et  ^v-,  en  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  positives  de  //,  —  e,,  ti-j  —  r^.  Ainsi  u',  et  vVj  sont 
nnilbrmes  aux  environs  de  «(  =  e,,  f/o^^  e^,  et,  par  conséquent, 
Si  ~^~  ^:i  ^t  ^1  >î2  ^^  sont  aussi. 

2"  Lorsque  l'équation  (i")  est  renij»lie,  on  a 

i    II,—  ei=  'iô^i  (/.-h^o)-}-  |ji(^^4-/n+...T 

étant  p()S('',  pour  abréi;ci-, 

Les  tenues  de  ces  deux  séi'ies  sont  de  la  loruie 
e.)iist.(/J'"-'-^/^"'+'), 

Tous  ces  terun-s  sont  di\  Jsibles  par  /,  -h  ^o.  Si  //,  —  e,,  ii.^ —  v'o, 
A,,  fo  deviennent  donc  iutininient  petits,  les  ti.'rnies  iinuiédiatenient 
suivants  à  2c_,{f,-h^o)  et  2  ^is_,  (/,  H- /^j  )  respeclivenient  de- 
\iennent  des  intiniment  petits  d'ordre  snpéiienr  à  celui  de  ces  der- 
nières quantités.  Par  eonsécpient,  // ,  —  *'(•,";; —  e^  sont  du  même 
oiibc    (ine    /,  -j-Zj.     l'ii    sonslravanl    iiiainlenant  la    seconde    des 
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équations  (  S'')  de  la  première  multipliée  par  [i,  on  trouve  que 

doit  être  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  tt-h  t-i^ 
et  par  suite  d'vui  ordre  supérieur  à  celui  de  u,  —  Vt  ou  de  z<o —  Vo, 
c'est-tà-dire  que  l'on  doit  avoir 

(9)  ?(«1—   «'l)  —  (''2—   <'2)=0. 

Par  conséquent,  ^i^  ^2  n'arrivent  à  une  même  valeur  [i  que 
lorsque  la  relation  (9)3  lieu  entre  les  derniers  éléments  des  che- 
mins suivant  lesquels  zti,  11-2  parviennent  à  i^,,  Uo. 

3°  Dans  le  cas  où  l'équation  (  2)  a  lieu,  on  a 

I   ;/, —  r,  —  —    ps  (fi  -i-  ^2)  — -pi(^i  +  ^2) —•  •  •' 


en  posant 


I  ] 


{6")  ^  =  t.,     y-^t,. 

Si  -52 

En  introduisant  dans  les  séries  (5*)  les  variables 

on  peut  les  présenter  sous  la  forme  de  développements  procédant 
suivant  les  puissances  entières  positives  de  ■w^ ,  ivo  / 

(8«)  '        '  '"    '    , 

f      "2  —    ^'2  ^ P3  "'1 p4  "'2  —  •   •   •  • 

11  résulte  du  théorème  cité  de  Jacobi  que  les  vv,,  w-^  peuvent  être 
développés  au  voisinage  de  u^  =  i^,,  iij  =  i'-2  suivant  les  puissances 
entières  positives  de  Ui  —  t^,,  11-2 — ^2-  Ainsi  (V,,  Wo,  de  même  que 
^1  _f_  ^2,  ^)  ^2,  seront  uniformes  pour  le  même  voisinage. 

4°  Lorsqu'enfm  l'équation  (2")  a  lieu,  on  a 

(  'h-  ^\=-  IPôit]  ^  tl)  -  Ihi^t  -^  il)  - ■  •  ■ , 
(5-) 

i',  =  —  2  pr,  (  ti   +  U)  —  ^  p,  (  t]A-t\) 
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ôlaiil  posé 

(()'■)  :;^=^,   W^^t,. 

Tous  les  t(Mmc\s  cU;  ces  séries  sont  divisibles  par  ^,  4-  t-^.  Si  donc 
«,  —  V',,  u^  — r^,  t^^l.^  deviennent  infiniment  petits,  Uy  —  V\  sera 
d'un  ordre  supérieur  à  celui  de  /,  +  /o,  tandis  que  lu  —  v-.  sera  du 
même  ordre  que  t^  -+- 1^.  Par  conséquent,  il  existe  aussi  dans  ce 
cas  une  relation  entre  les  derniers  éléments  des  cliemins  suivant 
lesquels  «,,  «^  parviennent  à  r,,  v^.  Il  ne  pourra  donc  pas  se  faire 
que  pour  des  chemins  arbitraires  de  «1,  «1  les  vi,  ^2  deviennent 
simultanément  infinis. 

Au  voisinage  maintenant  de  v  =  ^,  dans  le  cas  où  l'équation  (i) 
a  lieu,  ainsi  qu'au  voisinage  de  v!^  =  oo  ,  lorsque  l'équation  (2)  est 
vérifiée,  la  fonction  v'^î'(^)  est  uniforme,  et  par  conséquent  aussi 
y  K(v:^),  d'après  une  remarque  du  §  IX. 

Si  donc,  sous  les  mêmes  conditions,  aux  valeurs  !J,  =  ^o  =::  ^  ou 
'C\  =:  Xo  =  "^  correspond  le  couple  de  valeurs  w,  =  v^, ,  «o  =  ^^25  les 
fonctions  ^R(!^,),  vR(^2  )  ne  doivent  pas  changer  leur  signe  lorsque 
les  «,,  u-j,.,  tout  en  restant  à  une  distance  suffisamment  petite  des 
Vi^V2i  circulent  autour  de  ces  points,  et,  par  conséquent,  les 
fonctions 


seront  uniformes  au  même  voisinage  siG(^)  représente  une  fonc- 
tion uniforme  de  ^.  En  désignant  donc  par  c,  et  -o  les  valevirs 
de  -  qui  correspondent,  d'après  les  équations  (3),  aux  deux 
couples  de  valeurs 

il  résulte  que  z^-^z.,  et  ^,  "o  seront  uniformes  aux  ca\  irons  des 
valeurs  de  Ui^Ui  pour  le  voisinage  desquelles  !^, -|- ^j,  X,  ^j  sont 
uniformes. 

XII. 

11  ressort  des  développements  qui  précèdent  que,  sous  la  suppo- 
sition faite  au  §  II,  les  fonctions  -,,  -o  des  variables  z<,,z<2  définies 
par  les  équations  (A)  sont  les  racines  d'une  équation  quadratique, 
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dont  1rs  focfiicicnls  sont  luiifornies  pour  des  \alcuis  (inics  des  va- 
liabk'S  arbitraiiTS  z/ , ,  «o.  Si  l'on  désigne  par  v,,,  v,o,  Vi-i,  ^{^^  des 
quanlités  aibitraires  ,  les  quantités  ^i  i  "i  +  Yiii"^^  7i'i"i  +722^2 
sont  iinii's  pour  tout  couple  de  valeurs  liuies  de  //,  ,//o,et  devieuuent 
iuliuies  lorsqu  une  au  moins  de  ees  dernières  quantités  devient  in- 
finie. Les  fonctions  Zi-hz-,  et  ZiZ-,  sont  donc  des  fonctions  uni  • 
loiines  des  variables  «,,  11-2  pour  tontes  les  valenrs  linies  de  ces  va- 
riables, indépendamment  de  la  suj>position  du  §  IJ. 

En  résumant  maintenant  les  recherclies  des  sj^  ll-\  Il  et  XI,  on 
obtient  le  résultat  suivant  : 

Pont-  (lue  les  jonctions  -,,  z-,  des  vci/iahles  arhilmives  et  indé- 
penda/iles  entre  elles  //.,,  ;/•>,  dcfini.es  pai-  les  é// nations  (A),  satis- 
fassent  à  une  (ui nation  (/uad/-ati(/ue  dont  les  coe(ficients  soient  uni- 
formes j)our  toutes  les  valeurs  finies  de  ces  l'arinhles ,  étant 
su/>/}Osé  </ue  les  fonctions  J  [z)  et  '-pi-)  aie/it  les  propiiétès  indi- 
quées au  ^  I,  les  conditions  suivantes  sont  nécessaires  et  suffisantes  : 

Les  deux  fonctions  f[^z)  et  'j>(  c)  ne  doivent  pas  s'anJiuler  pour 
une  même  valeur  finie  de  z. 

L'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  z — a  dans  le  déve- 
loppement de  Y./"(-)  +  '^  'f  (  "))  f^"  7  ^-^  ^  •^'^'^^  '^^'•'^  constantes  arhi- 
tiaii-es,  pour  le  voisinage  d'un  point  singulier  a  des  fonctions 
f{z),  o[z),  doit  être  un  nonihre  négatif,  ne  surpassant  pas  V unité 

néiiative  ou  bien  a}(int  la   valeui-  — i -\ (n  étant  un  nonibie 

i-ntier  positif"). 

D'autre  paît,  l'exposant  de  la  plus  petite  puissance  de  -  dans 

le  développem"nt   de  "  f(  z)  -\-  0  'c,(  z)   relatif  au    voisinage   de 
z  ^:^  :c  doit  être  un  nombre  ne  surpassant  pas  V  unité  positive  ou 

bien  ayant  la  valeur  i -\ { n.  étaut  un  nombre  enlier  positif). 

L.a  fonction  z  de  ^  définie  par  l' éipiation  (  D)  ne  doit  pas  avoir 

plus  de   deux    valeurs   [éq.   (K)],    tandis    que  f[z)    considérée 

comme  fonction  de  X^  doit  avoir  les  propriétés  exprimées  par  les 

équations  (L),  (L'i. 

llcidelheri;,  décembre  iSSo. 
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COMPTES  UKNDIJS  ET   ANALYSES. 

RESAL  (H.).  —  Traité    de   .MÉcANigiii   gknérm.k.  (i  \nl.  in-8  .         Paris. 
Gaulhier-Villars  (  '  1. 

M.  Resal  vient  (Je  Taire  paraître  le  .sixième  ol  dernier  Volume  d»- 
son  Traité  d(^  Mécanique  générale.  Nous  n'avons  |)as  cru  devoii- 
(aire,  à  mesure  qu'ils  paraissaient,  l'analyse  des  Volumes  de  cet  Ou- 
vrage considérable,  qui  résume  la  plus  grande  partie  de  nos  con- 
naissances en  Mécanique  rationnelle  et  appliquée. 

Dans  le  premier  \  olume,  Tauteur  prend  pour  poinl  de  départ  la 
partie  rationnelle  de  son  Traité  de  Cinématique  pioe,  conformé- 
mentaux  idées  de  Poncelet.  Il  reproduit  à  ce  sujet  un  grand  nombre 
de  théorèmes,  dont  une  bonne  partie  est  due  à  l'auteur:  sans  entrer 
dans  trop  de  détails,  nous  pouvons  taire  remarquer  qu'il  expose 
d'une  manière  simple  et  élégante  la  théorie  de  Wevvton  sur  les  per- 
turbations des  planètes  censées  situées  dans  le  plan  de  l'équateur, 
et  il  en  fait  une  heureuse  application  à  la  question  soulevée  par 
Poisson  et  relative  à  une  accélération  perturbatrice  dirigée  en  sens 
inverse  du  mouvement  et  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

La  théorie  des  mouvements  relatifs  deCoriolis  a  reçu  une  grande 
extension  de  la  part  de  l'auteur,  qui,  à  l'aide  de  théorèmes  très  in- 
génieux, est  parvenu  à  simplHier  considérablement  cette  théorie, 
que  l'on  ne  pouvait  aborder  auparavant  que  très  difficilement. 

Entrant  dans  le  domaine  de  la  Dynamique,  M.  Resal  s'affranchit 
du  théorème  de  d'Alembert,  qui  n'a  presque  rien  de  commun  avec 
la  signification  qu'on  lui  attribue  aujourd'hui  et  que  l'on  pourrait 


(')  Traité  de  Mécanique  générale^  coni prenant  les  Leçons  professées  à  l'Eeolf- 
Polytechnique  et  à  l'Ecole  des  Mines,  par  M.  II.  IIksm,,  meml)re  de  l'Institut,  in- 
génieur en  chef  des  Mines,  adjoint  au  Comité  d'Artillerie  pour  les  éludes  scieati- 
liques.  6  volumes  in-8°  (Paris,  (laiithier-Alllars  ).  Cet  Ouvrape  se  divise  en  trois 
Sections  : 

Mécanique  rationnelle.  Tome  1,  avec  66  (ig.,  187),  et  Tome  II,  avec  56  fig.,  187'). 

Mécanique  appliquée  (moteurs  et  machines).  Tome  III,  avec  2i3  fig.,  1878,  ei 
Tome  IV,  avec  200  fig.,  1876. 

Constructions.  Tome  V,  avec  3o8  fig.,   1880,  el  Tome  VI,  avec  .Siç)  (ig.  et  '»  |il., 

I  SK  1 . 
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appeler  avec  juste  raison  le  théorème  de  LaplaceelLagrange,  chacun 
de  ces  illustres  géomètres  travaillant  à  l'insu  de  l'autre.  Une  interpré- 
tation de  la  vitesse  de  l'extrémité  de  l'axe  qui  représente  le  moment 
des  quantités  de  mouvement  permet  à  l'auteur  d'établir,  sans  trans- 
formation de  coordonnées,  les  équations  d'Euler  relatives  au  mou- 
vement d'un  solide  autour  d'un  point  fixe,  du  mouvementde  la  tou- 
pie, etc.  M.  Resal  termine  son  premier  Volume  par  une  théorie  très 
simple  du  mouvement  relatif  d'un  solide  par  rapport  à  un  système 
invariable,  avec  son  application  aux  phénomènes  terresties. 

Dans  son  deuxième  Volume,  M.  Resal,  en  s'occupant  du  frotte- 
ment, donne  notamment  l'explication  des  rotations  périmétriques 
de  M.  Sire  et  du  mouvement  de  glissement  d'une  bille  sur  un  tapis 
(théorème  de  J.-A.  Euler,  fils  du  célèbre  analyste). 

L'auteur  reprMluit  ensuite  la  théorie  de  l'équilibre  intérieur  des 
corps,  en  en  faisant  l'application  à  la  poussée  des  terres  et  à  la  partie 
fondamentale  de  la  théorie  de  l'élasticité.  Abandonnant  cette  théo- 
rie, dont  jusqu'à  présent  on  n'a  pu  tirer  un  grand  parti,  l'auteur  a 
cru  devoir  reprendre  les  idées  de  BernouUi,  Coulomb  et  Navier 
sur  l'élasticité  et  dont  Poisson  a  pu  tirer  un  excellent  parti  en 
s'occupant  des  vibrations  des  prismes. 

L'auteur  a  traité  avec  beaucoup  de  soin  la  mécanique  des  fiuides. 
En  Hydrostatique,  il  a  exposé  d'une  manière  simple,  d'après  les  idées 
de  Laplace  et  de  Poisson,  les  principes  fondamentaux  de  la  capil- 
larité. En  Hvdrodvnamique,  il  a  introduit  les  résultats  de  Svanberg 
sur  l'écoulement  d'un  liquide  pesant  par  un  orifice  pratiqué  au 
sommet  d'un  vase  de  révolution  autour  d'un  axe  vertical  et  la  théo- 
rie bien  simplifiée  de  Meyer  relative  au  mouvement  d'un  corps, 
dans  un  fluide  pesant  indéfini.  L'auteur  s'occupe  ensuite  de  cette 
demi-science  que  l'on  appelle  l'Hydraulique,  qui  rentre  surtout 
dans  l'art  de  l'ingénieur  et  sur  laquelle  nous  ne  croyons  pas  devoir 
nous  arrêter.  Le  Volume  se  termine  par  la  Thermodynamique, 
exposée  avec  une  grande  simplicité  et  que  jM.  Resal  a  introduite  le 
premier  en  France,  en  1860,  sous  le  titre  de  Commentaire.,  dans 
un  Mémoire  publié  dans  les  Annales  des  Mines . 

On  peut  ajouter  qu'il  a  établi  les  formules  fondamentales  de  la 
Balistique  intérieure,  dont  M.  Sarrau  a  tiré  depuis  un  excellent 
parti.  Dans  un  Appendice  nous  trouvons  quelques  Notes  intéres- 
santes, savoir  :   i"  De  V influence  (ht  vent  si/r  le  7}wi/\.emenf  ries 
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projectiles;  a"  J)<'  l' injhiencc  de  la  résistanee  de  ('(di-  sur  le 
/nom-ement  dn  pendule  à  oscillai  ions  elliptiques,  i-ccherche  baséo 
sur  une  lliéoric  ori<;lnale  d'un  mode  parlieulier  de  pcrlurhations  ; 
'^'^  Sur  les  points  d^'cJiajtpenu'nl  d'un  élinncnt  inalrricl  niohilc 
sur  une  courbe  fixe  ;  ^"  Sur  le  clioe  de  deux  corps  libres,  llicorio 
qui  a  reçu  depuis  une  si  belle  exlension  de  la  part  de  M.  Dar])()u\. 

A  partir  de  son  troisième  Volume,  nous  ne  voyons  plus  dans 
M.  Resal  qu'un  savant  ingénieur  qui  cherche  à  relier  la  théorie  avec 
la  pratique.  En  ce  qui  concerne  la  première  Section,  relative  aux 
transmissions  de  mouvement  dans  les  machines,  nous  nous  borne- 
rons à  signaler  une  théorie  analytique  originale  du  balancier  etacees- 
soires  de  Watt,  une  théorie  complète  des  coulisses,  empruntf'e  ;i 
Zeuner,  maisquinousparaîtbeaucoupplussimple,  enfin  une  th<''oric 
des  coulisses  des  bateaux  à  vapeur  du  lac  Léman.  L'auteur  s'ocruj). 
ensuite  des  volants,  et  à  ce  sujet  il  est  allé  plus  loin  que  Corioiis, 
qui,  par  une  analyse  assez  compliquée  et  combinée  avec  des  épures 
(XXP  Cahier  du  Journal  de  l' Ji  cale  Po{v techn iq ae),  availcherché 
à  tenir  compte  de  l'inertie  des  pièces  oscillantes.  Par  une  ap- 
proximation bien  suffisante,  M.  Resal  a  su  vaincre  toutes  les  dil- 
ficultés  et  même  tenir  compte  de  la  détente  dans  une  machine  à 
vapeur.  L'auteur  expose  ensuite  une  théorie  complète  des  régula- 
teurs ordinaires  et  isochrones,  du  régulateur  pneumatique  de 
Larivière,  de  la  stabilité  des  locomotives  et  des  mécanismes  de 
l'horlogerie. 

Le  Tome  I\  est  consacré  à  l'étude  des  moteurs  animés,  livdrau- 
liques,  à  vent  et  thermiques.  Nous  nous  bornerons  à  mentionner 
des  théories  complètes  du  bélier  hydraulique,  de  l'utile  interven- 
tion des  réservoirs  d'air,  dans  les  conduits  des  enveloppes  des  ca- 
lindres  des  machines  à  vapeur,  du  profil  rationnel  des  segments 
d'un  piston,  des  fonds  plats  et  compensateurs  des  chaudières. 

Dans  son  cinquième  Volume  on  voit  que  M.  Resal,  comme  il  le 
reconnaîtlui-mème,  se  lance  de  plus  en  plus  dans  la  pratique,  et  par 
nécessité;  car,  sur  les  entrefaites,  il  est  devenu  professeur  de  (!on- 
struction  à  l'Ecole  Nationale  des  Mines.  Quoique  nayant  pas  beau- 
coup de  sympathie  pour  les  sciences  peu  rationnelles,  nous  nous  pej- 
mettrons  toutefois  dédire  (pie  M.  Resal  a  donné  une  formule  nou- 
\cAic  relativement  à  la  llexion  des  pièces  circulaires  (  qui,  comme  cas 
particulier,  rentre  dans  celle  des  prismes),  ce  qui  lui  perniiM  de  ré- 
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soudre  toutes  les  questions  relatives  à  ces  pièces  non  fermées  ou 
fermées.  Nous  trouvons  également  dans  cette  Partie  des  théories 
intéressantes  des  chaînes  à  maillons  plats,  des  chaînes  de  silreté  des 
chemins  de  fer,  des  bandages  des  roues,  des  véhicules  des  che- 
mins de  fer,  une  application  très  ingénieuse  de  la  flexion  circulaire 
au  tracé  des  arcs  de  cercle  d'un  grand  ravon  au  moyen  d'un  in- 
strument dont  il  est  l'inventeur,  des  ressorts  de  suspension  des 
véhicules  des  chemins  de  fer,  de  la  flexion  et  de  la  torsion  simulta- 
nées des  pièces  planes  ou  gauches,  des  ressorts  à  boudin. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'exjjosition  des  détails  techniques 
de  la  construction  qiii  se  trouve  dans  ce  \  olume.  La  seule  chose 
que  nous  avons  à  signaler  est  relative  à  la  poussée  et  à  la  butée  des 
terres.  M.  Resal  est  parvenu,  par  l'Analvse,  à  résoudre  la  question, 
quelle  que  soit  la  forme  continue  ou  discontinue  du  profd  du  ter- 
rain; on  ne  connaissait  jusqu'ici  à  ce  sujet  que  l'épure  de  Pon- 
celet,  qui  exige  que  l'on  sache  bien  dessiner  et  que  l'on  ait  beau- 
coup de   patience. 

En  tête  du  TomeVI  se  trouve  le  Chapitre  des  voûtes.  En  ce  qui  con- 
cerne les  voûtes  en  berceau,  M.  Resal  donne  d'abord  le  tracé  dû  à 
Huygens  d'une  anse  de  panier  à  trois  centres,  puis  le  tracé  d'une  anse 
de  panier  à  un  nombre  quelcon([ue  d'après  la  méthode  élégante  et 
trop  peu  connue  de  feu  ]\Jichal,  inspecteur  général  des  Ponts  et 
Chaussées,  enfin  celui  de  la  courbe  à  onze  centres  du  pont  de 
Neiiilly,  résultant  d'une  règle  empirique  de  Perronet.  Plus  loin, 
nous  remarquons  une  théorie  originale  relative  à  la  pression 
exercée  par  une  voûte  en  construction  sur  son  centre.  Les  condi- 
tions de  stabilité  d'une  voûte  sont  exposées  d'abord  en  faisant  usage 
des  courbes  de  pression  de  Morelev  et  Méry,  puis  d'après  les  prin- 
cipes de  Coulomb,  dont  les  généraux  Audoy,  Poncelet  et  le  colo- 
nel Petit  ont  fait  de  si  intéressantes  applications.  Ace  sujet,  l'au- 
teur démontre  un  théorème  nouveau  dont  nous  ne  croyons  pas 
devoir  reproduire  l'énoncé  et  qui  a  pour  but  de  faire  ressortirl'ana- 
logie  qui  existe  entre  les  méthodes  de  Méry  et  de  Coulomb.  Nous 
signalerons  enfin  :  i"  les  théories  nouvelles  l'elatives  à  la  flexibi- 
lité des  plates-bandes  et  des  voûtes  en  dôme,  aux  tirants  en  fer 
employés  dans  la  construction  des  voûtes  pour  en  assurer  la  stabi- 
lité; 3"  les  résultats  des  expériences  de  M.  delà  Gournerie  sur  les 
voûtes  biaises  et  qui  ont  pour  objet  de  faire  disparaître  l'idée  ab- 
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surdc  (le  la  poussée  au  \  iclc.  I\I.  llesal  élablil  h-s  contlilioiis  de  ré- 
sislance  de  quelques  pouls  eu  eliarpente,  des  fermes  en  fer  de  Po- 
louceau,  la  répaillliou,  d'après  une  mélliode  nouvelle,  des  efTorls 
<lans  une  poutre  en  treillis;  11  étend  ensuite  à  des  piliers  d'inégale 
hauteur  la  théorie  des  ponts  suspendus  erééc  par  Navler  et  l'ait  res- 
sortir les  effets  des  variations  de  température  sur  les  cables,  ainsi 
que  ceux  qui  sont  dus  à  rélasticité;  après  avoir  passé  en  revue  les 
j)rincipes  des  j)onts  métalliques  sur  arc,  il  donne  une  théorie  com- 
plète des  ponts-lcvis,  cjui  a  fait  Tobjetde  nombreuses  recherches  de 
la  part  deBelidor,  de  Dellle,  de  Derché,  de  Bergère,  de  Poncelet  et, 
dans  ces  derniers  temps,  du  colonel  Peaucellleretdu  chefdebataillon 
Wasfner.  La  stabilité  et  le  tiraee  des  cheminées  sont  traités  d'une 
façon  complète.  Les  Chapitres  suivants  se  rapportent  à  l'aménage- 
ment des  CAUx  motrices,  à  la  navigation  intérieure  et  aux  travaux 
maritimes.  L'auteur  a  fait  suivre  son  Volume  d'un  Appendice  dans 
lequel  nous  remarcjuons  une  nouvelle  et  très  simple  démonstration 
du  théorème  des  trois  moments  (attribué  à  tort  à  Clape}ron,  mais 
qui  est  réellement  du  à  M.  Bertot,  ancien  officier  de  marine),  la 
solution  d'un  problème  se  rattachant  à  la  question  du  mètre,  un 
aperçu  nouveau  sur  la  répartition  des  efforts  dans  les  fermes  en 
charpente  basé  sur  la  considération  du  centre  instantané  de  rota- 
tion, une  théorie  de  l'étayement  des  murs,  l'exposition  des  prin- 
cipes adoptés  pour  établir  la  plate-forme  d'un  chemin  de  fer,  la 
description  de  quelques  ponts  métalliques  remarquables  de  la  Hol- 
lande et  de  l'Allemagne,  enfin  celle  d'un  pont  de  bateaux  pour  le 
passage  d'un  chemin  de  fer  sur  le  Rhin. 

En  joignant  aux  six  Volumes  dontnous  venons  de  faire  une  ana- 
lyse sommaire  un  Traité  de  Ciiiéniatique pure  et  un  Traité  de 
Mécanique  céleste,  M.  Resal  a  formé  une  véritable  encyclopédie 
dans  laquelle  toutes  les  branches  de  la  Mécanique  sont  représentées 
et  qui  a  déjà  reçu  l'accueil  favorable  (pi'elle  mérite  à  tous  égards. 
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RUBINl  (R.).  —  CoMPLEMENTo  Di  Calcolo  infiniteslmalk.  —  Xapoli,  1880. 
Br.  in-8°,  167  pages. 

(^Analyse  faite  par  l'auteur.) 

Mon  but,  en  rédigeant  cet  Omrage,  a  été  d'exposer  le  plus  clai- 
rement possible  les  nouvelles  méthodes  d'intégration  au  moyen  du 
Calcul  des  opérations,  dues  aux  géomètres  anglais  et  surtout  à 
Boole.  On  doit  à  cet  auteur  des  procédés  très  ingénieux  pour  in- 
tégrer les  équations  linéaires  à  coefficients  constants  ou  variables, 
aussi  bien  que  les  équations  aux  dérivées  partielles  et  les  équations 
à  plusieurs  variables  aux  différences  finies  et  aux.  différences 
mêlées. 

A  mon  avis,  le  plus  important  et  le  plus  ingénieux  des  procédés 
inventés  par  Boole  est  celui  qui  s'applique  à  l'intégration  des  équa- 
tions linéaires.  Par  un  changement  de  la  variable  indépendante, 
on  parvient  quelquefois  à  réduire  la  question  à  la  résolution  d'un 
svstème  d'équations  binantes  (d'après  la  dénomination  du  même 
auteur)  de  la  forme  symbolique  (') 


(a)  u,.—  q,.'^i^)eUi,.—  \], 

dt 


lesquelles  ne  sont  ([ue  du  premier  ordre  lorsque  le  symbole  D  ::=  -y- 


1     1     r  '^D4-? 

est  de  la  lorme 


Par  un  changement  de  la  yariable  dépendante,  on  ramène  l'inté- 
gration de  l'équation  donnée  (a)  à  hi  résolution  de  deux  équations 
de  condition 


P, 


?(B)- 


-1 


U, 


et  à  l'intégration  de  l'équation  symbolique 

laquelle  est  d'un  ordre  inférieur  à  celui  de  la  proposée.  La  pre- 
mière des  équations  (b)  conduit  généralement  à  une  diflérentia- 


(')  Complemento  <U  Calcolo  infinitésimale,  p.  f>3. 


COMPTES   IIKNDUS   lîT   A  N  A  I- VSE  S.  ^/i 

lion  successive,  et  lu  seconde  à  une  inlé^ration,  sans  (jiie  le  cas 
contraire  puisse  se  présenter.  On  commence  par  déterminer  \  par 
la  seconde  des  équations  (/>);  puis  on  passe  à  l'intégration  de  l'équa- 
tion (c)  pour  obtenir  v  ;  enlin  Ton  détermine  ft  par  la  |)remière  équa- 
tion (b).  Les  équations  (0)  lont  connaître  si  léquaiion  proposée 
peut  s'intégrer  en  termes  finis. 

Ce  procédé  singulier  ne  s'applique  qu'aux  équations  (|ui  peuNcnl 
prendre  la  forme  binôme  («);  mais  Boole  lui-même  a  montré  com- 
ment parfois,  en  introduisant  une  quantité  indéterminée,  on  peut 
ramener  une  équation  non  binôme  à  une  équation  binôme  (  '  ). 

Quand  l'équation  proposée  n'est  pas  intégrable  en  termes  finis, 
Boole  a  donné  une  belle  méthode  pour  rinlégration  pai-  séries,  et 
il  a  formulé  une  règle  pour  les  cas  où  la  méthode  générale  tombe 
en  défaut.  Cette  règle,  dont  l'éminent  analyste  a  cru  pouvoir  s'at- 
tribuer la  découverte,  est  comprise  tout  entière  dans  un  procédé 
employé  pour  la  première  fois  par  Euler,  ainsi  que  je  l'ai  fait  voir 
dans  ime  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Xaples  (-  ). 

Mon  Ouvrage  ne  renferme  aucune  théorie  qui  m'appartienne,  si 
ce  n'est  ce  qui  concerne  la  détermination  des  constantes  dans  des 
cas  exceptionnels  (  ■'  ). 

J'ai  cru  néanmoins  qu'il  était  de  la  plus  grande  importance  de 
mettre  à  la  portée  des  étudiants  la  connaissance  des  nouvelles 
méthodes,  qui,  j'en  ai  la  certitude,  par  leur  simplicité  et  leur  géné- 
ralité (autant  du  moins  que  le  calcul  inverse  est  praticable),  trou- 
veront place  dans  les  applications  du  Calcul  aux  sciences  physico- 
mathématiques. 

Je  n'ai  pas  introduit  dans  mon  Ouvrage  certaines  applications  de 
la  méthode  qui  m'ont  paru  exiger  des  démonstrations  plus  rigou- 
reuses que  celles  que  l'on  connaît  jusqu  ici.  R.    R. 


(',  Complemento.  p.  (jî. 

'■)  Intorno  ad  un    asscrtivu  di   lioole  [Reiidir.  délia  R.  Accud,   délie  Sc\  fis.  r  tna- 
tciii.,  t.  XIX;  anno  1880. 

(■')   Complemenio,  §§  3-')  et  311. 
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MELANGIiS. 

ÉTUDE  SUR  LE  TRIANGLE  HARMONIQUE; 
l'AH   M.  CHARLES  HENKY. 

i11st<)R[Qi:e. 

1.  Le  97  décembre  1694,  Leibniz  écrivait  au  niarqiiis  de  l'Hos- 
pital  :  «  J'a\ais  pris  plaisir...  de  clierclier  les  sommes  des  séries 
des  nombres,  et  j(;  m'étais  servi  pour  cela  des  difFérences  sur  un 
théorème  assez  connu,  qu'une  série  décroissant  à  l'infini,  son  pre- 
mier ternie  est  égal  a  la  somme  de  toutes  ses  dillerences.  Cela 
m'avait  donné  ce  que  j'appelais  le  Irinngle  harmonique,  opposé  au 
triangle  arithmétique  de  M.  Pascal.  Car  AL  Pascal  avait  montré 
comment  on  peut  donner  les  sommes  des  nombres  figurés  qui  pro- 
viennent en  clieicliaut  les  sommes  et  les  sommes  des  sommes  des 
termes  de  la  progression  arithmétique  naturelle,  et  moi  je  trouvai 
que  les  fractions  des  nombres  figurés  sont  les  diflérences  elles  dif- 
férences des  différences  des  termes  de  la  progression  harmonique 
naturelle,  c'est-à-dire  des  fractions 

I         I         I         I 

—  1      —1      — '      -7'    •"•» 

I        7.        o        4 

et  (pi  ainsi   on  peut  donner  les  sommes    des    séries  des  fractions 
figurées  comme 
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Reconnaissant  donc  cette  grande  utilité  des  différencies  et  voyant 
que  par  le  calcul  de  M.  Desearles  l'ordonnée  de  la  courbe  peut  être 
expiimée,  je  vis  que  trouver  les  quadratures  ou  les  sommes  des  or- 
données n'est  autre  chose  que  trouver  une  ordonnée  de  la  quadra - 
trice  dont  la  différence  est  proportionnelle  à  l'ordonnée  donnée, 
.le  l'cconnus  aussi  bientôt  que  liouver  les  tangentes  n'est  autie  chose 
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(|iK' dilléreiilier,  cl  liomcr  les  (juadraluics  n'est  autre  chose  (jik; 
soiimicr,  puorvii  qu'on  suppose  les  dillcrences  incomparablement 
petites.  Je  vis  aussi  (jue,  nécessairement,  les  grandeurs  difll'éren- 
tielles  se  trouvent  hors  de  la  fraction  et  hors  du  vi/iculiiin ,  et 
([u'aijisi  on  peut  donner  les  tangentes  sans  se  mettre  en  peine  des 
irrationnelles  et  des  Iractions.  Et  voilà  l'histoire  de  l'origine  de  ma 
méthode  (  '  ).   » 

Dans  un  opuscule  intitulé  Histoiia  et  urigo  Calculi  dijjercn- 
tinlis,  publié  seulement  en  184^  par  M.  Gerhardt  (-),  nous  trou- 
vons quelques  détails  complémentaires.  C'est  dans  le  courant  d»- 
l'année  xQ-ji  que  Leibniz  eut  l'idée  du  triangle  harmonique,  et 
c'est  Huvgens  qui  lui  proposa  de  trouver  la  somme  d'une  série  dé- 
croissante de  fractions,  les  numérateurs  étant  des  unités  et  les 
dénominateurs  des  nombres  triangulaires.  Huygens  avait  pu  cal- 
culer cette  somme  à  la  suite  d'entretiens  avec  Hudde  sur  les  proba- 
bilités. Leibniz  la  trouva  égale  à  2,  ce  qui  concordait  avec  le  résultat 
de  Huygens  et  avec  la  vérité.  11  découvrit,  par  le  même  procédé, 
les  sommes  des  séries  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  des 
nombres  ligures  quelconques,  et  dans  la  suite,  ayant  pris  connais- 
sance du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  il  donna,  par  analogie, 
à  son  procédé  d'investigation  le  nom  de  triangle  harmonique. 
L'illustre  géomètre  revient  avec  quelques  détails  sur  ce  triangle 
dans  une  Note  intitulée  Nova  jtlgehrœ  promotio,  publiée  égale- 
ment par  M.  Gerhardt  [^)\  au  contraire,  l'auteur  v  fait  une  simple 
allusion  dans  une  de  ses  lettres  à  Oldenbourg,  imprimées  dans  le 
Commerciiiui  e/>istolicum  (^),  et  le  mentionne  rapidement  dans 
son  opuscule /)e  vcia  proportione  circuli  [^).  Cette  conception, 
qui  joua  un  si  grand  rôle  dans  la  création  du  Calcul  ditlérentiel, 
est  donc  une  révélation  toute  récente  de  l'érudition,  essentielle- 
ment digne  à  ce  point  de  vue  de  l'attention  des  géomètres. 


(')   J.eibnizens  Mathematische  Scliiiften,  Raïul  II,  p.  209. 

f^)  Htstoria    et    origo    Calculi    differentialis    a    Leibnitio   conscr/'nta ;    Hannovcrii". 
i8'f6.  —  Leibnizens  Mathematische  Schrifteii,  Band  I,  p.  '^ci\. 
(*)  Leibnizens  Mathematische  Schri/len,  Kand  III,  p.  i-j^. 
{^)  Commercium  epistolictun.   nouvelle  édition.  Paris,  i8jfi,   p-gi. 
(  =  )   Lcibnitii  Opcra,  éd.  Diilens,  t.  III,    |).   i 'i^î. 
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CONSTIIUCTIO^S    Dr     TUIAKCLE    HARMOKIQtF. 

2.  De  même  que  le  triangle  arithmétique,  le  triangle  harmonique 
peut  se  construire  de  trois  manières. 

Première  construction.  —  Ecrivons  sur  une  ligne  horizontale  la 

série  harmonique  de  i  à  -  par  exemple  ;  retranchons  la  deuxième 

fraction  de  la  première,  la  troisième  de  la  deuxième,  la  quatrième 
de  la  troisième,  etc.,  nous  avons  la  deuxième  ligne  du  triangle.  Opé- 
rons sur  cette  deuxième  ligne  comme  nous  avons  opéré  sur  la  pre- 
mière, nous  aurons  la  troisième  ligne,  et  ainsi  de  suite;  chaque 
ligne  contiendra  une  fraction  de  moins  que  la  précédente  jusqu  à 
la  neuvième  ligne,  qui  \\en  contiendra  évidemment  plus  qu'une. 

Construction    [a]. 
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Deuxième  construction.  —  Au  lieu  d'écrire  la  série  harmonique 
sur  une  ligne  horizontale,  écrivons-la  sur  une  ligne  ohlique;  pro- 
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céclons  comnit'  pirct-cletninciil  cl  éciivons  les  (liHérciiccs  sur  des 
lignes  parallèles  à  la  première:  nous  avons  alor.  une  tlcuxième  eon- 
slruclion  du  triangle;  liaiinuniqui-,  (|ui  ollrc  sur  la  cnusrruetion  [a) 
l'avanlage  cl(;  mieux  faire  ressortir  les  symétries  ixuinériques. 

Consti  lut  ion   [h]. 
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Troisibiiie  construction.  —  Ecrivons  les  neuf  premiers  termes 
(le  la  série  harmonique  sur  une  ligne  verticale:  retranchons  la 
deuxième  fraction  de  la  première,  nous  aurons  la  première  frac- 
tion de  la  deuxième  colonne  ;  retranchons  la  troisième  fraction  de 
la  deuxième,  nous  aurons  la  deuxième  fraction  de  la  deuxième 
«olonne,  etc.  ;  retranchons  la  deuxième  fraction  de  la  deuxième 
colonne  de  la  première  fraction  de  la  même  colonne,  nous  aurons 
la  première  fraction  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de  suite; 
chaque  colonne  contenant  un  terme  de  moins  que  la  précédente 
jusqu'à  la  neuvième,  qui  n'en  contient  évidemment  qu'un. 

C'est  sur  la  construction  (c)  que  nous  étudierons  les  propriétés 
du  triangle  liarm()ni(|ue.  sans  nous  attarder  aux  démonstrations. 
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Co/istriictioi    f  f  ) . 


I 

r 

9. 

o 

1 

I 

1 

3 

I 

4 

1 

• 

1 

1 

1  2 

I 

4 

1 

I 

5 

•20 

3<) 

'.>() 

■) 

1 

I 

"3o 

1 

! 

6^ 

1 

37j 

1 

I 
1 

I 

1 

io5 

I 

140 
I 

r 

i()5 

I 

1 

4^ 
1 

I  I 

8  56     T68     ^     ^     768      56.      8 

I        I  I  •!  I  I  I  t         r 

9  72         0.52        5o4        63o        5o4         '25'2         -2        y 
PnOPUlÉTÉS     DU     TIÎIAAGLK    H  AI\:\I()MO  T  K. 

3.  Thkobémk  ].  —  Dans  lui  triangle  liarnionù/ue,  un  ternie 
quelconque  est  égal  à  la  différence  de  tous  les  ternies  de  la  co- 
lonne /nécédente  jusqu'au  terme  jdacé  su?'  la  même  ligne  que  lui 
ou  à  la  différence  de  tous  les  te/nies  au-dessus  de  lui,  nujins  le 
terme  placé  à  gauche  de  lui. 

Désignant  par  -;  une  fraction  figurée  quelconque,  par  l'exposant  n 

le  numéro  de  la  colonne,  par  l'indice  /le  rang  de  la  fi  action  dans 
la  colonne,  nous  avons 

III  I  > 


T  I 

■' r  .'Il 


,           '              I 

I 

'  /r'   ./7"'    ■ 

■■  ./r' 

d Où  idii  déduit 

■  1  ' 

c'est-à-dire  : 

.MC'LAMH^S.  loi 

Corolliiii'o.  —  Dans  chafjiu!  liyiic  du  triangle  liarniom^nie,  l<s 
nombres  équidislants  d(;s  exLrènies  sont  égaux. 

A.    Soient  -.1  j-,")  —,   des   fractions   à    (crnies   positifs  ;    dc'signons 

sous  le  nom   de  fraclion    ittcdidne   de    ces    fractions    la    fraction 

I  -f-  I  -+-  I  .  ,    .  ,  -  ,,  , 

--. ^,-,  ciui  est  évidemment  eomiHise  entre  elles,  et  anijclons 

./  -^f^-f       '  'Il 

fraction  médiane  de  la  ligne  du  triangle  liarmonique  la  fraction 

médiane  de  tout(;s  les  fractions  de  cette  ligne;  nous  avons  : 

Théguèaie  II.  —  Le  dénondnateur  de  la  fraction  médiane  de 
chaque  ligne  du  triangle  harmonique  est  égal  à  une  puissance 
de  1  inférieure  d' une  unité  au  rang  de  cette  ligne  multipliée  par 
le  nombre  exprimant  ce  rang,  ce  nombre  étant  identique  au 
numérateur. 

C'est-à-dire 


y,; +/;/-, -^  •••+./!' 


d'où 

(3)  \  "2"-'+ (/.- 3) v'-2^/;_^4-y;;_^ +  ...+/;'-., 


)    "2"-' 


Si  //  =  3,  on  a 
si  «  =  4i  OJI  s 

si  ;/  =  5,  on  a 


donc,  en  général,  le  terme  («  —  2)-""'  est  égal  à  la  somme  des 
somtnes  des  dénominateurs  de  toutes  les  lignes  antérieures  à  partir 
de  la  deuxième;  et  l'on  peut  énoncer  cette  proposition  : 

rHÈoi!i::Mi':  111.  —   La  somme  des   dénominateurs  d'une  ligne 
du   triangles  hdrmouKjiic  est  ('gale  à  une  puissance  de  2,   d'ex- 
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jfosant  égal  au  rang  de  cette  ligne,  plus  la  somme  des  sonmies 
des  dénonnnaleurs  de  toutes  les  lignes  précédentes  à  partir  de 
la  deuxième. 

5.   De  même,  ou  peut  facilemeuL  établir  les  propositions  sui- 
vantes : 

Théoriime  I\  .  —  Dans  chaque  ligne  du  triangle  harmuniijue, 

1  1'  '  '  '      /  j 

le  rapport  d  un.  terme  77^737  au  terme  —  est  égal  au  lapport  des 

Ji  + 1  •//■ 

nomhies  (jui  expriment  les  rangs  de  ces   termes ,   comptés  l'un 

a>r'ant  —,  l'autre  après  -jj^—^^  à  partir  de  V extrémité  de  la  ligne, 

J  r  Jr+ 1 

c'est-à-dire  que 

r  J- 

(4) 


ThéopvÈme  \  .  —  Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  appar- 
tenant à  une  colonne  d'ordre  «,  dans  le  cas  de  «^  i,  et  de 
rangs  j-  et  r  -\-  i^  est  égal  à  l'i/werse  du  premier  terme  d^ ordre 
n  -f-/",  divisé  par  r,  c'est-à-dire 

I 


r 

J  l-¥\ 


Théorème  VI.   —  La   colonne  n^ème  ^,,   triangle  harmonicpie 
présente  l'ordre  [n  -+-  i)'^'"'^  des  fractiojis  figurées  disnsées  par  n. 

6.   De  l'observation  en  particulier  des  deux  premières  colonnes 
du  triangle,  on  tire  la  série  bien  connue  de  Leibniz  : 

II  i  I  I  I  I 

I  /t  1.2  -2.0  /)  .  4  4  •  ^  l  "  —  '  ,  " 

ou,  dans  le  cas  de  n  =  yz  .^ 

I  I  I  I  1 

I  \  .■?.         ■?.     y         0.4  !"  —  '    " 
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De  cclUî  Si'i'ic.  (|ui  est  le  piincipc  du  <;»l(ul  des  (lilU'icnccs,  on 
(lédiiil  : 

Corollaire  I.  —  La  soiuiiic  \   — ^  4-  >   -^  +-  >   -r  +•  •  -i  <1'''>'s 

^  ///-        ^  iir        ^j  /«* 

laquelle  iti  marque  suecessivenu'Ut  tous  les  nombres  à  partir  de  u, 
converge  vers  l'unité.  En  cilet, 


I .?. 

I 

1 

I 

1          1          I          I 

=      .  -^  -^  -t-  -r  ^  —  +  •  •  - 
2            ?.           '.>,            2 

2.3 

I 
I 

•--3 

1             I            I             1 

374=^ 

I 
1 

-4 

I                  II                  I 

don 


^     '  ^^  w-       j^  r/r       j^  m* 

Corollaire  II.  —  De  cette  équation  se  déduit  celle-ci 

(7)  S 


! 
=^   I» 

m"  —  I 


dans  laquelle  n  prend  toutes  les  valeurs  possibles  et  m  est  souujis 
à  la  condition  de  n'être  pas  puissance. 
On  a,  pour  ///  =  i ,  2,  3,  . .  .,  go  , 


Y     I     _  V    '    _^  Y ^_  _^  Y \ 

^^  m"  —  I        ^^  iir  —  I        ^i^  m''  —  i        ^^  nt'  - 


H-  ...  ; 
—  1 


-^  i  m- —  I        ,_j  \in^         m*         /n"  1 

^^  ni^  —  I        _/j  \  m 


I  I 

irr        nr' 


mais  les  seconds  membres  des  équations  précédentes  sont  évidem- 
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ment  égaux  à  \  — ■>  ~^/  ^  "f"  •  •  •  i   J'«-^(Juation   (y)   est  donc  dé- 
montrée :  elle  est  connue  sous  le  nom  de  t]i(^orcnic  de  Goldhacli. 
Si  l'on  met  les  égalités  du  corollaire  I  sous  la  lorme 

I  I  I  I 

I         I  I  I 


on  a  en  iieneral 


(8) 


\n-^rj    '^\n  +rj   ^  \, 


Il  —  r  \  n  j  \  Il  j  \ii  j 

8i,  dans  cette  dernière  formule,  on  fait  r  =—  i ,  il  \ient 


l\ 


n  —  I         //         \"  )  V " 

c'est-à-dire  : 

Corolldii  ('  111.  —  Un  tei'iue  quelconque  de  la  séiie  licunujiii(|iii' 
est  égal  à  la  somme  de  toutes  les  puissances  à  1  iiilini  du  Lciiiic 
suivant. 

J)ans  le  cas  /•  =  i ,  un  \oit  égali'incnt  que 


//         Il  4-  r        II   n  -f-  r 
c'est-à-dire  : 

Corollniie  II  .  —   F. a  dillérence  dr  deux  Iciiiies  conséculils  de 
la  série  haiinonique  est  égale  à  leni'  prcjduit. 
Mais  si 


9 
de  même 


//  Il  -+   l  ir  -\-  Il 
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Dans  les  équations  (y  )  el  (  lo),  donnons  successivement  à  n  toutes 
les  valeurs  à  parlir  de  2^  on  voit  que  le  premier  meiuljre  de  l'écpia- 
tion  (c))  représente  successiNcmciiL  toutes  les  fractions  triangulaires 

à  partir  de-»  c'est-à-dire  que  la  limite  de  la  soiuuie  des  inverses 

des  puissances  à  l'infini  est  i,  ce  qui  est  le  corollaire  I.  On  voit  en 
outre  que  le  premier  membre  de  l'équation  (10)  représente  succes- 
sivement chaque  fraction  triangulaire  à  partir  de  -:  •  Donc  la  somme 
des  inverses  des  puissances  paires,  moins  la  somme  des  iuverses  des 
puissances  impaires,  est  égale  à  -•,  d'où  l'on  conclut  (résultat  con- 
firmé par  les  Tables  )  : 

Corollaire  V.  —  La  somme  des  inverses  des  puissances  paires 

3 
tend  vers  -j  et  la  somme  des  inverses  des  puissances  impaires  tend 

I 
vers  y 

7.  Comparons  entre  elles  deux  colonnes  quelconques  du  triangle, 
nous  avons 


I 

7r 

I           I 

-t-   —  -1-   --    -\- . . 

-^  h 

I 

I 
J  l  +  \ 

I 

I       I 

+    r«        +    fn        +  • 

I 

J  r+i 

I 
f'i-i 

I 

fn~\ 

vX  ainsi  de  suite. 

En  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

I  I  I  I  II  II  I 

fil     '^    fn   ^^   fn    ^^    fii^^''^^    fil  ^^   fn  i     •  •  •     i       ,•„  fn-\  fn-l 

J\  J  ■>  y  3  J*  J  r  J  i  +  \  J  r+r'         J\  J  r+r'+\ 

Dans  celte  équation,  lorsfjue  le  premier  membre  devient  infini, 
la  fraction  7;^— j —  est  remplacée  par  d'autres  iractions  qui  tendent 

J  r+i-+\ 

vers  zéro^  on  a  donc 

i 

Ir 


}j/r' 


c'est-à-dire  que  la  somme  d'une  infinité  de  termes  d'une  colonne 

EidL  des  Sricncc.t  mathem..    1'  Sérif.   t.  V.  (  Mai-s  i88r.)  O 
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à  partir  du  /«^'«^  terme  est  égale  au  r'^'"^  terme  de  la  colonne 
d'ordre  immédiatement  antérieur;  autrement  dit  le  tliéorènie 
énoncé  par  Leibniz  : 

Théorème  \II.  —  Dans  une  série  décroissant  à  l'infini,  le  pre- 
mier terme  est  égal  à  la  somme  de  toutes  ses  différences. 

Jiemaïu/ue.  —  La  première  colonne  contient  les  fractions  figurées 
de  tous  les  ordres  postérieurs  au  second-,  on  peut  donc  exprimer 
toujours  les  fractions  figurées  de  tous  ces  ordres  en  sommes  de 
triangulaires  et  celles-ci  toujours  eu  sommes  d'elles-mêmes.  Dans 
ce  dernier  cas,  on  a 


-I- 


{'^)  fi        fi  fi  fi 

J  11  JtHii+\i  "'«;«+!  i+i  J  n  n+\\  +  i 

Si,  dans  la  formule  (i  i),  on  posait  «  =  i,  on  obtiendrait 

c'est-à-dire  l'expression  symbolique  de  cette  importante  remarque 
de  Bernoulli,  que  la  série  harmonique  continuée  à  l'injini  est 
divergente. 

Et  comme  on  a  pour  toutes  les  valeurs  de  /■  ; 


./■;     '  ' 

on  peut  énoncer  (-e  théorème 

Théorème  MIL  —  Une  série  à  termes  positifs  est  divergente 
si  le  produit  d'un  terme  par  son  indice  ne  décroit  pas  lorsque 
l'indice  augmente. 


Mais  on  a 

r" 

,'          )■■' 

r 

J%~' 

-'~fU~fh' 

"  fr     " 

et  de  même  (pie 

h  "^'^ 
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(le  mrmc 

//'  /•■'  /•-  / 

'TTi   '^  •  ■  •  *^  ~FTi    "^  ~fn   "^  /vi  "^     • 

./,/'  .',-3  //»  .//■ 

(loue  : 

Théorème  IX  (').  —  On  ne  modifie  pas  In  divers^ence  ou  la 
convergence  d' une  série  si  l'on  remplace  cette  série  par  une  autre 
série  foi  niée  en  multipliant  chaque  terme  de  la  première  par  son 
indice,  et  en  prenant,  dans  cette  nouvelle  série,  1rs  termes  affectés 
des  puissances  successiv^es  du  premier  indice. 

Remarque.  —  On  pourrait  placer  ici  toutes  les  lèi^Ies  de  cou- 
vergence  cpii  empruntent  leurs  caractères  et  leurs  preuves  à  la 
considération  des  différences:  mais  cette  revue  n'offrirait  aucun 
intérêt,  le  triangle  harmonique  ne  pouvant  apporter  aux  démon- 
strations de  ces  règles,  généralement  simples,  aucune  simplifi- 
cation. ' 

8.  Si,  dans  l'équation  (1  i),  on  donne  successivement  à  n  toutes 
les  valeurs,  on  voit,  en  appliquant  le  théorème  \  I,  (|ue  : 

La  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  triangulaires 

est  égale  à  1  \ 

La  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  pyramidaux  est 

,     ,     ,  3 
égale  a  -  \ 

L^a  somme  de  la  série  des  inverses  des  nombres  figurés  du  ci/i- 

.<,,,,  4 
quieme  ordre  est  égale  a  -  ; 

La  somme  de  la  série  des  inverses    des   nombres  figurés  du 

sixième  ordre  est  es  aie  à  -7  : 

"  4 

c'est-à-dire  cpi'en   général   on    a,    en  applitpiant  le   corollaiie   du 
théorème  J, 


'^^  S./^ 


./:l, 


/;, 


(')  Ce  lliéorèine,  ordinairement  attiibuo  à  Caiiciiy,  a  été  énoncé  pour  la  pmniéif! 
fois  dans  sa  généralité  par  Le  Bcsf;iie  (Nouvelles  Annales  Hp  Maihcmnliqnrs,  t.  \\ , 
p.  W). 
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Théorème  X.  —  La  somme  des  fractions  Jlgurées  d' ordre 
«  +  I  est  égale  au  quotient  de  deux  fractions  consécutives 
d'ordre  2,  de  rang  n  —  i   et  n. 

De  ce  théorème  découle  directement  celte  proposition  : 

Corollaire.  —  La  somme  du  triangle  harmonique  est  un  triangle 
infini  dans  lequel  chaque  ligne  exprime  la  somme  de  la  colonne 
correspondante  dans  le  premier,  ou  encore  une  colonne  numérique 
infinie  dans  laquelle  chaque  terme  exprime  le  quotient  de  deux 
termes  consécutifs  de  la  première  colonne  du  triangle  harmonique, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

I  1.2  1.2.3 


1.2.3. 


-i-  .  .  .=  X 


n   n  -{-  \  \  [n  -\-  7.  \ .  .  .  ^n  -\-  k  - 
Au  contraire,  l'expression 

I  1.2  1.2.3  1.2.3.4- 


ri'  n  —  Il        nn  —  i  ;  ;  « 


dans  laquelle  les  termes  sont  respectivement  les  inverses  des  termes 
de  la  suivante 

,            .                            n        n   n  —  t  i         n[n  —  \][  n  —  2 ] 
(l  —  I    "=o:=I 1 '■ 


1.2  1.2.3 

est  finie  dans  le  cas  où  n  est  pair,  nulle  dans  le  cas  où  n  est  impair. 
Remarque.  —  La  suite  terminée 

I  1.2  12.3  1.2.3.../ 

-  H ■ H :    +  .  .  .  -4-  — ; -, 

n        /i    /!  -\-  i  :        «   /^  +  1  I  (^w  -f-  2  '  //  /i  -h  i  ,  [//  -h  'i  j  .  . .  f  'i  -\-  f^  —  1  j 

est  le  rappport  de  deux  progressions  de  produits  de  termes  consé- 
cutifs, et  il  est  facile  d'en  exprimer  la  somme. 
Soient 

<7„      a      h      r      d       ...       h       f\       I       /^„ 
«n      K       S      y       n        ...       ?       X       y.      ),„, 

deux  progressions  dans  lesquelles  a^  et  «n  désignent   les    termes 
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avant  ii  el  a,  /,>  et  Àq  les  termes  après  /  et  X  ;  on  a 


I , 


ah 

fi 

«„« 

«u 

abc 

../y 

a„  «S 

«0  a 

nhcd 

abc 

'-<»  ^-r^v 

V.,,'/.J 

h  —  a    .'? 


<7^r 


abcd.  .  .  IL,  abc.    L  l,.  —  ),  abc .  .  .  Iikl 


donc,  en  ajoutant  et  retranchant. 

.    „.     a         ab         abc  abc .  .  .  l  «n       /  abc.  .  .  Il,, 

ID \ 1 r.  .  .H =: — — 

«  or.j  apy  ^-^y  •  •  •  '■         ^  —  *o  \*o^i^*  •  •  "''•■'' 

ce  qui  est  la  somme  de  la  suite  — | ; -(-...  généralisée. 

^  Il         n[/i-\-i]  ° 

trajnsformatiow   nu   triangle  harmonique  en  triangle 

AKITIIMÉTIQUE. 

9.  L'expression 

I        I        I 

rn     fil        fil        '  fil  fil         fil 

/         \  ./;■     ./;•+!      '  r±i J  r+l      J  r+-2     J r+:i 


\     J  I  III  fil        en  fil 

f"      '  /"      *  /•« 
J  r-h\     J  I+-2    J  r\--i 

est  un  nombre  indëtermîné.  Si,  dans  le  second  membre  de  cette 
égalité,  on  prend  d'abord  le  premier  facteur,  puis  le  premier  et  le 
deuxième  facteur,  en  général  deux  facteurs  consécutifs,  on  obtient 
les  termes  successifs  de  l'ordre  correspondant  dans  le  triangle  arith- 
métique. Mais  on  remarque  que  le  rang  de  chacjue  nombre,  dans  la 
colonne  du  triangle  arithmétique  obtenu,  est  d'une  unité  inférieur 
au  rang  véritable  de  ce  nombre  dans  la  série  figurée.  Les  termes 
d'ordre  n  et  de  rang  /•  du  triangle  harmonique,  tel  qu'il  est  con- 
struit, correspondent  aux  termes  d'ordre  n  et  de  rang  /•  —  i  du 
triangle  arithmétique  obtenu  ;  autrement  dit,  les  termes  de  rang  /■ 
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cl  d'ordre  a  —  i  de  notre  triangle  harmonique  correspondent  aux 
termes  de  rang  /■  et  d'ordre  «  du  triangle  ai"ithmetique  ordinaiie. 
Il  y  a  donc  dans  le  triangle  harmonique  une  colonne  de  moins  que 
dans  le  triangle  arithmétique  complet,  ce  qui  était  déjà  impliqué 
[)ar  le  théorème  \  I.  Celle  qui  manque  au  triangle  arithmétique 
obtenu  est  la  premièie,  renfermant  les  nond^res  figurés  du  premier 
ordre,  c'est-à-dire  les  unités  dont  les  nombres  naturels  sont  les 
sommes.  Celle  qui  manque  à  notre  triangle  harmonique  est  la  pre- 
mière qui  renferme  les  fi-actions  ligurées  de  premier  ordre  dont  les 
termes  de  la  série  harmonique  sont  les  didéreuces.  Or  chacune  de 
ces  fractions  du  premier  ordre  est  évidemment  une  quantité  indé- 
terminée et  pou\ant  croitre  au  delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire 
infinie.  Les  Iractious  figurées  du  premier  ordre  sont  donc  infinies, 
ce  que  la  formule  (i3)  exprimait  déjà  symboliquement. 

De  la  divergence  de  la  série  harmonique  se  déduisent  facilement 
les  propositions  suivantes  : 

Lii  somme  (les  termes  impairs  de  la  série  Jiarmoui(iue  est 
infinie. 

La  somme  des  termes  pairs  de  la  série  harmonique  est  infime. 

La  somme  \    •>    dans  laniielle  x   éscde   successivement 

1 ,  vi,  3, . .  .  :>=  ,  est  infinie. 

10.  Désignons  par  F"^'  un  entier  figuré  de  rang  /'  et  d'ordre 
«  -h  I,  et  par^"^'  le  dénominateur  de  la  fraction  figurée  de  rang 
et  d'ordre  correspondants^  on  a  évidemment 


(.8) 
Mais 


fn+\      fit+\  rii+\ 

J  r—\      J  i~i  J  \ 

y;."+i  —  n  f;!+'  =  //  f  f;'  +  f;;  +  vi  + . . .  +  f;' 


donc  l'équatiou  (i)  devient,   après  réduction   et  interversion  des 
facteurs  dans  le  second  membre, 

i  F;'4-F:^-f-F^  +  .  ..  +  f;! 
19]    I     _  F';-f-F:;  F^-f-F^  +  F;^  F^' +  FI' +  f;' +  f::  F ,  +  f:;  +  f;'  + . . .  +  f;; 
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Celte  expression  est  le  type  de  transfornialioii  de  toute;  progres- 
sion aiitliniéti(|ue  en  [)r()dnit,  et  en  général  de  toute  série  en  produit 
(rnn  nombre  inlini  de  facteurs,  et  réciproquement. 

TRUNGI.K    HARMOMvOliK    OftlVÉllALISÉ. 

II.  Au  lieu  de  supposer  la  raison  égale  à  i,  nous  pouvons  la 
supposer  quelconque.  ?vous  avons  alors  la  construction  (d)  du 
triangle  harmonique 


I 
1 

/• 

1 

?  r 

(• 

bc 

abc 

I 

r 
77l 

hid 

6i 

d 

abcd 

1 

)■ 
~de 

■)  r 
cde 

bcde 

.4' 

e 

ti  bcde 

1 

r 

dej 

6r 

cdef 

'4r 

1  20  / 

f 

bcdrf 

abcdcf 

I 

r 

cfg 

dcfg 

?.4r 

1  2o/- 
bcdefg 

720/ 
ubcdejg 

t^ 

cdef  g 

I 

r 

■?.r 

6r 

'■fgh 

.,4'- 

1  10I 

•-^"zoi- 

5o4or 
abcdejgn 

/i 

defgh 

cdrfgh 

bcdefgh 

I 

6r 

fshi, 

9.4'' 

cMik 

1  20  r 

720/' 

5o4o  r 

4o32or 

X 

defdi/' 

cdefshk 

bcdefgh  k 

a bcdefgh 

Nous  obtenons  ces  nouvelles  formules 


2j  nb         ,    \a         k)  ' 
/_i  abc         2/'  \ab         hk 


T  '       /        '  ' 

ibcd  3r  \abc  g/ik 


1  12 

et  celles-ci 
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/  I  I  I 

i    a        au         oc 

il  I  I 

I  2.ab         abc         bcd 


\       • 


I 


?>abc        ab  cd         b  ode 
I  I 


+  . 


l^abcd         abcde         bcdef 


qui  ne  sont  autre  chose  que  la  généralisation  des  séries  suivantes, 
auxquelles  Stirling  ramenait  toutes  les  autres,  celles  dans  lesquelles 
n  et  r  croissent  suivant  une  loi  quelconque  : 


I  I  I 

I        I  I 


+  . .., 


izz-\-\]         3(3+1)1^2+2)         z(2  +  i)(z+ '2)(:;+ 3j 


3  z\z  +  \)[z  -\-  1  ^ 


+  l)U  +  2)(3  +  3; 

I 


3+l)(z  +  2)(z  +  3](3  +  4; 
I 


4    z(3  +  i;^3  +  2)(z+  3]  Z<^Z  +  Ij(3  +  2)(3+  3)(z  +  4! 

I 


.l)(z+2)(z  +  3)(z  +  4)(3  +  5; 


desquelles  il  déduit 


(23" 


2  —  n\\\  —  «  , 


2-  +  «  ; 


;+ll  ZlZ+l)(3  +  2)  z[z- 

(  3  —  « )  (  2  —  «  )  (  1  —  n) 

Z(z+l)(z+2)(3  +  3j(Z  +  4; 
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nî 


et 


(24: 


I  .  7. 


■i)        3t3+i)i3H-7.)        z[z  +  i)[z-h-2j[z-{-'i] 
I  3 


z{z-\-  i)[z-+-i)        z{z-h  i)[z-ho.){z-h3] 

I  I 
t  3  (  3  -4-  1  )~(  3  +  2f(  :;  -f-  3j{^+~'f)  "^  ■  '  ■  ' 
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l)(z  +  ^)(^H-  3)(z4-4 


i)l3  +  'i)(3  +  3)(3  +  4](z+5] 


]Nous  renverrons,  pour  ces  traiisformalious,  à  la  première  partie 
du  Traité  :  MetJiodus  dijjerentialis  swe  Tract aLiis  de  siuninatione 
et  interpolatione  sérier uin  infinitarum,  Londini,  ]MDCCLXIV. 

Aux  généralisations  précédentes  se  rallaclient  les  élégantes  con- 
sidérations qui  conduisent  directement  aux  propriétés  de  la  fonc- 
tion F;  mais  ces  considérations  sont  trop  connues  pour  être 
transcrites  ici  ('),  et  les  pages  précédentes,  qu'il  serait  possible 
d'étendre  presque  indéfiniment,  sont  un  témoignage  suffisant  de 
l'importance  du  triangle  harmonique. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  M.  MITTAG-LEFFLER  ET  SUR  LA  THÉORIE 
DES  FONCTIONS  UNIFORMES; 

Par  ^\.  ^^  EIERSTRASS. 

1.  Dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  de 
Stockholm  (-)  pour  l'année  1877,  M.  Mittag-Leffler  a  donné 
quelques  théorèmes  très  remarquables  qui  font  suite  aux  re- 
cherches que  j'ai  publiées  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 


(')  Voir  J.-A.  Serhet,  Traité  de  Calcul  intégral,  p.  iSG. 

(')    Ofversigt  af  kongl.  Vetenskaps-Akaclemiens  Forhandli/igaf.  iS--  (voir 
Bulletin.  \\\..  269). 
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Berlin,  pour  Tannée  1876,  sur  les  fonctions  analytiques  uni- 
formes d'une  variable.  Parmi  ces  théorèmes,  le  plus  important 
est  le  suivant,  sur  lequel  je  vais  insister,  parce  qu'il  m'a  servi  à 
compléter  sur  plusieurs  points  essentiels  les  l'ésultats  de  mon 
travail. 

Soient  données  : 

1°  Une  suite  indéfinie  de  grandeurs  déterminées 

«1,   cil,   «3,    .... 

toutes  inégales  et  satisfaisant  à  la  rondilion 

lim  «v  ^=  ^  ; 

•^"  Lne  suite  indé/inie  de  fonctions  rationnelles  d'une  va- 
riable .r, 

AU).  M-^),  M^i-)^  ■•- 

telles  que /;(/')  soit  injinie  au  point  a,  et  seulement  en  ee  point, 
et  s'an/fula/it  en    outre  pour  x=^^  . 

On  peut  toujours  eonstruire  une  fonction  analytujue  uni- 
forme F(j")  dont  le  point  ^  soit  un  point  singulier  essentiel, 
qui  soit  injinie  aux  points  a^,  a-^,  •  •  • ,  <:'v,  .  •  . ,  f^  seulement  en  ces 
points,  telle  enfin  que  la  différence 

\'{a:)-f.X.v) 

ait  au  point  x=  a.,  une  valeur  finie,  la  fonction  F(./)  pouvant 
se  mettre,  dans  un  domaine  déterminé  autour  de  ce  j>oint, 
sous  la  forme 

M.  Mittag-Leftler  prouve  ce  théorème  en  montrant  que,  des 
fonctions  données 

f{j.-),  f.i^r),  f,{x),    ..., 

on  peut  déduire  une  suite  d'autres  fonctions  rationnelles 

F,(.X'),    Vi{x),    F:j(.ï-),     .  .., 


(')  I>e  symbole  '^Çx)  désigne,  eoniine  dans  le  Mémoire  classique  de  M.  \\  eitr- 
slrass,  vine  série  procédant  suivant  les  puissances  entières  cl  positives  de  x. 
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loUos  (iiK-  les  dillriciices 


os  q 


IM ./•)-./; (•/■),  V2{-r)-A{.i-),  \'\[.i  )-/,(■'■). 


soient  des  fondions  entières  de  x  on  des  constantes,  telles  enfin 
que  la  série  indéfinie 


S'^ 


.(■^•) 


converge  uniforniénietil,  à  fexception  des  points  c/,,  rf^,  (f.i,  •  .  -, 
(Ton  il  suit  qne  eette  série  représente  une  fonction  F(./")  avant 
les  |)ropriélés  demandées. 

On  peut  former  les  fonctions  F.Aj")  d'une  façon  plus  simple 
que  n'a  fait  M.  Mittag-Leffler,  et  par  suite  simplifier  notablemeiTl 
la  démonstration  de  son  théorème. 

Imaginons  nne  suite  indéfinie  de  quantités  positives 


dont  la  somme  ait  une  valeur  finie,  et  désignons  })ar  s  nne  cer- 
taine quantité  arbitraire  et  soumise  à  la  seule  condition  d'être  po- 
sitive et  inférieure  à  i. 

Si  maintenant,  pour  une  valeur  déterniinéc   de   v,   on  a  r/v=o, 
on  prendra 

F,(^-)=/(.^); 

mais,  si  a-,  est  dilférent  de  zéro,  on  développera  /v(.r)  en  une  série 
prcicédant  suivant  les  puissances  de  jr, 


l^^r 


(\ui  converge  pour  toutes  les  valeurs  dej;'  qui  salisibnt  à  la  condition 


a., 


<  1      (  '  )  : 


on  peut  maintenant  déterminer  un  nombre  entier  /n.,  tel  que,  j^our 


(')  Le  sviiihuk:  \a\  (K'si^'nr  le  iiiikIuIc  iIc  hi  miiiiiliu 
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les  valeurs  de  .r  qui  satisfont  à  la  condition 


le  module  de 


l 


A-.r. 


soit  plus  petit  que  £,  (  '  ). 

Ce  nombre  m^  étant  déterminé,  on  prendra 


F.(.r)==/v(^)-^A|:./ 


On  doit  remarquer  qu'il  faut  prendre  Fv(j")  ^=f^(^x)  quand //?,,=  o 
et  que  l'on  a 

o^(j")  étant  une  fonction  rationnelle  qui,  de  même  queyv(x),  de- 
vient infinie  seulement  pour  x  =rtv,  et  qui  s'annule  pourx=  oo  . 
Soient  maintenant  Xo  une  valeur  quelconque,  mais  finie  et  dé- 
terminée de  X,  qui  n'appartienne  pas  à  la  suite 

«1,    «,,    «3,      


(•)  Après  avoir  pris  une  quantité  positive  c„  inférieure  à  i,  mais  supérieure  à  s, 
on  déterminera  une  quantité  g  telle  que  pour  toute  valeur  de  x  dont  le  module 
est  égal  à  ïo|«vl  "J"  '•''- 

on  a  alors 


|A'^'|<«-|3„«,K, 


et  par  conséquent,  si     —    "^ 'j 


|I-\(-2-)l 


Ïiiù'      ™       -^(jj 


d'où  l'on  voit  que  l'on  peut  prendre  ])()ur  m,^  la  plus  petite  valeur  de  />i  cpii  rende 
—  J     inférieur  à  ;.,. 
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et  p  une  quanllté  posilive  assez  j^clllc  pour  que,  paiini  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  conflitinu 


^P, 


il  ne  se  trouve  aucune  des  quantités  (l^,  a^,  «s,  .  .  .;  on  peut,  en 
désignant  par  0  une  quantité  donnée,  aussi  petite  qu'on  le  veut, 
trouver  un  nombre  entier/-  tel  que  pour  toutes  ces  valeurs  de  x, 
et  pourvu  que  v  soit  égal  ou  supérieur  à  /■,  on  ait 


a., 

F.(.r)|<s., 


el,  par  conséquent. 


La  série 


S'^-< 


r) 


< 


^F.(.r) 

v=  I 

converge  donc  et  converge  uniformément,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  qui  satisfont  à  la  condition 


elle  peut  donc,  d'après  un  théorème  connu,  être  mise  sous  la  forme 
d'une  série  ordinaire  procédant  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  de  x  —  Xq. 

Si  maintenant  «A  est  l'une  quelconque  des  quanti  tés  <"/i ,  <^/o,  r/:j, . . ., 
et  si  l'on  prend  p  assez  petit  pour  qu'aucune  de  ces  quantités, 
sauf  a-,.,  ne  se  trouve  parmi  les  \aleurs  de  x  pour  les(juelles  on  a 


:P' 


il  résulte  de  ce  qui  précède  que  pour  ces  valeurs  de  ./•  la  série 

F,(.r)  —  F-,  (.M 


1 


converge  uniformément  et  cprclle  peut  être  mise  sous  la  (ornic 
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en  sorte  que  l'on  a 


y  F.(.r)  =  F,(.r)  +  a^(.r  -  a^)  =  A(.r)  +  <S,  (,r  -  a-,). 

V  =  1 

En  résumé,  la  série 


1- 


(.r) 


définit  une  fonchon  F(-/')  qui  jouit  des  propriétés  énoncées  dans 
le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 

Il  convient  de  faire  encore  la  remarque  suivante  :  si  G(j")  dé- 
signe une  fonction  entière  quelconque  de  x,  rationnelle  ou  trans- 
cendante, et  si  Ton  pose 


F{a:)  =F(.r)  +  G(>-), 


F  (j:;)  jouit,  comme  F(.r),  des  propriétés  qui  viennent  d'être  éta- 
blies; inversement,  si  F{x)  et  F(x)  sont  deux:  telles  fonctions, 
leur  différence  est  une  fonction  entière  de  .r. 


2.  Soit  maintenant  F(.r)  une  fonction  analytique  uniforme 
de  ^,  n'ayant  pas  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  pointco 
et  devenant  infinie  pour  un  nombre  quelconque  de  valeurs  de  la 
variable 

«1,         «2,        rtj,  •   •  •  • 

Si  ces  valeurs  sont  en  nombre  infini,  on  les  supposera  ordonnées 
de  façon  que 

limav=^  ^  • 

Si  o.^   est  un   infini  multiple   de   la  fonction   F(^J"),   d'ordre   A,   on 
pourra,  dans  un  domaine  déterminé  autour  du  point  //^,  mettre 

sous  la  forme 


^c;"(^-«.^ 


.MFU.ANC.  KS.  M., 

et .  si  l'on  poso 


Ma-)=.^C;\a--a.,] 


F(.r)— /,(.^•)  +  y:\.^•  — rt-,). 

f.,(.r)  élant  une  ronctioii  i;iti(innelle  tic  ./',  qui  devient  infinie  seu- 
lement pour  x  =  (t;  et  qui  s'annule  pour  .r  =  x  . 
Si  maintenant  des  l'onctions 

.A(.r),^/;(,r),  y;(.r),    ... 

on  déduit  les  l'onctions 

F,(^),  V,{.r),  F,{.r),    ..., 

comme  il  a  été  expli(jué  dans  le  paragraphe  précédent,  en  prenant 
toutefois 

si  le  nombre  des  infinis  de  F(  j")  est  fini,  la  diflerence 

F(.r)-yF.(x) 

ne  sera  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  x,  et  l'on  aura 

V {x)  =  \  FJ ,r)  +  G {.r). 

où  G(.r)  est  une  fonction  entière  de  .r. 

Si  l'on  met  G(.r)   sous  la    forme    \  fi:,(.r),    en   désignant   par 

î^tiJ"),  g'-,(x),  .  .  .  des  fonctions  rationnelles  entières   de  ./',  et  si 

Ton  pose 

5,(.r)  =  F,  (.r  )+,-,(./••), 

on  aura 

Fi.r)  =  \  :^.A.r): 

par  conséquent,  loulc  fOnchou  (nKihliijuc  uni /niinc  ffiii  n  u  /xis 
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ffe poi/>ts  si/}  f^i//irrs  essentiels  à  distance  finie  peut  être  mise 
sous  la  forme  d'une  somme  de  fonctions  rationnelles  de  la  va- 
riable .r,  dont  chacune  n'a  qu'un  seul  injini  situé  à  distance 
finie. 

Cette  proposition  n'était  connue  jusqu'à  présent  que  pour  les 
fonctions  rationnelles  et  pour  quelques  fonctions  transcendantes. 

3.  Des  deux  théorèmes  démontrés  dans  les  paragraphes  précé- 
dents on  déduit  aisément  les  propositions  suivantes  : 

A.   Soient  données  : 

1°  Une  quantité  déterminée  c  et  une  suite  indéfinie  de  quan- 
tités 

a,,  a.,,  «3,    .  .  . , 

différentes  de  c,  toutes  différentes  entre  elles  et  satisfaisant  à 

la  condition 

lim  a^^  c; 

2°  Une  suite  indéfinie  de  fonctions  rationnelles 

f{x),f,{x),f,{œ),    ... 

telles  que  ff,r)  n'ait  j>as  d'autre  infini  que  x  =  a.,  et  s'annule 
pour  X  =  c. 

On  peut  toufours  former  une  fonction  analytique  uniforme 
¥  [x),  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  c,  ne  devenant  in- 
finie qu'aux  points  .'/,,  ^/,,  a-^,  -  .  .,  et  cela  de  telle  sorte  que 

V{x)-f{x) 

ait  une  raleui-  finie  au  point  x  =  a^. 

Cette  fonction  ¥[x)  i>eut  être  mise  sous  la  forme 


1 


\%{x), 


oii  F,(.r)  est  une  fonction  iritionnelle  qui  peut  être  mise  sous  la 
forme 

y;(.,)  +  G.(-^). 
B.    Toute  fonction    analrtirpie  uniforme  F(.r)  avec    le   seul 


MÉLANGES.  lai 

point  singulier  essentiel  c  peut  être  mise  sous  la  forme  d'une 
somme  de  fonctions  rationnelles  de  la.  variable  x,  telles  que 
chacune  de  ces  fonctions  n'ait  qu' un  seul  infini  différent  du 
point  c. 

.Ces  théorèmes  se  déduisent   de  ceux  qui  sont  démontrés  n"'  1 
et  2,  si  l'on  pose 


1 


et  que  l'on  regarde  F(.r)  comme  une  fonction  de  x' . 

Le  théorème  B  fait  suite  aux  théorèmes  développés  dans  les 
n°^  2  et  3  de  mon  Mémoire. 

4.  Dans  ce  même  Mémoire,  j'ai  donné  (n°  7)  deux  expressions 
générales  pour  une  fonction  analytique  uniforme  d'une  variable  x 
ayant  n  points  singuliers  essentiels  C|,  .  .  . ,  c«  ,  à  savoir  : 


(!) 


y  ^ 

j^  \  X  —  C\ 


G.'      ' 


G,      ■       ■ 


w  — 

(2)  -^ R'(^), 


HG 


I 


X  —  Cx 


où  R*(.r)est  une  fonction  rationnelle  de  x  ne  pouvant  devenir 
nulle  ou  infinie  qu'aux  points  c, ,  .  .  . ,  f„. 

Si  maintenant  on  désigne  par  F (.2:  ;  c)  une  fonction  analytique 
uniforme  de  x  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  r,  l'expres- 
sion (2)  peut  se  mellre  sous  la  forme 

n 

(21  «)  J][F).(.r;c>,). 
x  =  i 
L'expression 

n 

(3)  yFx(^;rx) 

V.  =  1 
Bull,  dex  Sciencrs  wnthèm.,   ^.«  Série,  t.  V.  (Mars  1881.)  9 
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représente  aussi  une  fonction  uniCorme  avec  ii  points  singuliers 
essentiels  Ci,  .  .  . ,  c,,  ;  mais  les  moyens  employés  dans  le  Mémoire 
cité  ne  suffisent  pas  pour  démontrer  que  chaque  fonction  sem- 
blable peut  être  représentée  sous  la  forme  (3),  proposition  que  je 
veux  démontrer  maintenant  à  l'aide  du  théorème  A  (3). 

Soit  F(^)  une  fonction  quelconque  de  .r,  de  la  nature  définie 
plus  haut;  on  partagera  le  champ  de  la  variable  x  en  n  parties 
telles  que  chacune  d'elles  contienne  dans  son  intérieur  un  de  ces 
points  C(,  .  .  .,  f/,,  et  que  sur  le  contour  commun  à  deux  parties 
F(x)  ait  toujours  une  valeur  finie.  Désignons  par  Cv,  la  région  oîi 
se  trouve  c\. 

Supposons  maintenant  que,  pour  une  valeur  déterminée  de  A, 
C'a  contienne  un  nombre  infini  de  points  singuliers  non  essentiels 
de  la  fonction  considérée,  à  savoir 

<•,    rt^',    ct:^,     ..., 

et  que  ces  points  soient  rangés  de  façon  que 

Vxma'^'  =  c\. 

On  déterminera  une  suite  de  fonctions  rationnelles 

yY'(^),    ff{x),   jf{x),    ... 

telles  queyij''  (  jr  )  ne  devienne  infinie  qu'au  point  j:'  =  a'",  et  telles  que, 
la  différence 

F(^)-/;'(^) 

ayant  en  ce  point  une  valeur  finie/^l",  s'annule  pour  x  =  C\.  D'a- 
près le  théorème  A  (3),  on  peut  construire  une  fonction  uniforme 
F(^'(a:)  admettant  le  seul  point  singulier  essentiel  c\,  devenant  in- 
finie seulement  aux  points  r/',''  a[^\  «'.,'',  .  .  . ,  telle  enfin  que  la  dif- 
férence 

FC^)(^)— /;•'(. r) 

ait  au  point  x  =  a'.}'  une  valeur  finie.  Il  suit  de  là  que  la  fonction 

F(.r)-Fr'-)(.r) 

n'a,  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  Cy,  aucun  autre  jjoint  singu- 
lier essentiel  que  r\. 
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Si  inaiulcnanl  G^  ne  conlienl  qu'un  nombre  lini  de  j)oints  sin- 
guliers non  essentiels  de  la  fonction  F(-r),  à  savoir 

^'j^',     af 

on  posera 

F(^)(.r)=/l^'(.r)+y-(.r)  +  ..., 

les  fonctions /j'''(^), /^'''(.r),  ...  ayant  la  même  signification  que 
plus  haut;  F^''^(^)  ne  deviendra  infinie  qu'aux  points  a^^\  a'!;\  .  .  . , 
et  la  fonction 

ne  possède  encore,  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  C\,  aucun 
autre  point  singulier  essentiel  que  Cx. 

Dans  le  cas,  enfin,  où  C\  ne  contiendrait  aucun  point  singulier 
non  essentiel  de  la  fonction  F(j:),  on  posera 

F<^)(^)  =  o. 

Les  fonctions  F(^^(.r),  ...,  F^"^(^)   étant    ainsi    déterminées, 
l'expression 


F(.r)-^FC'-)(.r) 


est  une  fonction  uniforme  de  ^,  qui  n'a  pas  d'autres  points  singu- 
liers (essentiels  ou  non)  que  les  points  C|,  .  .  .,  c,i,  et  peut  ainsi 
être  mise  (n"  o  du  Mémoire  cité)  sous  la  forme 


1-' 

1  =  1 


I 
e 


où  Gx  (  )  est  une  fonction  entière  d 

Si  l'on  pose  maintenant 


on  aura 


F,(.r;  c',)  =  F('')(^-)  +  Cn 


F(.r)=^F,(.r;rO. 


ia4  PREMIÈRE  PARTIE. 

Puisque  les  fonctions  F'''' (.r),  G^  (  ■ )î  dans  tout  le  champ 

de  la  variable  x,  ne  possèdent  pas  de  point  singulier  essentiel 
autre  que  le  point  c-,,,  il  en  est  de  même  de  la  fonction  ¥;.{x\Cx)', 
d'ailleurs,  de  la  supposition  que  F(j;)  a  n  points  singuliers  essen- 
tiels   il  résulte  nécessairement  que  Cx  en  est  un. 

Il  faut  remarquer  que  deux  des  fonctions  F, (^;C|),  ^^{jc'^c-^,  ... 
n'ont  pas  d'infinis  communs. 

La  proposition  qui  vient  d'être  établie  au  moyen  du  théorème 
communiqué  par  M  Mitlag-Lefller  n'est  démontrée  dans  mon  Mé- 
moire que  pour  le  cas  où  la  fonction  F(^)  n'a  pas,  ou  a  un 
nombre  fini,  de  points  singuliers  non  essentiels  (voir  le  n"  5). 

Si  l'on  met  maintenant  chacune  des  fonctions  ¥x{x',  Cx)  sous  la 
forme  B  (3),  on  obtient  une  nouvelle  expression  générale  d'une 
fonction  analytique  uniforme  ayant  un  nombre  fini  de  points  sin- 
guliers essentiels  ;  cette  expression  se  présente  sous  la  forme  d'une 
série  infinie,  dont  les  termes  sont  tous  des  fonctions  rationnelles 
de  la  variable  x.  Cette  série  converge  uniformément  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  cjui  appartiennent  à  une  région  qui  ne  contient, 
ni  à  son  intérieur  ni  sur  ses  limites,  aucun  des  points  singuliers 
de  la  fonction  V(x). 


QUELQUES  FRAGMENTS  D'APOLLONIUS  DE  PERGE; 
Par  m.  PAUL  TANNERY. 

I.  Dans  son  commentaire  sur  le  premier  Livre  des  Eléments 
d'Euclide  (*),  Proclus  fait  dix  citations  différentes  d'Apollonius  de 
Perge. 

Les  deux  suivantes  ne  présentent  qu'un  intérêt  secondaire  : 
P.  71,19  :  «  C'est  ainsi  qu'Archimède  dans  ses  Livres  Sur  la 
sphère  et  le  cylindre,  qu'Apollonius  et  tous  les  autres  semblent 
emplover  comme  des^principes  accordés  les  théorèmes  démontrés 
dans  cet  Ouvrage  (les  Eléments).  » 


(')  Procli  Diadochi  in  priinum    T.uclidis  Elemeiitorum    lihruin   coniwentarii,   edit. 
Fiirdlein.  Leipxig,  1873. 
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P.  356,8  :  «  Ainsi  Apollonius  monlie  quelle  est  la  caiacléiis- 
lique  (to  ffû[AiTTo\u!.a)  de  chaque  conique.    » 

Deux,  autres  indiquent  des  écrits  perdus  du  grand  géomètre 
alexandrin  : 

P.  74)28  :  «  Comme  ce  qui  concerne  les  irrationnelles  non 
classées  dont  Apollonius  a  poursuivi  l'étude.  »  11  s'agit  de  l'Ou- 
vrage que  \\  oepcke  a  essayé  de  restituer  d'après  les  indications 
d'un  manuscrit  arabe  ('  ). 

P.  100,0  :  «  L'hélice,  dont  toutes  les  parties  sont  similaires  et 
peuvent  coïncider  entre  elles,  comme  le  démontre  Apollonins 
dans  son  écrit  Sur  la  rus  (-).  »  Et  plus  bas,  p.  ioj,o  :  «  Cette 
hélice  est  à  parties  similaires  (ô|xotoa£p-/iç),  comme  l'a  démontré 
Apollonius.   » 

Mais  il  est  six  de  ces  citations  qui  renferment  de  véritables 
fragments  d'un  travail,  également  perdu,  veXdiûï  diuy.  E léments,  et 
sur  lequel  l'attention  n'a  point  encore  été  appelée,  malgré  le 
caractère  spécial  de  ces  fragments,  et  l'intérêt  qu'ils  nous  paraissent 
offrir. 

Fr.  1  (Proclus,  I00.6-19). 

«  Disons  aussi,  avec  Apollonius,  c[ue  nous  avons  la  notion  de 
la  ligne  lorsque  nous  disons  de  mesurer  seulement  la  longueur 
d'une  route  ou  d'un  mur;  car  alors  nous  ne  pensons  pas  en  plus 
à  la  largeur,  mais  nous  ne  tenons  compte  que  de  la  distance 
dans  un  seul  sens  ;  tandis  que,  si  nous  mesurons  une  aire,  nous 
considérons  la  surface  ;  si  un  puits,  le  solide.  Dans  ce  dernier 
cas,  nous  réunissons  ensemble  toutes  les  distances  pour  dire 
que  le  puits  est  de  tant,  en  longueur,  en  largeur  et  en  profon- 
deur. Les  sens  peuvent  d'ailleurs  nous  donner  une  perception 
de    ligne    lorsque    nous    regardons   les    séparations    des    endroits 


(')  Mémoires  présentés  à  V Académie  des  Sciences,  t.  XIV,  p.  6,)8-'y2o. 

(')  llepl  ToO  xo/).(ou.  M.  Cantor  {Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Matematik,  Leip- 
zig, i88o,  p.  296)  dit  que  le  contenu  de  cet  écrit  est  complètement  inconnu.  D'après 
Pappus,  livre  VIII,  le  xox^îaç  est  notre  vis  sans  fin  (ô  yaXoûjxsvo;  ànetpoi;  xoyp.tai;),  dont 
il  décrit  d'ailleurs  l'emploi,  soit  pour  engrener  une  roue  dentée,  soit  pour  produire 
un  mouvement  rectiligne  longitudinal.  Pappus  invoque  d'ailleurs  (édit.  Hulstch, 
II 10,  20)  Apollonius  au  sujet  de  la  construction  de  la  vis.  Il  est  donc  clair  que  l'é- 
crit cité  par  Proclus  renfermait  au  moins  la  théorie  géométrique  de  l'iielice. 
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éclairés  et  de  ceux  qui  sont  dans  l'ombre,  soit  sur  la  Lune,  soit 
sur  la  Terre.  Car  il  y  a  là  un  intermédiaire  sans  dimension  suivant 
la  largeur,  mais  qui  s'étend  en  longueur  entre  la  lumière  et 
l'ombre.  )> 

Fr.  'Ï  (Froclus,  1:^3,  lG-17).  —  Comp.  12^,  18,  et  12.5,  17. 

«  Apollonius  définit  l'angle  la  contraction  ( cuvaYtoy/î )  en  un 
seul  point  d'une  surlace  ou  d'un  solide  sous  une  ligne  ou  une 
surface  brisée.  » 

Fr.  3  (Proclus,  194,  'l'i,  et  igj,  5). 

«  Soit  en  effet  A  =  B  et  B  =  C  :  je  dis  que  A  =  C.  Puisque,  en 
effet,  A  =  B  occupe  le  même  lieu  que  lui,  et  puisque  B  :^  C 
occupe  le  même  lieu  que  ce  dernier,  A  occupera  le  même  lieu 
que  G.  Ils  sont  donc  égaux,  w 

Comp.  i83,  13  :  «  Apollonius  a  vainement  essayé  de  donner 
des  démonstrations  des  axiomes.  »  i83,  18  :  «  Apollonius  voulant 
montrer  la  vérité  de  l'axiome  que  les  choses  égales  à  une  même 
sont  égales  entre  elles.  »  194,  10  :  «  11  s'en  faut  de  beaucoup  que 
nous  approuvions  le  géomètre  Apollonius  pour  les  prétendues 
démonstrations  qu'il  a  données  des  axiomes,  en  se  posant  comme 
l'antagoniste  d'Euclide.  »  194,2!  :  «La  démonstration  qu'Apol- 
lonius croit  avoir  trouvée  pour  le  premier  axiome.  » 

Fr.  4  (Proclus,  279,  16,  et  280,  4). 

«  Apollonius  de  Perge  divise  comme  suit  par  moitié  une  droite 

limitée  donnée.  Soit  AB  la  droite  limitée  qu'il  s'agit  de  diviser 

par  moitié.  De  A  comme  centre,  avec  AB  pour  rayon,  décrivez  un 

cercle;  puis  de  B  comme  centre,  avec  BA  comme  rayon,  un  autre 

cercle  ;  joignez  les   intersections  des    cercles,   CD.   Cette   droite 

divise  AB  par  moitié.  En  effet,  menez  CA,  CB;  toutes  deux  sont 

égales   à   AB  ;    CD  est   couimun,    et  DA  =  DB  pour  les   mêmes 

■^^""^        '^  ^"^ 
raisons.  Donc   ACD  =  BCD,   en   sorte  que  AB  est   partagé   par 

moitié  d'après  le  i.  « 

Remarque.  —  La  construclion   d'Apollonius  est  au  fond  ideu- 
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li(juc  à  celle  d'iùiclide  (I,  10),  mais  celui-ci  la  présente  coiuine 
conslriiclion  sur  AB  d'un  triangle  équiiatéral  ACB  et  comme  divi- 
sion par  moitié  de  l'angle  en  C.  Apollonius  ne  refait  que  la  pre- 
mière partie  de  la  démonstration  et  s'arrête  quand  on  peut  la 
complélcr  d'à  jirès  le  texte  d'Euclide.  «  Le  4-  »  est  la  proposition  \,  \, 
d'Euclide  sur  l'égalité  de  deu\  triangles  ayant  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  proposition  sur 
laquelle  il  faut,  en  effet,  s'appuyer  pour  démontrer  que  AB  est 
eft'ectivenient  partagé  par  moitié,  soit  en  E.  Car,  dirons-nous  avec 
Euclide,  puisque  AG  ^  CB,  que  CE  est  commun,  les  deux  cotés 
AC,  CE  sont  égaux  aux  deux  BC,  CE  chacun  à  chacun,  et  les 
angles  compris  ACE  =  BCE.  Donc  les  bases  AE  =  BE.  Donc,  etc. 

Fr.  o(Froclus,  9,82,  8-19). 

«  Apollonius  élève  de  cette  manière  la  perpendiculaire.  Sur 
AC  soit  D  quelconque,  et  sur  CB  ('),  CE  ^  CD.  De  D  comme 
centre,  avec  ED  pour  ravon,  décrivez  un  cercle;  puis  de  E  comme 
centre,  avec  DE  pour  ravon,  un  autre  cercle  ;  menez  FC  :  je  dis 
quelle  est  à  angle  droit;  car,  si  l'on  mène  FD,  FE,  elles  seront 
égales;  d'ailleurs,  DC=:CE  et  FC  est  commun,  de  sorte  que  les 
angles  en  C  seront  égaux  d'après  le  8.  Donc  ils  sont  droits.  » 

Remarque.  —  «  Le  8  »  est  la  proposition  T,  8  d'Euclide  (égalité 
de  deux  triangles  dont  les  trois  côtés  sont  égaux  chacun  à  chacun). 
La  construction  d'Apollonius  est  encore  identique  au  fond  à 
celle  d'Euclide  (I,  J 1  ),  qui  la  présente  comme  formation  sur  DE 
du  triangle  équiiatéral  DEF.  Les  deux  démonstrations  sont  de 
même  identiques  au  fond. 

l'R.  G  (Prochis,  ?>?>'),  IG,  et  336,5). 

<(  Nous  n'approuvons  pas  la  construction  d'Apollonius  (-),  car 
elle  a  besoin  de  théorèmes  du  Livre  III.  Prenant  l'angle  quelconque 
CDE,  et  la  droite  AB  de  D  comme  centre,  avec  CD  pour  rayon, 


C)  Proloiigernciil  de  AC:   le   point  C  est  celui  auquel  il  faut  élever  la  perpendi- 
culaire à  la  droite  .\l>.  Plus  loin,  F  est  l'intiTsection  des  deux  cercles  décrits. 
'')  (lonslruire  en   A,  sur  la  droite  AH,   tni  an;;le  éijul  à  un  aujjie  donné  CDE. 
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il  décrit  l'arc  CE,  et  de  même,  de  A  comme  centre,  avec  AB  pour 
ravon,  l'arc  FB  ;  puis,  prenant  l'arc  FB  :=  arcCE,  il  mène  AF  et 
l'ait  voir  que  les  angles  en  A  et  D  sont  égaux  comme  interceptant 
des  arcs  égaux.  Il  a  dû,  au  reste,  prendi'e  AB  i=  CD  pour  que  les 
cercles  soient  égaux.   » 

Remarque.  —  La  construction  d'Euclide  (I,  23)  est  celle  d'un 
triangle  égal  à  un  triangle  dont  il  a  les  trois  côtés.  Avec  la  sienne, 
Apollonius  pouvait  évidemment  composer  une  démonstration  ana- 
logue à  celle  d'Euclide  et  n'avait  certes  pas  besoin  de  recourir  aux 
propositions  27  et  28  du  Livre  III  des  Éléments  :  «  28.  Dans  des 
cercles  égaux,  des  droites  égales  sous-tendent  des  arcs  égaux,  etc. 
—  27.  Dans  des  cercles  égaux,  les  angles  interceptant  des  arcs  égaux 
sont  égaux,  qu'ils  soient  au  centre  ou  à  la  circonférence.  »  En  pré- 
sence de  l'affirmation  de  Proclus  sur  le  texte  d'Apollonius,  il  faut 
admettre  que  ce  dernier  avait  démontré,  dans  son  préambule  aux 
Éléments  que  nous  révèlent  les  fragments  1,  2,  3,  les  premières 
parties  de  ces  propositions  III,  27,28. 

II.  Les  trois  derniers  fragments  semblent  indiquer  qu'Apollo- 
nius avait  entrepris,  non  pas  de  refondre  le  corps  môme  des 
Eléments,  œuvre  déjà  classique  de  son  temps,  mais  d'en  donner 
comme  une  édition  revue  et  corrigée,  où,  respectant  le  numéro- 
tage connu,  il  avait  au  moins  essayé  de  rétablir  en  divers  points 
la  déduction  logique  naturelle,  trop  souvent  masquée  sous  l'ordre 
artificiel  (')  adopté  par  Euclidc.  A  cet  égard,  il  ne  faisait  que 
devancer  les  modernes. 

Mais  pour  cette  édition  il  avait  composé  un  préambule  relatif 
aux  définitions  et  aux  axiomes.  Ce  préambule  semble  avoir  été 
passablement  développé  et,  puisque  la  définition  de  l'angle 
solide  (fr.  2)  y  était  comprise,  devait  embrasser  tous  les  concepts 
des  divers  Livres  des  Eléments,  en  sorte  qu'il  pouvait  d'ailleurs 
être  utilisé  comme  manuel,  en  dehors  de  l'étude  de  la  Géométrie 
théorique,  par  exemple  pour  celle  de  la  Géométrie  pratique.  Il 
pourrait  donc,  dans  une  certaine  mesure,  être  comparé  à  l'écrit 


(')  Nous  n'employons  pas  ce  mot  dans  un  sens  de  blâme;  si  nous  constatons  un 
fait  indéniable,  nous  n'en  sommes  que  plus  portes  a  regarder  surtout  le  premier  Livre 
des  Eléments  comme  un  chef-d'œuvre  de  composition. 


>M  EL  ANGES.  i^cj 

Hevonis  dejinitiones,  p.  i-:jo  du  rc'diliou  de  Héron  de  Hultsch 
(Berlin,   1864). 

Mais  tandis  que  ce  dernier  t'cril,  dont  le  véritable  auteur  est 
d'ailleurs  postérieur  à  Posidonius,  n  est  qu'une  pure  compilation 
des  diverses  définitions  données  parles  difTércnts  auteurs  ('),  et 
que  nous  aurons  même  par  suite  à  y  rechercher  des  fragments 
d'Apollonius,  l'œuvre  de  ce  dernier  devait  sans  doute  former  un 
ensemble  homogène  et  bien  ordonné.  Enfin  et  surtout,  le  frag- 
ment 1  nous  en  indique  un  caractère  tout  spécial. 

L'opinion  commune  est  que  nulle  part  on  ne  trouve,  dans  les 
écrits  des  géomètres  du  temps  classique,  un  mot  qui  ne  soit  pas 
complètement  indispensable  pour  leurs  démonstrations  (-).  Ici 
nous  voyons,  au  contraire,  l'homme  qui  a  porté  le  plus  haut  la 
Science  antique  sortir  hardiment  de  l'ornière  commune,  pour 
entrer  dans  une  voie  où,  cette  fois,  les  modernes  ne  l'ont  guère 
suivi  jusqu'à  présent  ;  nous  le  voyons,  dans  le  but  de  mieux  préciser 
le  caractère  des  concepts  fondamentaux,  ne  pas  craindre  d'aban- 
donner le  domaine  de  l'abstraction  mathématique  et  de  faire  appel 
aux  notions  concrètes  et  aux  données  de  l'expérience  vulgaire. 

La  singularité  même  de  ce  fragment  nous  autorise  donc  à  recher- 
cher, soit  dans  Proclus,  soit  dans  Héron,  les  passages  qui  pré- 
sentent le  même  caractère  et  à  les  restituer  à  Apollonius.  Pour  pro- 
céder avec  quelque  suite  dans  cette  recherche,  il  suffit  de  remar- 
quer que,  dans  l'ordre  d'idées  oh  s'était  placé  le  réformateur,  il 
devait  partir,  non  pas  du  point,  comme  Euclide,  mais  du  solide.  Ici 
c'est  à  la  seconde  source  qu'il  faut  recourir.  Entre  les  définitions 
1  et  2  du  Livre  XI  des  Eléments,  nous  y  trouvons  intercalé  un 
texte  que  je  n'hésite  point  à  faire  remonter  à  Apollonius,  quoique 
le  savant  éditeur  en  suspecte  la  dernière  phrase  comme  une  glose 
postérieure  au  recueil  du  pseudo-Héron. 

Fr.  8  (Héron,    11,  10-17). 
«  Un  solide  est  ce  qui   possède   trois  dimensions.    On  appelle 


(')  On  y  retrouve,  à  côté  de  celles  d'Eiiclide,  toutes  celles  qu'a  conservées  Proclus 
et  dont  la  plupart  sont  anonymes.  Celles  de  Posidonius  sont  relatives  au  crxy;[Aa,  aux 
parallèles  et  à  la  division  des  trapèzes. 

(,')  Comp.   Hankf.I-,  7-ur  Geschuhlc  dcr  Mdlhcmadk .   Leip^in,    iS-'|.   j).  3;).'>. 
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solides  soit  les  corps,  soit  les  lieux.  Ainsi  le  corps  mathématique 
est  ce  qui  a  dimension  suivant  trois  sens,  tandis  que,  simplement 
dit,  un  corps  est  ce  qui,  outre  la  dimension  dans  trois  sens,  est 
susceptible  de  résistance.  » 

De  même  pour  la  définition  de  la  surface  : 

Fr.  9  (Héron,  lo,  12). 
«   La  surface  est  ce  qui  a  dimension  suivant  deux  sens.  » 

Fr.  10  (Proclus.  ii4,  20-25). 

«  Nous  avons  la  notion  de  la  surface  lorsque  nous  mesurons 
les  aires  et  que  nous  en  déterminons  les  limites  en  longueur  et  en 
largeur.  Nous  la  percevons  en  quelque  sorte  lorsque  nous  consi- 
dérons les  ombres;  car  celles-ci,  n'ayant  point  de  profondeur, 
puisqu'elles  ne  peuvent  pénétrer  dans  l'intérieur  de  la  terre,  ne 
possèdent  qu'une  largeur  et  une  longueur.   » 

Fr.  U  (Héron,  lo,  16-20). 

«  Ainsi  l'on  pense  comme  surface  toule  ombre  et  toute  couleur, 
et  de  là  les  Pythagorlens  appelaient  la  surface  couleur  (-/po'a).  On 
"pense  aussi  comme  telle  ce  suivant  quoi  se  fait  le  contact  de  l'air 
à  la  terre  ou  à  tout  autre  corps  solide,  ou  de  l'air  à  l'eau,  ou  de  l'eau 
au  gobelet  ou  à  tout  autre  récipient.  » 

Pour  celle  de  la  ligne,  en  dehors  du  fragment  1  : 

Fr.  12  (Héron,  8,5). 
((   La  ligne  est  ce  qui  a  dimension  dans  un  seul  sens  (').    » 

Fr.  13  (Héron,  8,8-18). 

((  On  peut  dire  qu'une  ligne  est,  par  exemple,  ce  qui  sépare  la 
lumière  solaire  de  l'ombre,  ou  l'ombre  de  la  partie  éclairée,  ou 

(')  Lire  to  È^'  ;v  ôiâTTaT&v  et   non  tô  hi  o. 
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bien  encore,  dnns  un  Nèlenienl,  ce  qu'on  pense  comme  continu  et 
séj)arant.  la  pourpre  de  la  laine  et  la  laine  de  la  pourpre.  Nous  pos- 
sédons déjà,  acquise  par  habitude,  une  notion  de  la  lij^ne  comme 
douée  de  longueur  seulement,  et  non  de  largeur  ni  de  profondeur. 
Ainsi  nous  disons  qu'un  mur  est,  par  exemple,  de  loo  coudées, 
nous  ne  regardons  ni  à  la  largeur  ni  à  l'épaisseur,  ou  une  route 
est  de  5o  stades,  nous  ne  nous  inqniétons  que  de  la  longueur,  et 
non  de  la  largeur  ;  une  telle  évaluation,  lorsque  nous  la  faisons 
ainsi,  est  linéaire.  )> 

Si  l'on  compare  ce  Iragment  au  n"  1,  il  est  clair  quil  conserve 
de  ])lus  près  le  texte  exact  d'Apollonius,  mais  que  les  deux  extraits 
faits  par  Proclus  et  le  pseudo-Héron  doivent  être  complétés  l'un 
par  l'autre. 

Enfin  pour  le  point  : 

Fr.  h  (Héron,  7,  10  et  7,  11-13). 

((  Le  point  est  une  limite  sans  dimension.  Il  se  trouve  sub- 
sister pour  l'intelligence  seule,  comme  quelque  chose  qui  n'a  ni 
parties  ni  grandeur,  w 

III.  Jusqu'ici  nous  avons  marché  sur  un  terrain  à  peu  près 
solide,  mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  nous  voulons  aborder  les 
inijiortantes  définitions  du  plan  et  de  la  droite.  Nul  doute  cepen- 
dant qu'Apollonius  n'ait  dû  rejeter  les  obscures  définitions  eucli- 
diennes (')  ;  mais  cpielles  étaient  celles  qu'il  avait  adoptées? 

Ici  le  critérium  fourni  par  le  fragment  1  nous  lait  délaut  ; 
mais,  si  nous  nous  rappelons  le  théorème  d'Apollonius  sur  l'hélice 
cité  par  Proclus,  lorsque  nous  voyons  Héron  (g,  27  et  lo,  9)  don- 
ner la  génération  de  l'hélice  et  terminer  par  l'énoncé  de  ce  théo- 
rème, lorsque  nous  retrou\ons  des  définitions  qui  semblent 
calculées  pour  en  faire  ressortir  l'importance  [Héron,  ii,  4-5: 
«  La  surface  plane  est  celle  dont  toutes  les  parties  peuvent 
coïncider    entre    elles    de    toutes    manières.  »    (Comp.    Proclus, 


(')  Le  sens  dans  lequel  les  explique  Proclus,  et  qui  parait  le  plus  plausible,  revient 
il  (Iclinir  la  droite  comme  mesurant  l'intervalle  entre  deux  quelconques  de  ses  points, 
la  surface  plane  comme  mesurant  rintervalle  entre  un  contour  fermé  tracé  sur  oili- 
|)ar  dos  droites.  Le  vice  de  ces  définitions  est  assez  palpable. 
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1 20,  10.)  —  Héron,  9,  2-3)  :  a  La  ligne  droite  est  celle  dont  toutes 
les  parties  peuvent  coïncider  entre  elles  de  toutes  manières.  » 
(Comp.  Proclus,  i  10,  20)].  Ne  pouvons-nous  pas  à  bon  droit  re- 
garder tout  ce  qui  appartient  à  cet  ordre  d  idées  comme  dérivant 
de  rOuvrage  d'Apollonius? 

Toutefois  ce  n'était  qu'un  côté  de  la  question,  et  il  avait  du 
l'envisager  sous  d'autres  faces,  en  développant  les  concepts  du 
plan  et  de  la  ligne  droite.  Les  fragments  sur  la  surface  et  la  ligne 
en  général  supposent  en  effet  les  notions  concrètes  correspon- 
dantes pour  les  mesures  pratiques,  ce  qui  revient  au  fond  aux 
définitions  euclidiennes.  Mais  Euclide,  pour  donner  une  forme 
mathématique  à  ces  notions ,  s'est  vu  obligé  d'introduire  le 
concept  de  l'égalité  comme  connu  sans  définition.  Apollonius,  au 
contraire,  comme  il  est  évident  d'après  le  fragment  3,  définissait 
l'égalité  d'après  l'occupation  du  même  lieu,  c'est-à-dire  la  coïnci- 
dence, ce  qui  nous  ramène  bien,  d'ailleurs,  aux  définitions 
ci-dessus  du  plan  et  de  la  droite. 

Il  est  clair  que  les  propriétés  correspondantes  devaient  dès  lors 
être  mises  en  lumière  pour  la  sphère  et  le  cercle.  Pour  la  première 
de  ces  figures,  Héron  donne  trois  définitions  :  celle  d'Euclide 
(XI,  14),  par  génération  suivant  révolution  d'un  demi-cercle, 
vient  en  dernier  lieu  ;  la  première  est  la  descriptive  classique  de 
Théodose  de  Tripoli  ;  la  deuxième,  au  contraire,  semble  bien  ré- 
pondre au  procédé  apollonien,  de  combiner  les  notions  vulgaires 
avec  l'exactitude  des  concepts  mathématiques. 

Héron,  24,  13-14  :  «.  La  sphère  est  une  figure  solide  exacte- 
ment ronde,  en  sorte  oue  les  distances  à  [)arlir  du  milieu  soient 
partout  égales.  » 

De  cette  définition  et  d'une  autre  analogue  pour  le  cercle,  Apol- 
lonius, après  avoir  distingué  le  concave  et  le  convexe  (Héron,  i-, 
16),  pouvait  immédiatement  dédmreVhomœomérie  de  ces  figures 
et  quelques  autres  de  leurs  propriétés  les  plus  simples,  notamment, 
pour  le  cercle,  la  proposition  (non  démontrée  par  Euclide,  I,dif.  17) 
que  le  diamètre  partage  par  moitié  le  cercle  et  la  circonférence, 
celles  que  laisse  supposer  le  fragment  6,  et  même  leurs  réciproques, 
que  si  une  figure  jouit  de  l'une  de  ces  propriétés,  cette  figure  est 
un  cercle;  c'est  à  cet  ordre  d'idées  que  semble  se  rapporter,  dans 
Hf'ron    (i5,  26  et  16,  ]),  la  plnasc  corronqiue  suivante  : 
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«  (,)ii  peut  dire  aussi  tjiie  le  cercle  est  une  lii;i)e  (  '  j  telle  que 
toutes  les  parties  égales  correspondenl  toujours  à  des  intervalles 
(cordes)  égaux.  » 

l^  .  ]\lais  ces  développements  ne  pouvaient  être  complétés 
(ju'après  la  définition  de  l'angle  (fr.  2).  \ous  la  retrouvons  dans 
Héron,  avec  quelque  difTérence. 

Héron,  II,  19-120  :  «  L'angle  est  une  contraction  eireeluée  en 
un  ])oint  sous  une  surface  ou  ligne  brisée.  » 

i4?  8-11  :  «  Lne  surface  est  brisée  sur  une  ligne  lorsqu'en  la 
jirolongeant  elle  ne  retombe  pas  sur  elle-même  ;  on  la  pense  pro- 
longée lorsqu'elle  ne  semble  pas  arrêtée  dans  son  développement 
en  longueur.  On  pense  de  même  un  plan  prolongé.  » 

I  1,  20-26  :  «  On  dit  qu'une  ligne  est  brisée  lorsqu'en  la  pro- 
longeant elle  ne  retombe  pas  sur  elle-même. 

»  Des  angles,  les  uns  sont  plans,  les  autres  solides  ;  les  plans  ou 
solides  sont  d'ailleurs  rectilignes  ou  non.   » 

12, 1,  8.  9  :  K  L'angle  plan  est  en  général  une  contraction  en  un 
[)oint  sous  une  ligne  brisée.  » 

i/\,  i,  7  :  «  L'angle  solide  est  en  général  une  contraction  de 
solide  sous  un  point.  » 

1 4,  12-16  :  «  On  appelle  en  particulier  angles  solides  rectilignes 
ceux  dont  les  surfaces  formant  ces  angles  sont  comprises  sous  des 
angles  plans  rectilignes,  comme  ceux  des  pvramides,  des  solides 
j)olyèdres  et  des  cubes;  non  rectilignes  ceux  pour  lesquels  il  en 
est  autrement,  comme  pour  Tangle  d  un  cône.  » 

La  définition  conservée  par  Proclus  ne  permetti'ait  point  de 
faire  ainsi  simplement  la  distinction  entre  les  angles  solides  et  les 
angles  plans;  car,  au  sens  de  cette  définition,  il  semble  bien  que 
pour  deux  génératrices  d'un  cône,  outre  l'angle  plan  qu'elles  com- 
prennent, on  doive  considérer  aussi  des  angles  de  surface  conique. 
L'abandon  de  ce  point  de  vue  est  également  prouvé  par  une  défi- 
nition (Héron,  i4,  i-o)  de  l'angle  solide  comme  contraction,  non 
plus  de  solide  (Apollonius),  mais  de  surface. 

Néanmoins,  dans  les  textes  ci-dessus,  on  doit  faire  remonter  à 


(')  On  pourrait  lire  :  AsvcTat  Sa  xai  dc/Àoj;  x-jy.À'.y.r,  (au  lieu  de  x'jx'/o;     ypa[j.fji.r,  f,T'.: 
X.  T.  ),.,  «   que  la  ligne  circulaire  est  telle  que,  etc.    » 
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Apollonius  probablement  les  cléfiniLions  des  lignes  et  surlaces 
brisées,  sûrement  le  concept  de  Tangle  solide  au  sommet  du  cône, 
qui  est  étranger  à  Euclide,  Quant  à  l'angle  dièdre,  les  anciens 
n'en  ont  jamais  élaboré  la  notion  que  sous  le  terme  à^ inclinaison 

(x);i'ctç). 

V.  Il  serait  imprudent  de  pousser  plus  loin  nos  conjectures  sur 
les  définitions  d'Apollonius  ;  reste  à  parler  de  son  travail  sur  les 
axiomes. 

On  sait  qu'après  les  définitions  du  premier  Livre  d'Euclide  se 
trouve  un  certain  nombre  de  propositions  classées,  les  unes 
comme  postulats  (ai~/-(t/.aTa),  les  autres  comme  notions  communes 
ou  axiomes. 

Du  temps  de  Geminus  (  i'""  siècle  avant  J.-C),  que  Proclus 
compile,  la  question  de  l'authenticité  du  classement  de  ces  propo- 
sitions était  aussi  embrouillée  qu'aujourd  liui.  En  tout  cas,  ce  cri- 
tique ne  reconnaissait  comme  postulats  que  les  trois  relatifs  à  la 
construction  de  la  droite  et  du  cercle,  dont  le  caractère  particulier 
semble  garantir  l'adoption  comme  tels  par  Euclide,  et  leur  inscrip- 
tion par  lui  en  tête  des  propositions. 

Il  est  bien  douteux,  au  contraire,  que  l'auteur  des  éléments  se 
soit  jamais  proposé  de  réunir  en  tête  de  son  Livre  les  divers 
lemnies  qu'il  a  admis  comme  accordés  dans  le  cours  de  ses  propo- 
sitions. S'il  avait  fait  ce  travail,  il  eût  certes  évité  d'en  accroître 
autant  le  nombre,  et  surtout  de  prendre  comme  axiomes  des  théo- 
rèmes dont  la  démonstration  est  facile.  La  collection  n'a  donc  été 
faite  qu'après  lui,  et  elle  le  fut  dans  différents  ordres  d'idées, 
comme  le  montrent  les  divergences  qui  existent  relativement  au 
nombre  et  au  classement  de  ces  axiomes  ('  ). 

Toutefois,  ce  travail  put  être  fait  dès  avant  Apollonius,  qui 
trouva  ainsi  soulevée  la  question  du  perfectionnement  à  apporter 
sur  ce  point  à  l'œuvre  classique. 

Piien  n'indique  que  le  grand  géomètre  alexandrin  ait  touché 
aux  trois  postulais  de  construction;  il  est  clair  au  contraire, 
d'après  le  fragment  3,  qu'il  prend  comme  définition  de  l'égalité 


(')  Nous  admettrons   le   niiniérotiijTO   de    l'édition    de  Grrgory,  iiniqucinent  imrce 
qu'il   est  le  pins  complet. 
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rii\i(nm'  \  III  (  les  (•lu)srs  (|ui  coïncidenl  soiil  »'t;alt'S  cnlrc  elles),  el 
jn-obable  dès  lors  qu'il  (léliniL  de  iiièiiie  le  ])liis  i;iand  el  le  plus 
pelil  d'après  raxiouie  IX  (le  tout  est  plus  yraud  (pie  la  partie). 

Il  lui  était  ainsi  laeilc  de  dénioiilrer  les  trois  axiomes  suivants, 
seuls  reconnus  |)ar  Proelus  comme  axiomes  avec  A  III  el  IX  : 

].   Les  choses  égales    à    une    même     sont    aussi    égales    entre 
elles  (fr.  3). 

II.   Si   à  des   choses    égales   on   ajoute    des    choses    égales,   les 
sommes  sont  égales. 


III.   Si   de  choses  égales    on   retranche    des  choses  égales,  les 

îtes  sont  égaux. 

II  démontrait  de  même  les  suivants  : 


W.    Si  à  des  choses  inégales  on  ajoute  des  choses  égales,  les 
sommes  sont  inégales. 


V.   Si    de  choses  inégales    on  retranche   des  choses  égales,  les 


restes  sont  inégaux. 


VI.  Les  doubles  d'une  même  chose  sont  égaux  entre  eux. 
VIL  Les  moitiés  d'une  même  chose  sont  égales  entre  elles. 

Au  contraire,  nous  n'avons  aucune  trace  de  la  lacon  dont  il  pou- 
vait envisager  la  théorie  des  parallèles  et  le  fameux  axiome  XI, 
encore  considéré  par  Proelus  comme  un  théorème  restant  à  dé- 
montrer (  *  ). 

Quant  aux  j)rétendus  axiomes  X,  l'égalité  de  tous  les  angles 
droits,  XII,  que  deux  droites  ne  peuvent  limiter  un  espace,  le 
premier  est  certainement  un    théorème    oublié  par    Euclide  ;   le 


(')  Proelus  ne  rapporte  que  le  travail  de  Ptoléniée  sur  celte  c|uestioii,  travail  qu'il 
critique  et  qui,  en  elTet,  renferme  des  paralogisnies.  11  tente  lui-même  ou  plutôt  em- 
prunte à  quelque  anonyme  une  démonstration  fondée  sur  le  lenime  que,  si  une  droite 
on  rencontre  une  autre,  elle  rencontrera  toutes  les  parallèles  menées  dans  le  iilan  à 
rette  dernière. 
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second,   lemme  admis  dans  I,  4,   pouvait   être  considéré  par  lui 
comme  rentrant  dans  le  premier  postulat.  . 

L'égalité  des  angles  droits  a  probablement  été  démontrée  par 
Apollonius,  sinon  avant  lui  ;  mais  on  peut  douter  qu'il  procédât 
par  l'absurde,  comme  Proclus  (i88,  22,  et  189,  10)  ;  quant  au 
dernier  axiome,  sa  vérité  semble  découler  immédiatement  de  la 
façon  dont  nous  avons  admis  qu'Apollonius  définissait  la  droite. 
Proclus  (239,  6-16)  en  donne  une  démonstration  incomplète,  car 
il  admet  que  la  coïncidence  n'a  pas  lieu  au  delà  des  deux  points 
supposés  communs.  Mais  il  est  facile  de  corriger  cette  démons- 
tration, obtenue  en  décrivant  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'un  des 
points  communs  et  passant  par  l'autre,  puis  en  admettant  que  tout 
diamètre  partage  le  cercle  en  parties  égales.  Il  nous  paraît  égale- 
ment assez  douteux  que  cette  démonstration  remonte  à  Apol- 
lonius. 

En  résumé,  le  célèbre  auteur  des  Coniques  a  essayé  d'imprimer 
la  marque  de  son  génie  sur  les  questions  soulevées  par  les  principes 
de  la  Géométrie.  Si  la  forme  trop  peu  classique  de  son  travail  a  été 
sans  doute  la  raison  prédominante  du  profond  oubli  dans  lequel 
sont  tombées  ses  tentatives,  elles  n'en  sont  pas  moins  à  signaler, 
comme  témoignant,  dans  l'antiquité,  de  courants  d'idées  analogues 
à  ceux  de  temps  plus  modernes,  et  d'un  effort  sérieux  pour  écliapper 
au  joug  d'une  tx'adition,  en  réalité  bien  plus  ancienne  qu'Euclide, 
et  d'autant  plus  difficile  à  briser. 


COMPTI'S   UKNDUS  RT  ANALYSES.  iS- 


COMPTES   RENDUS   ET  ANALYSES. 

BIIODIE  (15. -C),  F-  R.  S.,  professeur  de  Chimie  à  UUnivcrsilé  d'Oxford.   — 
Le  calcul  dks  opÉR.vnoNs  cuimiquiîs,   soit   une  méthode    pour  lv   iu;- 

CIIEUCUE,   PAU  le  .moyen  DE  SYMBOLES,   DES  LOIS  DE  LA  DISTRIBUTION  DU  POIDS 

DANS  LES  TRANSFORMATIONS  ciii JiiQi.'ES  ;  traduit  dc  l'iiiiglais  par  lo  D'' A.  Na- 
QUET.  —  I  vol.  in-î°.  Paris,  Gautliier-Villars,  1879. 

C'est  venir  un  peu  tard  sans  cloute  pour  parler  d'un  Livr(;  qui  a 
été  publié  depuis  plusieurs  années  déjà,  d'autant  plus  que  la  tra- 
duction dont  il  s'agit,  avant  de  paraître  en  \oluine,  avait  été 
insérée  dans  le  Moniteur  scientifique  du  ÏY  Quesneville  (no- 
vembre 1878,  mars  et  avril  1879).  Mais  le  sujet  est  d'une 
nature  tellement  originale,  et  d'autre  part  il  semble  avoir  attiré  si 
peu  jusqu'à  présent  l'attention  des  mathématieiens  iraneais,  qu'on 
nous  pardonnera,  nous  l'espérons  du  moins,  ce  défaut  d'actualité, 
plus  apparent  que  réel. 

C'est  du  reste  le  danger  des  publications  de  cette  nature,  de 
passer  quelquefois  au  milieu  de  l'inattention  générale,  malgré 
l'intérêt  très  positif  qu'elles  peuvent  présenter.  Sur  la  seule  in- 
spection du  titre  :  '«  C'est  de  la  Chimie  !  »  s'écrient  volontiers  les 
mathématiciens,  et  ils  passent  à  une  occupation  puis  sérieuse  selon 
eux  i  en  feuilletant  le  Volume  et  le  trouvant  tout  rempli  de  for- 
mules algébriques  :  «  Ce  sont  des  Mathématiques!  »  déclarent  las 
chimistes,  et  ils  retournent  à  leur  laboratoire. 

jN  aguère,  au  siècle  dernier  même,  les  sciences  étaient  loin  d'avoir 
produit  les  innombrables  résultats  qu'on  peut  constater  aujour- 
d'hui, et  les  esprits  les  plus  éminents  ne  dédaignaieuL  [)as  d  associer 
des  études  très  diverses  ^  ils  embrassaient  les  l)ranches  les  plus 
variées  parlois  du  savoir  humain,  et  ils  y  marquaient  leur  trace 
par  des  découvertes  empreintes  d'une  idée  de  généralisation 
extrême. 

De  nos  jours  il  n'eu  est  plus  ainsi.  jNous  sommes  embarrassés 
sans  doute  par  l'excès  même  de  nos  richesses  \  personne  ne  saurait 
s'assimiler  la  somme  énorme  des  vérités  scientilîques  acquises  ^ 
pour  produire,  il  faut  se  spécialiser,  s'attacher,  non  pas  même  à 
une    science,    mais    à    une    section    particulière  de    telle   ou   telle 
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science,  ce  qui  conduit  volontiers  à  négliger  le  reste.  C'est  là  une 
tendance  fâcheuse  au  point  de  vue  de  la  coordination  philoso- 
phique des  connaissances  humaines  et  qui  finirait  par  amener  dans 
l'avenir  une  certaine  stérilité.  Nous  avons  la  confiance  que  malgré 
tout  une  réaction  salutaire  ne  tardera  pas  à  se  produire  dans  le 
sens  dont  nous  parlons,  d'autant  plus  qu'elle  se  manifeste  déjà 
quelque  peu  dans  les  autres  pays.  Mais,  pour  revenir  à  notre 
sujet,  il  faut  reconnaître  qu'en  France,  actuellement,  il  y  a  peu  de 
mathématiciens  qui  s'intéressent  à  la  Chimie  et  peu  de  chimistes 
s'occupant  de  Mathématiques. 

Ici,  c'est  au  point  de  vue  mathématique,  à  peu  près  exclusive- 
ment, que  nous  voulons  essayer  de  rendre  compte  de  l'Ouvrage  de 
M.  Brodie.  Notre  complète  incompétence  au  point  de  vue  chimique, 
que  nous  confessons  en  la  regrettant  fort,  nous  interdirait  aussi 
bien  l'éloge  que  le  blâme.  Mais,  en  laissant  de  côté  toute  appré- 
ciation sur  ce  point,  il  reste  un  calcul  symbolique  d'une  espèce 
nouvelle,  créé  pour  apporter  une  méthode  rationnelle  de  représen- 
tation des  faits  chimiques,  à  la  place  des  notations  en  vigueur. 
Cette  Algèbre  spéciale  mérite  certainement  qu'on  ne  la  laisse  pas 
passer  inaperçue  :,  il  y  a  là  une  tentative  éminemment  intéres- 
sante et  très  philosophique  ;  mais,  en  raison  même  de  son  objet, 
le  nouveau  calcul  ne  pourra  produire  des  résultats  vraiment  effi- 
caces et  appréciables  qu'à  partir  du  jour  où  les  chimistes  auront 
entrepris  de  se  l'assimiler. 

Il  nous  semble  donc  que  le  D""  Naquet  a  donné  un  bon  exemple 
et  fait  œuvre  scientifique  dans  le  sens  le  plus  élevé  du  mot  en 
présentant  au  public  français  la  traduction  du  Calcul  des  opéra- 
tions cliinii(/ues. 

L'Ouvrage  se  compose  de  deux  Mémoires  distincts. 

Dans  le  premier,  qui  renferme  huit  Sections,  M.  Brodie,  se 
plaçant  en  dehors  de  toute  hypothèse  a  priori,  et  ayant  seule- 
ment pour  but  la  représentation  des  phénomènes,  débute  par  un 
certain  nombre  de  définitions  sur  les  poids  (il  désigne  par  le  mot 
poids  une  portion  déterminée  de  matière  pondérable).  Il  distingue 
les  poids  uniques,  les  groupes  de  poids,  les  poids  composés  et  les 
poids  simples.  Il  appelle  enfin  distribution  de  poids  l'opération 
par  laquelle  un  poids  composé  se  résout  en  ses  composants,  ce  qui 
le  conduit  à  la  notion  des  poids  distribués  et  non  distrihués. 
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11  considère  ensuite  toute  opération  chimique;  comme  s'accom- 
plissant  sur  l'unilcWrcspace  et  donnant  pour  résultat  un /70iV/.î,  et 
il  représente  ces  opérations  par  des  symboles  Xi ,  Xo, .  .  . ,  répondant 
aux  poids  A,,  Ao,.  .  .  cpii  résultent  des  opérations  correspondantes. 

Vi(;nt,  après  cela,  la  notion  d'ide/iti/e  entre  deux  opérations, 
pour  laquelle  on  emploie  le  signe  =,  puis  l'introduction  des  signes 
-f-  et  — ,  qui  se  définissc;nt  tout  naturellement  et  sont  soumis  aux 
mêmes  règles  que  celles  de  l'Algèbre  ordinaire.  Le  symbole  chi- 
mique o  représente  l'absence  de  poids. 

Un  poids  composé,  si  les  poids  composants  sont  JC^  j.,  se  repré- 
sente par  le  symbole  (p  =  x)  .  C'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
multiplication  chimique,  dont  on  établit  les  propriétés,  pareilles  à 
celles  de  la  multiplication  algébr-ique.  L'auteur  résume  ces  notions 
en  disant  que  les  signes  xy^  i-^y)-!  -^ +J)  '  {'^'~^J')  représentent 
ces  mêmes  opérations  se  faisant  successivement,  conjointement, 
séparément  ou  collectivement. 

Le  symbole  i  s'introduit  dans  ce  calcul,  où  il  a  une  grande 
importance,  comme  la  représentation  de  l'unité  d'espace,  et  on 
a  a:^  =  I  ;  quant  au  signe  ce  ,  il  représente  la  totalité  de  l'univers 
pondérable. 

Les  poids  étant  les  seuls  éléments  à  considérer  pour  constater 
l'identité  des  opérations,  on  se  trouve  conduit  aux  équations  chi- 
miques fondamentales  xj  =  x  -^  J-,  -  ■=  x  — j  ,  d'où  l'on  tire  en 

particulier  i  =0  et  0=  1  =  -2  ^  ...  =7?.  Ces  conséquences  peu- 
vent paraître  répugnantes  et  paradoxales  à  qui  s'attache  trop  à  la 
signification  des  symboles  ordinaires  5  mais  elles  n'en  sont  pas  moins 
justifiées  et  se  prêtent  à  la  représentation  des  faits.  L'Algèbre  chi- 
mique se  trouve  faire  à  peu  près  du  signe  i  ce  que  l'arithmétique 
fait  du  zéro.  Il  reste  à  bien  tracer  les  règles  à  suivre  dans  le  nouveau 
calcul,  ce  qui  est  l'objet  essentiel  de  l'Ouvrage. 

On  di^^eWe.  facteur  premierle  symbole  d'un  poids  simple,  et  les 
symboles  de  deux  poids  simples  l'un  par  rapport  à  l'autre  sont 
dits  premiers  entre  eux.  De  là  suivent  une  série  de  déductions 
présentant  avec  la  ihéorie  arithmétique  des  nombres  premiers 
l'analogie  la  plus  curieuse,  et  spécialement  le  symbole  d'un  poids 
composé  entier  co  =  a."  l?" >(•"'-.  .  . . 

Partant  de    ces   propriétés,    l'auteur    se   propose,    pour    chaque 
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problème  particulier,  d'exprimer  les  symboles  chimiques  au  moyen 
d'un  nombre  entier  de  facteurs  premiers,  en  s'appuvant  sur  les 
données  fournies  par  l'expérience,  et  cela  avec  le  plus  petit  nombre 
possible  de  facteurs  premiers.  La  méthode  c|u'il  indique,  dans  sa 
généralité,  vaut  la  peine  d'être  résumée  très  sommairement  ici. 

Si  les  symboles  cliimiques  ©,  cf^,,  cfo,  .  .  .  sont  reliés  par  n  équa- 
tions de  la  forme 

m  ç  +  m' Oy  -h  m"  cp2  +  •  •  •  =  o, 

ju,  m',  m" ,  .  .  .  étant  des  symboles  numériques,  on  pose 

oz=aPb''>cP'..  .  .,     tSyz=zaih'hc'J'~.  .  .,     oç,=:a''b'\c'\.  .  .,      

Alors  p^  q^  7',  ^>,,  (^j,  ;•,,  .  .  .  sont  reliés  par  un  système  d'équa- 
tjons  de  la  forme 

mp  4-  m' q  -\-  m"  /•  +  ...  tr=  o,      mp^  +  m' r/,  -+-  m"  /'j  -h  .  .  .  =  o,      .... 

La  question  est  alors  ramenée  à  la  recherche  des  solutions  en 
nombres  positifs  entiers  des  valeurs />,  q^  /•,  p^,  q^^  /•, ,  ...  cjui 
satisfont  à  ces  équations  indéterminées.  Le  nombre  des  formes 
admissibles  est  de  plus  limité  par  la  condition  cpie  les  facteurs 
a,  Z»,  c,  ...  soient  les  symboles  de  poids  réels,  conditioji  cjui 
s'exprime  encore  sous  forme  analytique. 

Voilà  certes  une  application  de  l'Analyse  indéterminée  aussi  ingé- 
nieuse que  surprenante.  M.  Brodie  s'en  sert,  clans  les  Sections  sui- 
vantes de  son  étude,  pour  construire  les  équations  chimiques, 
d'après  les  données  Iburnies  par  l'expérience.  Cette  partie  relevant 
plus  spécialement  du  domaine  chimique,  nous  sommes  obligé  de 
la  passer  presque  sous  silence.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  la 
formule  cjue  l'Analyse  indéterminée  conduit  à  assigner  au  chlore, 
en  partant  de  la  décomposition  de  l'acide  chlorhydrique.  a  étant  le 
symbole  de  l'hydrogène  et  y^  un  facteur  premier,  on  trouve  :  acide 
chlorhydrique,  a^+f^^^+fl•  chlore,  a'+-^j^'^('+'J,  avec  les  conditions 
f^iy,  £,^o,  et  par  suite  a.yj'  est  le  symbole  le  plus  simple  du 
chlore.  Pour  l'iode,  le  brome  et  ceitains  autres  coi'ps,  interviennent 
des  résultats  semblables.  11  est  certain  C]ue,  le  jour  où  l'on 
viendrait  à  reconnaitre  Cjue  le  chlore,  liode  et  le  brome  sont  des 
corps  composés  renfermant  de  l'hydrogène,  il  y  aurait  là  un  éclatant 
triomphe  pour  les  doctrines  de  M.  Brodie,  cpii  n'en  ont  pas  moins 
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dès  à  présent  une  grande  valeur,  en  lanl  que  procédés  pour  la 
représentation  des  phénomènes. 

Dans  une  conclusion  qui  termine  le  premier  JMémoiic,  l'auteur 
s'appli(pie  à  caractériser  l'esprit  de  sa  métliode  et  à  montrer 
combien  elle  est  indépendante  de;  toute  théorie  hypothétique  et  de 
la  théorie  atomique  spécialement. 

Le  second  Mémoire,  intitulé  De  l'analyse  des  faits  cïnnii(/ues,  a 
plus  particulièrement  pour  objet  l'application  de  l'instrument 
symbolique  dont  la  construction  est  indiquée  dans  le  premier.  Il 
débute  par  une  Introduction  sur'  la  loi  des  nombres  pairs,  dont 
l'objet  essentiel  est  de  justifier  l'hypothèse  fondamentale  du  sys- 
tème, en  vertu  de  laquelle  l'unité  d'hydrogène  est  toujours  un 
poids  simple  non  distribué,  dont  le  symbole  doit  être  par  consé- 
quent un  facteur  premier  a. 

En  appliquant  les  procédés  de  raisonnement  indiqués  dans  le 
premier  Mémoire,  on  recounait  qu'il  n'y  a  réellement  à  hésiter 
qu'entre  les  symboles  a  et  or-  pour  la  représentation  de  l'hydro- 
gène ;  mais  l'hypothèse  a"  se  prêterait  à  toute  une  série  de  coni- 
po-és  dont  l'existence  serait  en  contradiction  avec  la  loi  des  nouibres 
pairs  de  Laurent  et  Gerhardt,  et  cela  motive  l'exclusion  de  cette 
hypothèse.  On  trouve  euiin  une  critique  des  exceptions  (déjà  indi- 
quées dans  le  premier  Mémoire)  qui  sembleraient  mettre  en  défaut 
le  système  symbolique  proposé  5  de  là  des  objections  et  des  diiïi- 
cultés  que  l'auteur  s'attache  à  réfuter.  JNous  regrettons  de  ne 
pouvoir  insister  sur  cette  partie  très  intéressante  et  nous  pourrions 
dire  très  littéraire  de  l'Ouvrage  ;  mais  les  questions  qui  s'y  trouvent 
traitées  relèvent  soit  de  la  Chimie,  soit  de  la  logique  pure,  bien 
plutôt  que  du  domaine  mathéuiati(|ue. 

JNous  allons  désormais  suivre.  Section  par  Section,  les  matières 
exposées  dans  le  corps  du  secotid  Mémoire,  et  nous  eiforcer  d'en 
présenter  l'analyse,  en  y  mettant  la  clarté  compatible  avec  les 
limites  fort  restreintes  d'un  simple  compte  rendu. 

La  Section  I  est  intitulée  Sur  les  équalions  chimiques.  Le  type 
d'une  équation  chimique  est  v  =  7?i3 +  7?i'©, +/7i"  Oo -4-  •••  =  o, 
d'où  résulte,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  un  certain  système  d  équa- 
tions indéterminées.  En  général,  on  ne  peut  multiplier  une  telle 
équation  par  un  symbole  chimique,  et  cette  impossibilité  restrein- 
drait l\\\\\  très  haut  degré  le  calcul  symbolique  dont  nous  nous  occu- 
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pons;  mais  on  démontre  assez  facilement  que  cette  opération  est 
possible lorsquel'on  a  la  condition  in-i-  m'  -+-...  =  o.  Une  équation 
V  =^  o  qui  remplit  cette  condition  est  appelée  équation  chimique  nor- 
male. Un  très  grand  nombre  d'équations  chimiques  satisfont 
d'elles-mêmes  à  cette  condition  ;  mais  on  peut  rendre  normale  une 
équation  cliimique  quelconque  en  lui  ajoutant  un  symbole  numé- 
rique convenable,  ce  qui  peut  se  faire,  puisque  ce  symbole  désigne 
l'absence  de  poids.  Une  fois  cette  transformation  effectuée,  il 
devient  licite  de  multiplier  ou  de  diviser  les  équations  par  un  sym- 
bole chimique.  Par  exemple,  l'équation  fondamentale  xj  =  x  -h  j 
n'est  pas  normale.  Elle  le  devient  en  l'écrivant  i  -\- y  =i  x -^ y 
on  (x  —  1  )  0'  —  1  )  =  o ,  et  l'on  démontre  la  formule  plus  générale 
Kix  —  ^)  {y  —  ^)(^  —  c) .  .  .  =  G,  A  étant  un  symbole  chimique. 
C'est  grâce  à  cette  réduction  aux  formes  normales  cjue  l'on  arrive 
à  la  parfaite  coïncidence  des  propriétés  du  symbole  chimique  i  avec 
le  symbole  arithmétique  représenté  par  le  même  signe. 
Comme  exemple  bien  simple,  l'auteur  prend  l'équation 

2a'"v'"  =  3a  +  a"v'». 
On  peut  l'écrire 

(a'"v"'.)2=  %^7."v"x 

et  la  traiter  par  l'analyse  indéterminée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
ce  qui  donne 

(  1  )  2  m  =  3  +  « 

et 

(2)  2 ;?«!=:  «1. 

Autrement,  donnons-lui  la  forme  normale  2-|-2a"'v"''  =  3a-l-a"v"i. 
Si  l'on  y  fait  V  =  I ,  elle  donne 

a(2a'"-'—  7."-'  —  1) 

2  r=  --: ■  , 

a  —  I 

expression  dont  la  vraie  valeur  pour  a  =  i  est 

2  /«  —  2  —  n  -\-  \  ^=1  n  m  —  a  —  i  ; 
donc 

2//<  —  n —  1      nu      ?)/??  —  «  =  3. 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES.  i  {3 

Si  au  oontrairo  oii  fait  d'abord  a=  i,  on  a 


ou,  ou  preuaut  la  vraie  valeur  pour  v  =  i , 


e'est-à-dire  2/7/,  =  //j.  On  retombe  donc  par  cette  niélliode  sur  les 
deux  relations  (i)  et  (2). 

Après  avoir  remarqué  le  bénéfice  qu'on  obtient  non  seulement 
au  point  de  vue  algébrique,  mais  môme  au  point  de  vue  concret, 
lorsqu'on  rend  normale  une  équation  chimique,  l'auteur  insiste 
sur  ce  fait  qu'on  peut  substituer  un  poids  simple  à  un  autre  poids 
simple,  sans  altérer  l'équation.  Pour  les  substitutions  à  elïectuer  à 
la  place  du  symbole  i,  il  y  a  un  intérêt  très  grand  (sur  lequel 
peut-être  l'auteur  n'insiste  pas  assez)  adonner  aux  équations  une 
forme  homogène,  en  écrivant  par  exemple  l'équation  fondamen- 
tale I  -h  Jij  =  X  -\-j  sous  cette  forme-ci  : 

I  -  4-  xy  ■=!  X  .i-i-  y  .1. 

La  Section  II  traite  des  faits  chimiques  simples  et  composés. 
Une  équation  chimique  peut  être  envisagée  non  seulement  comme 
une  assertion  relative  à  l'identité  de  certains  poids,  mais  comme 
un  moyen  d'enregistrer  un  fait  chimique,  en  appelant  ainsi  tout 
changement  survenu  dans  la  composition  chimique  des  unités  de 
matière.  On  distingue  les  faits  chimiques  en  faits  simples  et  com- 
posés, ces  définitions  étant  essentiellement  relatives  et  un  lait 
composé  dans  un  certain  système  de  faits  pouvant  Ibrt  bien  être 
considéré  comme  simple  dans  un  autre  système.  La  Section  se  ter- 
mine par  un  certain  nombre  d'exemples  propres  à  éclaircir  ces 
notions. 

La  Section  III,  Sur  les  causes  des  faits  chimiques,  a  pour  objet 
l'étude  des  opérations  au  moyen  desquelles  les  faits  se  produisent, 
ou  des  causes  de  ces  faits.  Analytiquement,  la  cause  d'un  fait  est 
caractérisée  par  la  substitution  réciproque  de  deux  symboles  a  et  x  ; 
un  même  fait  peut  être  rapporté  à  deux  ou  plusieurs  causes  indif- 
féremment ;  il   peut  aussi   reconnaître  deux    ou    plusieurs   causes 
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concourant  siniultaucmcnt  à  sa  production,  c'est-à-dire  résulter  de 
2,  3,  .  .  . ,  7Z  substitutions.  Les  symboles  x,  7  ,  ",  .  .  .  sont  appelés 
les  variables,  et  ceux  qu'on  met  à  leur  place,  a^h^  c^  .  .  .,  les 
valeursdiÇ,  ces  variables.  II  nous  semble  que  l'auteur  néglige  un  peu 
trop  de  développer  ces  détinitions,  qui  semblent  présenter  quelque 
cliose  d'incomplet,  en  raison  de  la  réciprocité  entre  ^,j)  ,  z^  ... 
et  rt,  Z>,  c,  .  .  .  ;  mais  cela  s'éelaircit  par  les  applications  ultérieures. 
Un  poids  constant  est  celui  qui  ne  subit  aucune  substitution  dans 
un  système  de  faits  déterminé. 

Toutes  ces  notions  se  traduisent  algébriquement  par  autant  de 
propriétés  correspondantes  que  doivent  présenter  les  équations 
chimiques.  Mais,  réciproquement,  toute  racine  d'une  équation 
chimique  ne  saurait  être  interprétée  comme  la  cause  d'un  fait,  pas 
plus  que  les  racines  d'une  équation  qui  traduit  un  problème  de  Géo- 
métrie ou  de  ÏMécaniquene  sont  toutes  nécessairement  des  solutions 
réelles  de  ce  problème,  susceptibles  d'une  interprétation  concrète. 

Dans  cet  ordre  d'idées  vient  en  premier  lieu  l'étude  de  l'équation 
Korj -\- Kab  =  Kja -^  Axh  \  on  arrive  à  y  satisfaire  soit  par 
la  substitution  réciproque  de  a  à  .r,  soit  par  celle  de  b  hj.  Le  fait 
chimique  qu'elle  représente  est  donc  susceptible  d'être  rapporté  à 
deux  causes,  et  l'équation  peut  s'écrire 

;/,  =  A(  J7  —  a)  (  )■  —  ^)  =:  o. 

Le  fait  chimique  —  u  est  délini  Vinverse  du  fait  u. 

Toutes  les  équations  chimiques  ainsi  formées  le  sont  au  moven 
des  facteurs  premiers  représentant  des  poids  simples.  Une  certaine 
part,  dans  la  construction  de  ces  équations,  est  donc  laissée  à 
l'hypothèse,  laquelle  s'appuie  elle-même  sur  des  considérations 
d'ordre  expérimental. 

L'équation  que  nous  venons  de  considérer  peut  alfecter  la  forme 

A  (  j;-  —  a)  (  r  —  a  )  =  o, 

résultant  de  la  condition  a  ■■^^^  Z»,  et  aussi  la  Ibrme  A(.r — a)- =  o, 
résultant  de  a  =  b  et  x  =^  y .  On  peut  aussi  avoir  «  =  i ,  d'où 
A[x —  1)  (j  —  b)  =  o;  une  des  causes  du  fait  est  la  substitution 
à  X  d'un  «  non-poids  »  ;  on  donne  le  nom  de  transférence  à  une 
substitution  de  cette  espèce.  Ainsi  le  fait  ci-dessus  a  pour  cause 
soit  la  transférence  de  x,  soit  la  substitution  de  b  à  y.  Enlin  la 
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coiistanle  A  peut  vive  rcniplacc'c  par  i.  Des  ('xcin[)h's  (•claircissciit 
toutes  ces  paiticulaiités. 

La  lin  tle  la  Seetiou  111  est  consacrée  à  rexauien  des  équations 

A  (  J-  —  a)  {y  —  b){z  —  c)  =  o, 
A{a-  —  ci){r  —  0){z  —  c)  (r  —  c/)  =r  o 

et  des  particularités  qu'elles  peuvent  préseutcr.  Il  n'y  a  là  rien  qui 
mérite  véritableuient  d'être  plus  spécialement  analysé  au  point 
de  vue  de  la  méthode  algébrique,  après  ce  que  nous  avons  dit 
ci-dessus. 

Pour  la  même  raison  nous  passerons  également  sous  silence  la 
Section  IV,  Exemples  d'analyse  éléuientaire  des  faits,  qui  est 
très  digne  d'intérêt  pour  les  chimistes  et  dont  l'étude  peut  jeter 
beaucoup  de  lumière  sur  les  théories  précédentes,  mais  qui  ne 
rentre  pas  directement  daus  la  catégorie  des  notions  dont  l'analyse 
importe  au  public  mathématique,  le  seul  auquel  nous  nous  adres- 
sions ici. 

JNous  avons  hâte  d'arriver  à  la  Section  V  et  dernière,  Sur 
l' analyse  théoriciue  d'un  fait  chimique,  qui  ollre  un  intérêt  mathé- 
matique tout  spécial.  Elle  débute  par  un  nouvel  examen  approfondi 
des  équations  du  second  et  du  troisième  ordre  éciites  plus  haut, 
en  considérant  les  substitutions  variées  auxquelles  elles  répondent, 
et  dont  l'interprétation  concièle  est  éminemment  curieuse.  On 
trouve  aussi  cette  remarque,  déjà  faite  plus  haut,  qu'un  symbole 
de  poids  simple  quelconque  peut  être  .substitué  à  i,  pris  pour 
symbole  de  poids  simple,  de  façon  à  rendre  l'équation  homogène. 

L'auteur  délînit  ensuite  une  congruence  clnnncjue  ',  deux  fonc- 
tions chimiques  sont  dites  congrues  par  rapport  à  une  substitution 
si  elles  acquièrent  la  même  valeur  lorsque  dans  chacune  d'elles  on 
opère  cette  substitution.  La  substitution  est  ap[)elée  module  et  la 
valeur  commune  résidu.  On  représentera  une  congruence  chimique 
par  la  notation 

f{x)  ^  R,  niod( a"  —  a), 

et,  plus  généralement, 

f{jr,  Y,  ^,  .  .  .)  ^  R,  inod(a;"  —  a)  inod(j'  ■ —  b)  mod  {z  ■ —  c) .  .  .  . 
Dans  la  congruence  /(x)  ^2  R.  mod  [j-  —  <^/.),  si  l'on  i'em[)lace  x 
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par  a  -t-  [x  —  a)^f[x)  est  une  fonctîon  rationnelle  et  entière  de 
oc  —  rt,  de  la  forme 

Ao  +  Al  (.r  —  a )  +  .  .  .  +  A„  (^  —  « )"  ; 
on  en  déduit 

/(«)  =  Ao,     Ao=R     et    /(.r)  =/(«)  + A, (x-«), 

en  vertu  d'un  principe  antérieurement  établi.  En  faisant  x  =  «, 
on  obtient  A|=y(rt).  Cette  notion  s'étend  au  cas  de  deux  ou 
plusieurs  symboles  variables.  Par  exemple,  la  congruence 

f{x,  y,  z)  ^/(a,  by  c),  mod  {j:  —  a)  mod  {y  —  b)  mod  {z  —  c) 

donne 

f{x,y,z)~/{a,b,c) 

+  /«(«>  b,  c)(^  —  a)  -^Jlia,  b,  c){f  —  b) 
+  f^{a,b,c){z  —  c). 

Le  rapprocliement,  sinon  l'identité,  entre  l'idée  de  congruence 
cliimique  et  celle  de  congruence  numérique  se  fait  de  lui-même  et 
justifie  largement  le  système  de  notation  adopté. 

L'analyse  théorique  d'un  fait  chimique  produit  par  un  nombre 
quelconque  de  substitutions  consiste  dans  l'énumération  de  tous  les 
faits  chimiques  différents  qui  résultent  de  ces  substitutions  d'une 
manière  quelconque  et  dont  le  fait  soumis  à  l'analyse  est  le  total. 
Ce  problème  se  présente  dans  toute  congruence  chimique.  Pour 
l'aborder,  l'auteur  fait  cette  remarque,  éminemment  philosophique, 
que  le  théorème  de  Taylor,  tout  à  fait  indépendant  de  l'interpré- 
tation des  symboles,  s'appuie  exclusivement  au  fond  sur  les  lois 
commutative  et  distributive  de  la  multiplication,  xj=  j  x, 
X  (j  -\-  z)  =  xy  -+-  xz,  démontrées  pour  les  symboles  chimiques. 
De  là  il  tire   cette  conséquence  que   la  congruence 

f{x)^f{a)  mod(x  —  a) 
entraine  l'équation 

+  ;7,  /"  («)  l-^'  -«)-+...  +  A/"  («  )  (^i-  -  «)'S 
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qui  se  décompose  ainsi,  eu  raison  des  propriétés  concrètes  anté- 
rieurement établies  : 

/(^^')— /(«)— /'(«)(^  — «)  =  o,     ~f{a){.T  —  aY=o,      ..., 

Toutes  ces  équations,  individuellement  considérées,  font  connaître 
les  phases  successives  par  lesquelles  on  obtient  le  résultat  indiqué 
dans  la  première  d'entre  elles. 

Pour  ne  pas  exagérer  la  longueur  de  ce  compte  rendu  et 
comme  nous  avons  pour  objet  de  mettre  sous  les  yeux  du  lecteur 
l'esprit  de  la  méthode  bien  plutôt  que  les  éléments  mêmes  de  cette 
théorie,  nous  ne  ferons  que  mentionner  l'extension  toute  logique 
du  théorème  de  Taylor  aux  cas  de  deux  ou  de  plusieurs  variables. 

Ces  considérations  conduisent  à  une  définition  nouvelle  de 
l'équation  chimique  normale,  fondée  sur  les  propriétés  des  dérivées 
successives  du  premier  membre.  Ces  diverses  dérivées,  de  même  que 
le  premier  membre  lui-même,  doivent  toutes  s'annuler  séparément 
lorsqu'on  remplace  par  i  les  facteurs  prenjiers  que  l'équation  con- 
tient. Cette  seconde  définition,  résultant  de  l'analyse,  est  plus  exacte 
et  plus  complète  que  la  définition  antérieurement  exprimée. 

On  se  trouve  ainsi  mis  en  possession  d'une  théorie  générale 
systématique  du  mode  de  production  des  faits  chimiques,  tout  fait 
chimique  résultant  de  certaines  transférences  de  poids  simples,  et 
beaucoup  de  faits,  simples  en  apparence,  doivent  être  logiquement 
considérés  comme  composés  de  nombreux  autres  faits,  parmi 
lesquels  il  y  a  lieu  de  distinguer  ceux  qui  sont  réalisables  et 
ceux  qui  peuvent  ne  pas  l'être.  Le  problèn\e  général  de  l'analyse 
des  faits  chimiques  est  donc  ainsi  résolu. 

L'Ouvrage  se  termine  par  deux^otes  critiques  de  ^1.  !\aquel  et 
une  de  M.  Brodie,  mais  dont  nous  n'avons  pas  à  parler,  car  les 
matières  traitées  par  les  deux  savants  sont  dans  un  ordre  d'idées 
se  rapportant  à  la  Chimie  pure,  ^otre  tâche  se  trouve  donc  ter- 
minée, et  nous  n'ajouterons  plus  que  peu  de  mots  pour  caractériser 
l'œuvre  dont  nous  avons  essayé  de  donner  un  aperçu. 

Les  tentatives  de  cette  nature,  c'est-à-dire  ayant  pour  objet  la 
constitution  svslémalir[ue  d'un  riisenible  de  svmbolcs  et  de  règles 
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de  calcul  pour  représenter  un  ordre  de  faits  scientifiques,  nous 
semblent  dignes  au  plus  haut  degré  d'attirer  l'attention  des 
savants.  L'application  pratique  peut  en  être  plus  ou  moins  facile,  la 
fécondité  peut  en  être  plus  ou  moins  grande  \  dans  le  cas  particulier 
dont  il  s'agit  ici,  par  exemple,  on  ne  pourra,  encore  une  fois,  dé- 
cider sur  ces  points  que  du  jour  où  les  chimistes  auront  entrepris 
l'étude  de  cette  Algèbre  particulière,  au  lieu  de  s'en  tenir  à  leurs 
formules  habituelles. 

Mais  ce  qui  est  certain,  c'est  que  l'idée  à  la(juelle  obéit  l'inven- 
teur est  de  nature  à  placer  sous  son  vrai  jour  l'interprétation  phi- 
losophique de  l'Algèbre,  prise  dans  son  acception  la  plus  élevée  et 
la  plus  étendue.  Une  Algèbre  est  une  véritable  langue  écrite,  dont 
les  symboles  et  les  règles  dérivent  des  faits  qu'il  s'agit  d'inter- 
préter, et,  lorsque  l'on  considère,  dans  l'Algèbre  usuelle,  les  règles 
de  calcul  auxquelles  on  doit  se  conformer,  ce  serait  une  grave 
(erreur  de  jugement,  à  notre  avis,  que  de  leur  donner  un  caractère 
absolu,  en  ne  se  reportant  pas  aux  faits  qui  ont  imposé  ces  règles. 
Pour  que  la  théorie  d'un  système  d'opérations  quelconques  ait  une 
valeur  rationnelle,  il  faut  que  ce  système  d'opérations  ne  soit  que 
la  conséquence  d'une  catégorie  de  faits  dont  les  transformations  se 
traduiront  dans  cette  langue  nouvelle,  d'une  merveilleuse  concision, 
si  précieuse  par  suite  pour  olfrir  à  l'esprit  de  reclierclie  un  point 
d'aj)pui  solide. 

Un  écueil  cependant  doit  être  soigneusement  évité  :  il  ne  faudrait 
pas  créer  une  Algèbre  pour  une  catégorie  de  faits  trop  particuliers. 
Autrement,  on  tomberait  dans  une  anarcliie  intellectuelle  engen- 
drée par  la  multiplicité  des  langages,  au  milieu  desquels  il  devien- 
drait presque  impossible  de  se  retrouver.  Ce  serait  une  sorte  de 
Babel  scientifique.  Mais  nous  n'en  sommes  pas  là,  il  s'en  faut  de 
beaucoup,  et  il  y  a  plutôt,  pour  l'instant,  à  redouter  la  tendance 
contraire. 

L'Algèbre  de  la  ligne  droite,  oul'xVlgèbre  ordinaire,  est  répandue 
partout  ^  l'Algèbre  des  figures  planes,  c'est-à-dire  le  Calcul  des 
imaginaires  ou  des  équipollences,  est  entrée  dans  la  science  mathé- 
matique depuis  un  demi-siècle  à  peine  ;  l'xVlgèbre  des  figures  dans 
l'espace,  ou  Calcul  des  quaternions,  est  bien  peu  cultivée  jusqu'à 
présent,  surtout  en  France.  Tout  au  plus  avons-nous  vaguement 
entendu    paider  des   tentatives  faites  pour   créei-  un    Algorithme 
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spécial  applicable  aux  lois  de  la  logique.  Enfin,  en  ce  qui  concerne 
la  Chimie,  nous  ne  croyons  pas  que  M.  Rrodie  compte  de  pré- 
curseurs. 

11  est  à  remarquer  que  cliacjue  innovation  de  ce  genre  donne 
lieu  à  une  sorte  de  paradoxe  apparent,  fpii  épouvante  et  fait 
reculer  tout  d'abord  les  mathématiciens  habitués  à  leurs  concep- 
tions anciennes  et  trop  portés  à  leur  donner  un  sens  absolu 
qu'elles  n'ont  pas.  C'est  ainsi,  pour  ne  rien  dire  de  la  théorie  des 
quantités  négatives,  que  les  équipollenccs  mènent  à  l'extraction  de  la 
racine  carrée  de  —  (r  ou  de  —  i,  opération  impossible  et  absurde, 
disait-on,  et  sur  laquelle  on  a  si  longtemps  disputé  ;  c'est  ainsi  que 
les  quaternions  enlèvent  à  la  multiplication  sa  propriété  d'être 
coramutative  ;  c'est  ainsi  que  dans  le  calcul  de  .M.  Brodie  nous 
trouvons  cette  équation  londamentale  étrange, 

xy  —  x^y, 

et  cette  assertion  non  moins  singulière, 

Orr:l=:n2r=...r=/i. 

Mais  ce  serait  faire  preuve  d'un  esprit  bien  superficiel  que  de 
trouver  là  des  motifs  sutlisants  pour  repousser  l'étude  de  ce  calcul. 
Avant  de  se  révolter  contre  de  tels  paradoxes,  il  faut  voir  si  ce  sont 
bien  des  paradoxes,  et  pour  cela  chercher  sous  les  symboles  leur 
signification  concrète.  11  faut,  en  un  mot,  étudier  pour  pouvoir 
comprendre . 

Si  nous  arrivons,  par  l'aperçu  qui  précède,  par  cette  analyse 
certainement  insuffisante,  à  donner  à  quelques-uns  de  nos  lecteurs 
le  désir  d'entreprendre  l'étude  dont  nous  parlons,  nous  aurons 
atteint  le  seul  but  que  nous  nous  soyons  proposé,  car  ce  serait 
folie  que  de  prétendre  exposer  en  quelques  pages  une  doctrine  nou- 
velle, qui  présente  certainement  quelques  difficultés,  et  qui  réclame 
un  examen  attentif  et  approfondi.  A.  Laisant. 
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GÙNTHER  (S.)-  —  Die  Lehre  von  den  gewôhnlichen  und  verallgemeiner- 
TEX  HvPERBELFLXKTioNEN.  Halle,  1881.  In-8°,  x-44o  pages,  58  fig. 

Il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  Ouvrage  original,  mais  bien  d'un  aperçu 
de  nos  connaissances  actuelles  dans  une  branche  importante  des 
Mathématiques.  C'est  donc  un  Traité  que  l'on  peut  en  toute  con- 
fiance recommander  à  l'attention  des  géomètres,  parce  qu'il  leur 
permettra  de  juger  des  progrès  accomplis  et  de  la  variété  des  ques- 
tions auxquelles  se  prête  l'emploi  des  fonctions  hyperboliques. 

La  grande  utilité  de  ces  fonctions  comme  instrument  analytique 
paraît  avoir  été  moins  appréciée  en  Allemagne  que  dans  les  autres 
pays  d'Europe.  C'est  ce  que  déclare  M.  Gûnther  au  début  même 
de  sa  Préface.  Gronau,en  1861,  et  Heis,  en  i8|75,  avaient  pourtant 
cherché  à  les  accréditer  auprès  de  leurs  compatriotes.  Dans  l'in- 
tervalle, deux  géomètres  français,  dont  nous  retrouverons  les  noms 
dans  toutes  les  tentatives  de  vulgarisation  des  nouvelles  méthodes 
analytiques,  M.  Hoûel  en  1870,  et  M.  Laisant  en  1874?  publiaient 
des  Ouvrages  ou  des  travaux  plus  spécialement  consacrés  aux  fonc- 
tions hyperboliques,  dont  M.  Frischauf  fit  encore  ressortir  l'avan- 
tageux emploi  dans  certaines  théories  de  l'Analyse,  et  même  en 
Géométrie  absolue,  telle  que  la  comprenait  J.  Bolyai. 

Bien  que  les  fonctions  hyperboliques  soient  connues  des  géo- 
mètres depuis  plus  d'un  siècle,  elles  ne  sont  pas  encore  entrées 
dans  le  courant  de  l'enseignement  des  écoles.  Elles  sont  restées  la 
spécialité  de  quelques  géomètres,  qui  en  ont  d'ailleurs  étendu  les 
applications  à  un  assez  grand  nombre  de  questions  pour  justifier 
la  faveur  avec  laquelle  on  a  fini  par  les  accueillir.  Aujourd'hui,  en 
effet,  l'Analyse  et  la  Géométrie  cherchent  à  profiter  de  toutes  les 
ressources  que  peuvent  leur  procurer  les  méthodes  nouvelles  qui 
commencent  à  être  appréciées  en  France  et  à  l'étranger  par  tout 
le  public  mathématique  :  les  équipollences  de  Bellavitis,  les  qua- 
ternions  d'Hamilton,  les  fonctions  hyperboliques  de  Riccati. 

Cet  heureux  résultat  est  le  fruit  des  efforts  des  deux  géomètres 
•français  que  nous  venons  de  citer. 

Ce  que  MM.  Hoùel  et  Laisant  ont  essayé  avec  succès  dans  notre 
pavs,M.  Gunther  vient  de  le  tenter  avec  non  moins  de  réussite  dans 
le  sien,  en  ce  qui  se  rapporte  aux  fonctions  hyperboliques.  C'est  ce 
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que  l'on  pourra  juger  par  lindicalion  succincte  des  principaux 
sujets  traités  dans  la  Monograpliic  que  M.  Giinlher  vient  de  pu- 
blier. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  l'iiisloire  et  à  la  bibliographie  des 
fonctions  hyperboliques.  L'auteur  va,  comme  d'habitude,  déployé 
toutes  les  ressources  de  son  érudition.  Il  paraît  avoir  eu  connais- 
sance de  tout  ce  qui  a  été  écrit  sur  cet  important  sujet  d'études. 

Le  lecteur  trouvera,  dans  ce  Chapitre,  la  part  qui  revient  aux 
divers  géomètres  qui  ont  fondé  ou.  développé  la  théorie  des  fonc- 
tions hyperboliques  :  Newton,  Cotes,  qui  ont  étudié  la  quadrature 
de  l'hyperbole;  Riccati,  qui  a  jeté  les  bases  de  cette  doctrine  et 
qui  a  saisi  le  premier  l'analyse  des  lignes  trigonométriques  dérivées 
du  cercle  et  de  l'hyperbole  équilatère;  Moivre,  qui  a  complété 
cette  analogie  en  lui  donnant  une  forme  si  élégante  et  si  générale, 
bien  classique  aujourd'hui  ;  Foncenex,  qui  a  laissé,  sur  les  expres- 
sions imaginaires,  d'intéressants  travaux  qui  ont  servi  de  point 
de  départ  à  de  nouvelles  objections  d'Euleret  de  d'Alembert  dans 
une  théorie  qui  avait  déjà  donné  un  sujet  de  controvei^se  à  Leib- 
niz et  à  Jean  BernouUi  ;  Lambert,  qui  approfondit  les  propriétés 
des  transcendantes  circulaires  et  logarithmiques  et  s'efforça  de  dé- 
montrer les  avantages  de  l'emploi  des  lignes  hyperboliques  en 
construisant  les  premières  Tables  numériques  de  ces  fonctions. 
C'est  à  ce  propos  qu'il  imagina  la  notion  nouvelle  A^ angle  trans- 
cendant, qui  sert  à  effectuer  le  passage  des  fonctions  circulaires 
aux  fonctions  hvperboliques. 

Les  travaux  de  Lambert  marquent  une  importante  étape  dans 
l'histoire  des  fonctions  hvperboliques.  Ils  nous  mènent  à  la  fin  du 
xviii*'  siècle.  A  cette  époque,  Lambert  avait  réuni  en  corps  de 
doctrine  les  remarquables  analogies  des  formules  de  Trigonométrie 
hyperbolique  avec  celles  de  la  Trigonométrie  rectiligne  et  il  avait 
appliqué  ces  formules  à  la  résolution  de  divers  problèmes  astrono- 
miques dans  lesquels  la  Trigonométrie  ordinaire  se  trouvait  en  dé- 
faut. 

Après  Lambert,  il  conviendrait  de  citer  avec  quelques  détails  les 
travaux  de  Sauri,  L'Huillier,  Dirksen,  Ohm  et  Grassmann. 

Ce  que  l'on  pourrait  appeler,  pour  les  fonctions  hvperboliques, 
l'époque  moderne  est  caractérisé  par  les  travaux  de  Gudermann, 
en  Allemagne,  et  de  Lamé,  en  France,   travaux  qui  ont  servi  à  re- 
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lier,  pour  la  première  fois,  les  fondions  hyperboliques  aux  fonc- 
tions elliptiques  et  aux  coordonnées  curvilignes.  Les  efforts  des 
géomètres  contemporains  ont  eu  pour  objet  et  pour  résultat  d'é- 
tendre le  champ  des  applications  des  fonctions  hyperboliques  à 
pi^esque  toutes  les  branches  de  l'Analyse  mathématique  :  c'est  la 
meilleure  preuve  que  l'on  puisse  donner  de  l'utilité  de  ces  fonc- 
tions et  des  ressources  qu'elles  peuvent  offrir  dans  l'étude  de  phi- 
sieurs  questions  encore  délicates. 

Le  Chapitre  II  traite  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques, 
déduites  d'une  même  origine  algébrique.  Il  a  pour  objet  de  faire 
ressortir  la  similitude  d'origme  des  fonctions  trigonométriques  du 
cercle  ou  de  l'hyperbole  équilatère.  Il  forme,  en  réalité,  un  compte 
rendu  substantiel  d'un  important  Mémoii'e  de  M.  Ed.  Lucas,  inti- 
tulé Théorie  des  fonctions  numériques  simplement  périodiques, 
publié  dans  la  Nouvelle  Correspondance  inctthéma tique  (t.  III 
et  t.  IV,  1877  et  1878),  et  dans  le  Journal  de  M.  Sylvester, 
t.  I. 

M.  Éd.  Lucas,  étudiant  les  propriétés  des  racines  a  et  b  de  l'é- 
quation 

œ^'-\-  V X  -H  O  r=  o, 

s'est  trouvé  conduit  à  deux  fonctions  symétriques  de  ces  racines, 

a"—b"' 
a  —  b 

qui  donnent  naissance,  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives 
de  n,  à  trois  espèces  de  séries,  suivant  la  nature  des  racines  de 
l'équation.  Des  valeurs  particulières  de  a  et  de  b  donnent  des  séries 
récurrentes  considérées  pour  la  première  fois  par  Fermât,  Pell  et 
Léonard  Fibonacci. 

Les  fonctions  U«  et  V„  offrent  une  analogie  complète  avec  les 
fonctions  circulaires  et  hyperboliques.  Aussi  M.  Gïmther  a-t-il  cru 
devoir  leur  consacrer  une  place  toute  spéciale. 

Le  Chapitre  III  renferme  de  nombreux  extraits  de  l'Ouvrage  de 
M.  Laisant  et  constitue  la  partie  théorique  de  l'ensemble  :  pro- 
priétés des  fonctions  hyperboliques;  leur  périodicité,  leurs  déve- 
loppements en  séries,  en  produits  indéfinis,  en  fonctions  continues, 
formules  d'addition,  de  multiplication  et  de  division. 


I 
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Le  Cliapilre  IV  est  eonsacré  aux  applicalions  des  fonctions  hy- 
perboliques à  des  questions  d'Algèbre  et  d'Analyse. 

Voici  les  principales  applications  traitées  dans  ce  Chapitre  : 
Logarilhnics  d'addition  et  de  souslraction.  Résolution  des  équa- 
tions quadratiques  et  cubiques,  [ntcgration  de  fonctions  ou  d'é- 
quations différentielles.  Nombres  et  fonctions  de  Bernoulli.  Série 
de  Lambert.  Fonctions  sphériques.  Double  périodicité  des  fonc- 
tions 3^, 

Le  Chapitre  V,  de  beaucoup  le  plus  étendu  de  l'Ouvrage,  dont 
il  forme  en  effet  le  quart  de  la  substance,  est  consacré  aux  appli- 
cations des  fonctions  hyperboliques  à  diverses  questions  de  Géo- 
métrie et  de  Physique  mathématique. 

Voici  les  titres  des  principales  applications  :  Deux  identités  de 
Trigonométrie  (Glaisher).  Le  théorème  de  Pythagore  dans  la  Géo- 
métrie de  la  sphère  (d'après  Gudermann,  qui  rédigea  ce  travail  le 
21  septembre  i85i,  c'est-à-dire  la  veille  de  sa  mort).  Le  problème 
du  point  par  la  méthode  de  Villarceau.  Rectification  de  la  para- 
bole; centre  de  gravité  d'un  arc  de  cette  courbe.  Notion  de  l'ano- 
malie dans  l'ellipse  et  son  extension  au  cas  de  l'hyperbole  équila- 
tère.  Théorie  de  l'ellipse  sphérique  et  de  Ihyperbole  sphérique 
(Grunert,  Salmon,  Heilermann).  Coordonnées  curvilignes  et  ellip- 
tiques. Surfaces  isothermes  (Lamé).  Application  à  la  méthode  des 
équipollences  (Bellavitis  et  Laisant).  Détermination  de  l'orbite  hv- 
perbolique  d'une  comète.  Application  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  (Gvldén). 

Equations  de  surfaces  minima  en  coordonnées  hvperboliques. 
Applications  numériques  (Kiepert,  Sch^varz). 

Emploi  des  fonctions  hyperboliques  dans  l'étude  des  courbes 
transcendantes.  Exemples  :  courbe  dont  Tare  est  égal  au  logarithme 
de  l'abscisse;  rectification  de  la  spirale  d'Archiniède;  centre  de 
gravité  de  la  courbe  logarithmique  (Fischer,  Hoûel,  Barsotti). 

Etude  des  cycloïdes  elliptiques  et  hvperboliques  (Laisant)  : 
M.  Giinther  a  reproduit  presque  identiquement  les  considérations 
traitées  par  M.  Laisant.  C'est  ainsi  qu'il  établit  les  principales 
propriétés  de  ces  courbes,  leur  tangente,  leur  courbure,  leur  qua- 
drature et  leur  rectification.  Il  lui  emprunte  aussi  les  paragraphes 
consacrés  à  l'étude  des  curieuses  propriétés  de  la  chaînette  et  de 
sa  développante,  la  courbe  Iractoire  ou  tractrice  dont  les  tangentes 

flu/f.  (ifx  Srifnm  ntathéiix..  'x*  Sf'rie,   t.   V.  (Avril    iS.Sr.)  1  I 
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sont  égales,  courbe  dont  Perrault  et  Leibniz  ont  fait  connaître  un 
mode  de  génération  mécanique. 

INI.  Gûntlier  reproduit  aussi,  d'après  MM.  Laisant  et  Jullien,  les 
applications  aux  courbes  suivantes  : 

1"  Forme  d'équilibre  d'un  fil  pesant  dont  la  densité  est  en  chaque 
point  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  l'arc  qui  sépare  ce  point 
du  point  le  plus  bas  ; 

2°  Courbe  afTeclée  par  une  corde  élastique  et  pesante,  suspen- 
due par  ses  deux  extrémités. 

Il  termine  ce  même  paragraphe  par  un  extrait  d'un  Mémoire  de 
M.  Ligowski  sur  la  détermination  de  la  forme  et  de  la  résistance 
des  arcs  courbes  employés  dans  les  constructions. 

Le  Chapitre  VI  contient  les  fondements  anal}tiques  de  la  Géo- 
métrie non  euclidienne. 

But  que  se  propose  la  Géométrie  non  euclidienne.  Développe- 
ment de  la  règle  du  levier,  par  Foncenex.  Construction  statique 
d'une  formule  fondamentale. 

Les  surfaces  à  courbure  constante.  Si  cette  courbure  est  positive, 
la  surface  est  une  sphère;  si  elle  est  nulle,  la  surface  est  dévelop- 
pable  (cône,  cylindre);  si  elle  est  négative,  la  surface  est  appelée 
pseudosphère,  étudiée  par  Minding,  Beltrami  et  plusieurs  autres 
géomètres,  depuis  que  l'on  a  reconnu  le  rôle  important  de  ce  type 
de  surfaces  dans  les  discussions  auxquelles  a  donné  lieu  \e  postu- 
la tiim  d'Euclide. 

Angles  de  parallèles;  lignes  de  limite;  surfaces  limites.  Calcul 
des  surfaces  et  des  volumes  dans  la  Géométrie  absolue.  Variétés 
d'ordre  supérieur. 

Le  Chapitre  VII  renferme  diverses  considérations  sur  la  généra- 
lisation des  sujets  et  problèmes  mathématiques;  extension  de  la 
notion  des  fonctions  trigonométriques  aux  courbes  que  représente 
l'équation  x^±r"^^=  i. 

Généralisation  des  points  de  vue  restreints  du  but  final  de  la 
Science.  Principe  de  la  conservation  des  ty^es  énoncé  parHankel. 
Son  application  au  cas  actuel.  Définitions  différentes  des  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques.  Leur  généralisation.  Fonctions  lon- 
gimétriques  considérées  par  Unverzagt.  Fonctions  trigonométriques 
du  type  cyclique  et  du  type  hyperbolique.  Périodicité  et  théorème 
de  l'addition. 
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IjC  (Chapitre  Vin  traite  dos  lignes  trigonométriqucs  ohliquangles 
du  cercle  et  de  l'Iiyperbole  équilatère;  lignes  trigonométriques 
rectangles  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  quelconque. 

Ces  notions  représentent  un  essai  de  généralisation  tenté  par 
Bieliringer  et  Unverzagt.  Elles  ont  pour  objet  de  passer  des  cooi- 
données  rectangles  aux  coordonnées  obliquangles  en  chercliant  ce 
que  deviennent  alors  les  lignes  trigonométriques  naturelles. 
Presque  tout  ce  Chapitre  est  extrait  de  la  Monographie  de  M.  Lai- 
sant,  pages  37  à  48  (extension  de  la  Trigonométrie  du  cercle  et  de 
l'hyperbole  équilatère  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole  cpielconque),  et 
pages  71  à  83  (coordonnées  polaires  elliptiques  et  h\perboliques). 
M.  Gûntlier  lui  emprunte  aussi,  pour  terminer  ce  Chapitre,  une 
application  de  ces  coordonnées  polaires  à  la  quadrature  de  deux 
courbes  planes  (p.  Ç)6  et  97). 

Le  Chapitre  IX  a  pour  titre  :  Géuéfolisatioji  des  séries  tii^o- 
noiné  trique  s  et  des  règles  de  transformation  de  la  Trigono- 
métrie. 

Exposé  historique  de  cette  extension  de  l'idée  de  fonction.  Dé- 
buts de  Riccati  dans  cette  voie,  continuée  successivement  par  Oli- 
vier, Magnus,  Hellwig,  Buttel,  Simon,  Beyssell,  Most,  Knar.  Tra- 
vaux récents  de  MM.  Appell  et  Glaisher. 

Le  Chapitre  X  est  intitulé  :  Extension  des  fonctions  hyperbo- 
liques à  V espace  ;  fonctions  hyperholoïdiques. 

Ce  Chapitre  débute  par  l'exposé  des  propriétés  des  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques,  considérées  (-omme  solutions  d'une 
équation  différentielle  du  second  ordre.  L'auteur  envisage  ensuite 
les  fonctions  sphériques  comme  généralisation  ou  extension  des 
fonctions  circulaires,  puis  il  étudie  les  fonctions  hyperholoïdiques 
de  première  espèce  et  de  seconde  espèce,  et  les  applique  à  diverses 
questions  delà  théorie  de  l'élasticité  et  de  la  détermination  d'in- 
tégrales définies. 

Ce  rapide  examen  des  Chapitres  de  l'Ouvrage  de  M.  Gûnther 
aura  sans  doute  établi  dans  l'esprit  de  nos  lecteurs  la  conviction 
que  cette  Monographie  précisera  la  situation  actuelle  des  fonctions 
hyperboliques  et  l'avenir  qui  les  attend. 

M.  Giinther  s'est  inspiré  principalement  de  deux  Ouvrages  an- 
térieurs :  U  Essai  SU)-  les  fonctions  hyperboliques,  deM.  Laisant, 
extrait  du  t.  X  des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  Pin- 
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siques  et  NaliueUcs  de  Bordeaux^  1874  (Voir  Bulletin,  t.  L, 
p.  168)  et  les  Tavole  logaritmiche  de  M.  Forti,  extraites  dut.  VI 
des  Annali  délie  Università  toscane  (Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  265). 

En  adoptant  le  premier  de  ces  Ouvrages,  dont  le  titre,  beau- 
coup trop  modeste,  ne  fait  pas  pressentir  la  richesse  et  la  variété 
des  développements,  M.  Gûnther  a  voulu  témoigner  à  notre  savant 
collaborateur  la  profonde  svmpathie  qu'il  éprouve  pour  ses  travaux. 
Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  les  deux  Monographies  fera  recon- 
naître au  lecteur  le  moins  attentif  que  V Essai  sur  les  fonctions 
hyperboliques  a  été  entièrement  traduit  et  refondu  dans  le  texte 
de  jNI.  Gûnther.  C'est  le  plus  juste  hommage  que  l'on  puisse  rendre 
au  mérite  de  ce  travail. 

M.  Giinther  a  été  sans  doute  moins  heureux  dans  le  choix  ex- 
clusif qu'il  parait  avoir  fait  des  Tavole  de  M.  Forti.  Les  Tables  de 
fonctions  hyperboliques  doivent,  autant  que  possible,  ressembler 
aux  Tables  de  lignes  trigonométriques,  parce  que  cette  disposition 
est  de  nature  à  faciliter  leur  emploi  dans  le  Calcul.  C'est  le  prin- 
cipe qui  a  guidé  les  auteurs  des  premières  Tables  de  fonctions  hy- 
perboliques, Lambert,  Gudermann  et  surtout  Gronavi,  qui  a  ap- 
porté à  leur  disposition  les  plus  heureuses  simplifications.  Nous 
n'avons  pas  à  revenir  sur  les  remarques  exposées  par  M.  Hoûel,  à 
propos  des  Tcwole  de  M.  Forti  ;  ces  remarques  subsistent  encore 
aujourd'hui  et  elles  prouvent  que  la  publication  de  nouvelles  Tables 
aussi  étendues  que  celles  de  M.  Forti  ('),  mais  construites  dans  le 
système  de  Gronau,  répondrait  à  un  légitime  désir  des  géomètres 
et  formerait  le  complément  obligé  à  une  monographie  dont  ces 
critiques  de  détail  ne  doivent  pas  faire  oublier  les  grandes  qualités 
et  l'incontestable  mérite.  H.  Broca.kd. 


(')  Nous  apprenons,  au  dernier  moment,  que  M.  Forti  lui-même  s'est  chargé  de 
ce  travail,  et  qu'il  se  propose  de  publier  une  quatrième  édition  de  ses  Tavole, 
dans  laquelle  il  abandonnera  la  disposition  empruntée  à  son  ancien  maître  Mas- 
sotti,  pour  se  rapprocher  de  la  disposition  de  Gronau. 


.M  EL  AN  G  lis.  iSj 


MELANGES. 

REMARQUES  SUR  QUELQUES   POINTS  DE  LA  THÉORIE  DES   FONCTIONS 

ANALYTIQUES; 

Pah  ai.  WEIERSTRASS  ('). 

1.  La  Communication  suivante  se  rapporte  à  certaines  séries 
indéfinies  dont  les  termes  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une 
variable  :  elle  a  pour  but  principal  d'éclaircir  certaines  propriétés 
que  peuvent  offrir  ces  suites,  propriétés  qui,  à  ce  que  je  crois, 
n'ont  pas  encore  été  remarquées  et  qui  ont  quelque  importance 
pour  la  théorie  des  fonctions. 

Soit  donné  un  nombre  infini  de  fonctions  rationnelles  de  la  va- 
riable X,  rangées  dans  un  ordre  déterminé, 

/«(^),    /i(^),    Âi-^-),      .... 
L'ensemble  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  série 


S/-< 


X) 


a  une  valeur  finie  constitue  la  région  de  coiwergence  de  la  série. 
Si,  a  étant  un  point  de  cette  région,  on  peut  déterminer  une  quan- 
tité positive  p  telle  que,  sous  la  supposition 

\X  «   I  =  p! 

la  série  converge  uniformément  (-),  je  dirai  que  la  série  converge 


(')  Monatsberichte  der  K6n.  Akadeniie  der  Wissenscha/len  zu  Berlin,  séance 
du  12  août  1880. 

(')  Une  série  infinie 


S/. 


dont  les  termes  sont  des  fonctions  d"une  ou  de  plusieurs  variables  converge  uni- 
formément dans  une  certaine  partie  (B)  de  sa  région  de  convergence,  si,  S  étant 
un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on  le  veut,  on  peut  toujours  déterminer  un  en- 
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uniformément  dans  le  voisinage  du  point  a.  La  quantité  p  a  une 
limite  supérieure  :  soit  R  cette  limite;  on  peut,  relativement  à  la 
série  considérée,  désigner  l'ensemble  des  valeurs  de  x  pour  les- 
quelles on  a 

I  ^-  —  ff  I  <  R 

comme  le  domaine  du  point  a,  etR  comme  le  rayon  de  ce  domaine. 
Dans  le  voisinage  d'un  point  quelconque  de  ce  domaine,  la  série 
converge  uniformément.  Il  résulte  de  là  que  l'ensemble  des  points 
dans  le  voisinage  desquels  la  série  converge  uniformément  con- 
stitue dans  le  plan  de  la  variable  x  une  surface  simple  ('),  mais  qui 
peut  comprendre  plusieurs  parties  séparées. 

Supposons  qu'ilexistedes  points  de  la  natureen  question,  et  qu'on 
représente  par  A  leur  ensemble;  imaginons  que  l'on  parte  de  l'un 
d'eux,  qu'on  en  choisisse  un  autre  dans  le  domaine  du  premier, 
un  troisième  dans  le  domaine  du  second,  etc.  L'ensemble  des  points 


lier  m  tel  ([ue  le  module  de  la  somme 


2/. 


soit  inférieur  à  3  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  ou  égale  à  m,  et  cela,  pour 
tout  système  de  valeurs  des  variables  qui  appartient  à  la  région  B.  Pour  que  la 
série  soit  en  même  temps  absolument  convergente  dans  la  même  région,  c'est- 
à-dire  indépendante  de  l'arrangement  de  ses  termes,  il  faut  qu'on  puisse  en  re- 
trancher un  nombre  fini  de  termes,  tel  que  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on 
voudra  parmi  les  termes  restants  soit,  pour  chaque  système  de  valeurs  apparte- 
nant à  la  région,  inférieure  à  5.  Cette  condition  sera  certainement  remplie  s'il 
existe  une  suite  de  nombres  positifs 

fr        et        <T 

&0)     »  1)     &2'      •  •      ' 

pour  lesquels  on  ait,  en  chaque  point  de  la  région  B, 

\f-A<g.,     (v  =  o,  ...,x), 
et  tels  que  la  somme 


ail  une  valeur  finie.  —  Il  résulte  de  la  définition  donnée  par  l'uniformité  de  la 
convergence  que,  si  une  série  converge  uniformément  dans  plusieurs  parties  de  sa 
région  de  convergence,  elle  converge  uniformément  dans  la  région  totale  compo- 
sée de  toutes  ces  parties. 

(')  Une  surface  qui  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  chacun  de  ses  points. 
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de  A  auxquels  on  peut  parvenir  de  cette  façon  conslitue  dans  le 
plan  de  la  variable  x  un  certain  continmim  A,,  dont  la  limitation 
pourra  comprendre  une  ou  plusieurs  lignes  et  aussi  des  points  iso- 
lés. S'il  existe  en  dehors  de  A,  des  points  de  A,  il  existera  an  moins 
un  second  continuiiin  Ao  de  même  nature  que  A|  et  qui  n'aura 
aucun  point  commun  avec  A,  ;  toutefois  certaines  parties  des  limites 
de  A  et  de  Ao  peuvent  être  communes.  S'il  existe  encore  des  points 
de  A  qui  n'appartiennent  ni  à  A,  ni  à  Ao,  il  existera  au  moins  un 
troisième  continuum  Ki,  analogue  à  A|  et  à  Ao  et  qui  n'aura  au- 
cun point  commun  ni  avec  A,  ni  avec  Ao,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  montrer  aisément  sur  des  exemples  que  A  peut  en  effet 
être  constitué  de  ces  différentes  manières  :  il  suffira  de  considérer 
les  deux  séries 


Pour  la  première,  la  région  A  est  formée  de  toutes  les  valeurs 
de  X  dont  le  module  est  inférieur  à  i  ;  pour  la  seconde  il  v  a  en 
outre  les  valeurs  pour  lesquelles  le  module  est  supérieur  à  i;  dans 
le  premier  cas,  A  se  compose  d'une  surface  continue;  dans  le  se- 
cond, A  se  compose  de  deux  surfaces  continues  n'avant  aucun 
point  en  commun.  Des  exemples  de  séries  de  même  nature  pour 
lesquelles  la  région  A  est  composée  de  plus  de  deux  portions  se 
rencontreront  plus  tard. 

Je  vais  main  tenant  prouver  que  si  la  série  considérée  converge  uni- 
formément dans  le  voisinage  de  chaque  point  situé  à  l'intérieur  ou 
sur  le  contour  d'une  aire  continue  donnée  B,  elle  converge  unifor- 
mément dans  toute  cette  aire. 

Soient  r/,  et!  deux  points  de  la  région  A,  a!  étant  situé  dans  le 
domaine  de  a\  soit  R  le  rayon  de  ce  domaine.  D=|rt'— «j 
étant  la  distance  des  deux  points,  le  rayon  R'  du  domaine  de  d  ne 

peut  pas  être  inférieur  à  R  —  D  ;  si  Ton  a  D  <<  -R,  on  aura 

R'>  -R 

et  a  sera  situé  dans  le  domaine  de  a'  :  on  aura  donc 

R  ^  R'  —  D  ; 
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en  sorte  que  R'  doit  être  compris  entre 

R  —  D     et     R  +  D. 

Si  maintenant  le  point  a  se  déplace  d'une  façon  continue  dans  A, 
on  voit  que  la  valeur  correspondante  de  R  varie  aussi  d  une  façon 
continue  :  il  existe  donc  un  point  dans  l'intérieur  ou  sur  le  contour 
de  R  pour  lequel  la  limite  inférieui'e  Rq  des  valeurs  que  peut 
prendre  R  dans  la  région  R  est  atteinte,  et  cette  limite  inférieure  Ro 
n'est  pas  nulle.  Par  suite,  on  peut  décomposer  R  en  un  nombre 
fini  de  parties  telles  que,  dans  chacune,  la  distance  maximum  de 
deux  points  soit  inférieure  à  Ro-  Ciiacune  de  ces  parties  est  située 
tout  entière  dans  le  domaine  d'un  quelconque  de  ses  points;^  dans 
chacune  de  ces  parties,  la  série  converge  uniformément  ;  de  là  et 
d'une  remarque  précédemment  faite  résulte  la  proposition  énoncée. 

Une  série  de  la  nature  en  question  peut  être  telle  que,  dans  le 
voisinage  d'un  point  quelconque  situé  dans  V intéi^ieur  de  la  région 
de  convergence,  elle  converge  uniformément.  Dans  ce  qui  suit,  on 
étudiera  exclusivement  de  telles  séries.  Si  l'on  sait  seulement,  sur 


£/.(-i. 


qu'il  V  a,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  une  aire  continue  dans  la- 
quelle la  série  converge,  il  ne  s'ensuit  en  aucune  façon  que,  dans 
cette  aire,  la  somme  de  la  série  soit  une  fonction  continue  de  .r. 
Mais  si  l'on  fait  la  supposition  précédente,  on  peut  montrer  que  la 
série,  dans  chacune  des  aires  A| ,  .  . . ,  précédemment  définies  et  qui 
appartiennent  à  la  région  de  convergence,  représente  en  général 
une  branche  uniforme  d'une  fonction  analytique  monogène  de  x  et 
que,  dans  des  cas  particuliers,  elle  peut  représenter  complètement 
une  telle  fonction. 

Ici,  il  est  nécessaire  d'établir  un  Irmmc^  préliminaire. 

12.   Soit  donnée,  dans  un  ordre  déterminé,  une  infinité  de  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  entières  d'une  variable  x, 

Y>,{x),     P,(.r),     P,(x),      .... 
chacune    de;-   séries  pouvant   d'ailleurs  contenir,  en  nombre  (juel- 
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conque,  des  puissances  positives  ou  négatives;  supposons  qu'il 
existe  deux  nombres  R,  IV  dont  le  premier  soit  posilii  ou  nul,  dont 
le  second  soit  plus  grand  que  le  premier  et  tels  que,  sous  la  con- 
dition 

R<|a;|<K', 

non  seulement  les  séries  convergent  isolément,  mais  encore  qu'il  en 
soit  de  même  de  la  somme 


S 


Pv(^), 


et  que,  de  plus,  cette  dernière  somme  converge  uniformément  pour 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  compris  entre  R  et  R'.  Si  l'on 
désigne  alors  par 


A(v) 
^1* 


le  coefficient  de  x'^  dans  Pv(.r),  la  somme 


\^; 


aura  pour  toute  valeur  de  [jl  une  valeur  finie  que  je  désignerai  par  Aj^, 
et  l'on  peut  montrer  que,  pour  toute  valeur  de  .r  dont  le  module  est 
plus  grand  que  R  et  plus  petit  que  R',  la  série 


S 


^^x'^ 


est  convergente  et  que  l'on  a 

v  =  0  IX 

Soit  /-une  quantité  positive  quelconque,  comprise  entre  Ret  R', 
et  k  une  autre  quantité  positive  arbitraire;  on  peut,  à  cause  de  la 
supposition  relative  à  la  convergence  de  la  série 


^Pv(^), 


^6■2. 
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détei'miner  un  nombre  entier  positif  m  tel  que,  pour  toute  valeur 
de  X  dont  le  module  est  égal  à  /•,  le  module  de  la  somme 


!;?.(-) 


soit,  pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  m,  inférieure 


.   I 


à  -A',  tel,  par  conséquent,  que,  pour  tout  nombre  n'  supérieur  ou 


égal  à  /;,  on  ait 


On  a  d'ailleurs 


Vp.C^)    <A-. 


|;p.(.)^^(  Ja.^ 


A,^î^     , 


et,  par  conséquent,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  on  aura,  pour 
toute  valeur  entière  de  jj.. 


A- 


<  Av-i^; 


la  somme  \  A!^"  a  donc  une  valeur  finie  et  déterminée  que  nous  dé- 

V  =0 

signerons  par  A^. 

Soient  maintenant  /•(,  /^  deux  nombres  positifs  tels  que  l'on  ait 

R</-,</</-2<R'; 

on  peut  donner  au  nombre  n.  une  valeur  telle  que 


l.; 


soit  plus  petit  cpie  cliacun  des  deux  nombres 

A/7'\     A/-^'^; 


il  en  résultera 
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V  =  n 
n-l 


et  en  supposant  que  la  variable  x  ait  une  valeur  dont  le  module 
soit  égal  à  /■,  on  aura 


D'ailleurs,  en  faisant 


^iA;..|<A.^(l-)', 

-t-CO  +» 


et  par  conséquent 


1 


K.r^ 


<  1.         '1 


/•  —  /•,         /■.,  —  /■ 


La  série 


converge  donc  inconditionnellement,  et,  puisque 

Il  —  I 


il  en  est  de  môme  de  la  série 


^A..... 
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On  a  ensiiile 

et,  par  conséquent, 

1  A-  +  A- 


^p.(.)-^ 


Ai,.ri^ 


Puisque  enfin,  pour  toute  valeur  déterminée  de  x  dont  le  module 
/•est  compris  entreR  etR',  on  peut  déterminer  les  nombres  /•,  et/'o 
de  façon  à  satisfaire  aux  conditions  précédentes,  et  que  l'on  peut 
prendre  k  assez  petit  pour  que 


A-  +  A 


/•  —  /•,        /•.,  —  /■ 


soit  plus  petit  qu'une  quantité  donnée,  il  résulte  de  ce  qui  précède 
que,  sous  la  condition 

R<|.r|<R', 
la  série 


converge  et  que  l'on  a 


y  A^j7i^ 

yr^(.^•)=yA,..r^ 


C'est  ce  qui  avait  été  annoncé. 
Soit,  maintenant, 


F(^)=^/.(^) 


une  série  quelconque  ayant  la  propriété  dont  il  a  été  question  à  la 
fin  du  n°  1  et  soit  SI  une  des  portions  dont  se  compose,  comme 
il  a  été  supposé,  la  région  de  convergence  de  cette  série. 

Soit  f/o  un  point  choisi  arbitrairement  dans  A'  et  limitons  la  va- 
riable X  au  domaine  du  point  «o  \  non  seulement  les  fonctionsy(:r), 
mais  encore,  en  vertu  du  Icmmr  préccdrnt,  leur  somme  pourront 
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s'exprimer  au  nuiveii  (l'une  série  procédant  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  .r  —  r/o  ;  je  représenterai  cette  série  par 

et  l'appellerai,  d'après  la  notation  introduite  par  moi  dans  mes  Le- 
çons sur  la  tliéorie  des  fonctions  analytiques,  un  élément  de  la  fonc- 
tion F(.r). 

Si  maintenant  on  prend  dans  le  domaine  de  «o  un  second 
point  a^,  et  si  ^,  [x  —  a^)  est  l'élément  de  F(.r)  correspondant  à 
ce  point,  on  a  pour  les  valeurs  de  x  communes  aux  domaines  de  a 
et  de  r/o 

Ç,  (a-  —  «,)  =:(ru(,r  —  flîo), 

fE'„(.r-a„)=^n'(«i-«o) 
où 

et  il  faut  que  le  coefficient  de  {x  —  a^)'-'-  dans  ^i{x  —  «,)  ait  la 
même  valeur  que  le  coefficient  correspondant  dans  le  développe- 
ment de  ^o(-^  —  <''o))  suivant  les  puissances  àe  x  —  a^  (  '  ). 

Soit  a  un  point  quelconque  de  A',  on  peut,  entre  Gq  et  a,  for- 
mer une  suite  de  points  r/, ,  «o,  •  •  • ,  o,i  tels  que  r/,  soit  dans  le  do- 
maine de  r/o,  a^  dans  le  domaine  de  «,,  .  .  . ,  et  finalement  a  dans 
le  domaine  de  «„. 


d^($n{x  —  a,,) 


(')  Je  remarque  ici  que,  d'après  le  tliéorème  du  numéro  i>récédcnt,  le  coeffi 
cient  de  {x  —  aA'<f-  esl 


-^V 


en  sorte  que,  dans  A',  la  fonction  V{x)  a  des  dérivées  de  tout  ordre,  et  que  l'on  a 
cl\'-¥{x)       ^d\\f^{x) 


^ 


dx'^  A^      dx^ 

Il  est  ensuite  aisé  de  démontrer  que  la  série  du  second  membre  converge  uni- 
formément dans  le  voisinage  de  chaque  i)oinl  i\c  V  et  qu'elle  a  ainsi  la  même  pro- 
nriété  (ine  la   série  ni-oiioséc. 
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En  désignant  par  ^i(.r  —  <7,),  ^^(ûo  —  a.,),  ....  ^«(^ — o,,), 
^{x  —  a)  les  éléments  de  la  fonction  correspondant  aux  points 
rt,,  cio,  .  .  . ,  a„,  a,  on  aura 


;j.  =  0 


(t  —  a,V 


(.r  —  ^2)'' 


{■r-aY 


La  connexion  qui  existe  entre  les  différents  éléments  de  la 
fonction  considérée  dans  la  région  A'  est  donc  telle  que  Ton  peut 
déduire  de  chaque  élément  donné  chacun  des  autres  éléments  par 
un  calcul  déterminé  :  en  sorte  que,  dans  cette  région,  la  fonction 
est  complètement  déterminée  si  l'on  connaît  un  de  ses  éléments. 

Il  peut  se  faire  que,  lorsque  le  point  a  s'approche  du  contour 
qui  limite  A',  la  région  de  convergence  de  la  série  (£(jc  —  a)  dépasse 
A'.  Dans  ce  cas  (qui  est  le  cas  ordinaire),  il  existe  une  infinité  de 
de  séries  ^(jc  —  a')  que  l'on  peut  déduire  de  ^S^Çx  —  «o)  par  le 
procédé  qui  a  été  décrit  précédemment,  et  dont  la  région  de  con- 
vergence est,  en  totalité  ou  en  partie,  extérieure  à  A',  et  il  peut 
arriver  que,  de  ces  dernières  séries,  on  puisse  en  déduire  d'autres 
dont  la  région  de  convergence  contienne  encore  des  points  de  A', 
mais  qui,  pour  ces  points,  fournissent  d'autres  valeurs  que  F(^); 
toutes  ces  séries  constituent  des  continuations  de  la  fonction  défi- 
nie tout  d'abord  pour  tous  les  points  à  l'intérieur  de  A'  parla  série 

donnée  \  f^(x)',  elles  sont  toutes,  d'après  la  terminologie  intro- 

duite  dans  mes  Leçons,  des  éléments  d'une  fonction  analytique 
monogène,  qui  peut  être  uniforme  ou  multiforme,  mais  qui  est 
complètement  définie  quand  on  donne  un  de  ses  éléments. 

Si  la  région  de  convergence  de  la  série  'SÇx  —  a)  est  toujours, 
quelque  soit  r/,  contenue  dans  A',  il  est  impossible  de  continuer 
en  dehors  des  limites  de   la  région  A'  la  fonction  que  l'expression 
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F(x)  définit  à  l'intérieur  de  cette  région.  Dans  ce  cas,  qui  se  ren- 
contre effectivement,  ainsi  qu'on  le  montrera  bientôt;  la  série  re- 
présente complètement,  en  limitant  les  valeurs  de  x  k  celles  qui 
appartiennent  à  la  région  A',  une  fonction  uniforme  monogène. 

Ainsi,  par  toutes  les  explications  qui  précèdent,  se  trouve  jus- 
tifiée la  proposition  énoncée  à  la  fin  du  n"  1. 

Une  question  importante  pour  la  théorie  des  fonctions  se  pose 
maintenant. 

Dans  le  cas  où  la  région  de  convergence  de  la  série  considérée 
se  compose  de  plusieurs  portions  A,,  A^,  .  . . ,  il  est  possible  que 
la  série  représente,  dans  ces  différentes  portions,  des  branches 
d'une  même  fonction  monogène;  mais  nous  avons  à  nous  poser 
cette  question  :  cela  arrive-t-il  dans  tous  les  cas?  Si  nous  arrivons 
à  une  réponse  négative  (à  laquelle  nous  arriverons  en  réalité),  il 
sera  prouvé  que  le  concept  d'une  fonction  inonogène  d'un  argu- 
ment complexe  et  le  concept  d'une  dépendcince  exprimable  par 
une  suite  d'opérations  arithmétiques  ne  se  rencouvrent  pas  en- 
tièrement. De  la  résulte  encore  que  plusieurs  des  plus  importants 
théorèmes  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions  ne  peuvent  être 
toujours  appliqués  aux  expressions  qui,  au  sens  de  l'ancienne 
analyse  (Euler,  Lagrange,  etc.),  sont  des  fonctions  d'une  variable 
complexe  (-). 


(')  Le  contraire  a  été  énoncé  par  Riemann  {Grundlagen  fiir  die  allgemeine 
Théorie  der  Functionen  einer  coniplexen  Grosse,  §  19,  à  la  fin).  Je  remarque  à  ce 
propos  qu'une  fonction  d'une  variable  complexe,  telle  que  Riemann  la  définit,  est 
toujours  une  fonction  monogène. 

(')  Soient,  par  exemple,  deux  expressions 


2/v(^)'  2^' 


de  la  nature  de  celles  qui  nous  occupent,  et  supposons  qu'on  ait  prouvé  que,  dans 
le  voisinage  d'un  point  appartenant  à  la  région  de  convergence  commune  aux 
deux  séries,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  de  x  qui  rendent  égales  les  deux  ex- 
pressions; il  sera  prouvé  par  là  même  que,  à  l'intérieur  d'une  région  déterminée 
et  continue,  l'égalité 

V  =  O  V  =  o 

a  lion,  mais  on   n'en  piMit   pas  rfinclnrr   qiif  rolti-  ru.ilité  snil   M-aie  poui-  tous  les 
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J'ai  trouvé  il  v  a  longtemps,  et  j'ai  montré  dans  mes  Leçons  que 
la  série  déjà  citée 


F(x)=y-— ^ 


dont  la  région  de  convergence  se  compose  de  deux  morceaux,  re- 
présente deux  fonctions  monogènes  différentes,  et  qu'elle  repré- 
sente chacune  d'elles  complètement. 

Si,  en  effet,  ûCq  est  une  valeur  quelconque  de  x  dont  le  module 
soit  égal  à  I,  on  peut,  en  faisant  usage  de  théorèmes  qui  appar- 
tiennent à  la  théorie  de  la  transformation  linéaire  des  fonctions  S- 
elliptiques,  montrer  que,  parmi  les  valeurs  de  J"  dont  le  module  est 
inférieur  à  i,  comnie  aussi  parmi  celles  dont  le  module  est  supé- 
rieur, on  peut  trouver,  dans  une  aire  aussi  petite  qu'on  le  veut 
entourant  le  point  Xa,  des  points  tels  que  le  module  de  F(jr)  dé- 
passe toute  quantité  donnée.  Ceci  montre  directement  que  la  série 
considérée  représente  dans  chacune  des  deux  portions  dont  se 
compose  sa  région  de  convergence  une  fonction  qui  ne  peut  pas 
être  continuée  au  delà  des  limites  de  cette  portion. 

Cependant,  quoique  l'exemple  cité  puisse  déjà  servir  de  réponse 
à  la  question  posée,  il  reste  toutefois  encore  un  point  à  éclaircir. 

Les  deux  fonctions  définies  par  la  série  considérée  ont  entre 
elles  une  relation  ti*ès  simple, 

F(.r-')  =  F(^). 

On  pouvait  donc  se  demander  si,  dans  le  cas  où  une  expression 
arithmétique  F  (a:),  dans  les  différentes  parties  de  sa  région  de 
convergence,  représente  des  fonctions  monogènes  différentes  de  la 
variable  x,  il  n'existe  pas  entre  ces  fonctions  une  connexion  né- 
cessaire qui  permette  de  déduire  des  propriétés  de  l'une  d'entre 
elles  les  propriétés  des  autres.  S'il  en  était  ainsi,  il  conviendrait 
d'élargir  le  concept  d'une  fonction  monogène. 

Pour  lever  toute  espèce   de  doute  sur  ce  point,  je  me  suis  pro- 


points appartenant  à  la  région  commune  de  convergence,  tant  qu'on  n'a  pas  prouvé 
que  les  deux  expres^^ions  sont,  dans  cette  région,  des  fonctions  monogènes. 
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posé  do  construire  une  expression 


F(^)=^/(^) 


de  la  nature  qui  a  été  définie  plus  haut,  et  qui  satisfasse  aux  condi- 
tions suivantes  :  La  région  de  convergence  de  la  série  se  compose 
de  n  portions  A,,  Ao,  .  .  . ,  A„,  telles  que  celles  qui  ont  été  définies 
précédemment,  et  de  plus  F(.r)  doit  être  égal  à  F,  (j:)  dans  A,,  à 
Fo(j")  dans  Ao,  ...,  à  F„(jr)  dans  A„,  les  fonctions  F,  (x), 
Fo(jr),  .  .  . ,  Yn{-X')  étant  des  fonctions  uniformes  et  monogènes, 
complètement  arbitraires  et  définies  dans  tout  le  plan  de  la  va- 
riable jc,  à  l'exception  des  points  isolés. 

Pour  la  solution  de  ce  problème,  je  construis  dabord  une 
expression  de  la  forme  considérée,  qui,  dans  le  voisinage  de  tout 
point  pour  lequel  la  partie  réelle  de  x  est  différente  de  zéro,  con- 
verge uniformément,  et  qui  ait  la  valeur 


suivant  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive  ou  négative.  Des  for- 
mules que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
conduisent  à  de  telles  expressions;  mais,  dans  ce  qui  suit,  j'ai 
voulu  expressément  ne  rien  emprunter  à  cette  théorie. 

4.   Si  l'on  prend  deux  quantités  complexes  oj,  o/  finies  et  diffé- 
rentes de  zéro,  et  telles  que  Li  partie  réelle  du  quotient 


soit  différente  de  zéro,  et  si  Ion  désigne  par  v  et  v' des  nombres 
entiers  variables,  susceptibles  de  prendre  toutes  les  valeurs,  on 
sait  que  la  somme 

y    I  2vio-t-  2v'oj'   |-'        (') 


(')  Le  symbole  ^  indiquera  dans  ce  qui  suit  que  fnn  doit  excepter  de  la  som- 
mation les  termes  qui  se  présentent  avec  une  valeur  infinie. 

Bull,  fies  Sciences  math.,  2*^  série,  t.  V.  (Avril  iS8i.)  12 
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a  une  valeur  finie,  si,  dans  la  sommalion,  on  laisse  de  colé  le  terme 
qui  provient  de  la  supposition  v  =:  o,  v'=o.  Il  en  résulte,  ainsi 
que  je  l'ai  montré  dans  le  n"  2  de  mon  Mémoire  sur  les  lonctions 
uniformes,  que  la  série 

//     '     ^^    [  il  ■ —  :îvoj  —  2v'co'  \2Vto  -l-  2v'co'  / 

qui  conserve  la  même  valeur,  quel  que  soit  Tordre  dans  lequel  on 
range  ses  termes,  définit  une  fonction  analytique  uniforme  de  la 
variable  u,  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  ce  ;  je  la  représen- 
terai par 

'\  («,  (0,0/), 

à  l'aide  des  équations  connues 

I     v7    •        • 

coli<7r  =  — \-    > 1 — 

-(C0l;/T  —  COt«-)=:\     I 

où  (t  désigne  un  nombre  non  entier, 

\sinw-y         ^\'^  — 'v  3        ^  v- 

On  peut  transformer  comme  il  suit  l'expression  de  ']'(//•.  <■),  «o'). 
On  a 


.M.,co,o..)=;  +  ^'[- 


2  voj  —  2  ■/'(!)' 
I 


2'/0j  -[-  2V   (ij  (2Vto  -f-  2  V   (o   )- 


La  somme  de  tous  les  termes  de   cette  série  pour  lesquels  v'  est 
nul  est 


Uo   I      H  ^    I      //  ''    I    I  4<^"'Zj  ''" 


COt \ 

2  oj  :>.  oj         I  2  (o  - 


puis  la  somme  de  tous  les  termes   pour  lesquels  v'  a  une  valeur 
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-^Sf 'r- 

\  2  l'J 


//     V^  I 


[■ 


//   —  2V'(.0 


COt- 
2  (0  I  2  (.0 


--  T  4-  COt 


donc 


,,  -  ;/-  -    VY         //  — 2v'o/  v'w'     \ 

■M  //,  W,  (0   )  =:  col 1 \        col -1-  COt 7:  ] 

2  W  (o  2  tO  _^    Y  2  0)  Cl)         / 

OU  encore,  si,  n  désignant  un  nombre  entier  positif,  on  pose 

eu   L  1 2         2  ^  \    (.0       j 


y  («,  w,  (o')  ^ i COt 

tu  2  (O  (o 


//  —  2  //  eu                         U  -^  9.11  lu 
COt -  -h  COt 


il  résulte  de  cette  équation  que  l'on  a 

'^  («  H-  2W,  oj,  eu')  :=  6  (  w.  (ij,  o)')  H-  2Tj. 

Si  l'on  observe  maintenant  que  '}(//,  oj,  w')  est  une  fonction  im- 
paire de  ?/,  qui  n'est  pas  infinie  quand  on  v  fait  ^^  =  —  co',  l'éga- 
lité précédente,  où  l'on  fait  w  =  —  oj,  donne 

En  faisant  u  =  w',  dans  l'équation  qui  donne  la  dernière  forme 
de  •!'(?/,  w,  (o'),  on  obtient 


(u'  '^  (  eu ,  w ,  oj'  )  —  tu  '^  (  eu' ,  to ,  tu'  ) 


^=. COt H 

2  to 


^S[ 


(2«  —  l)  tu'  (2«  -i-  l)  tu' 

col  ' 1 —  T.  —  COt  ^: — 
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mais  on  a,  en  désignant  par  m  un  entier  positif  quelconque, 


,    ,         {rKH  —  i)w')  (2«  +  i)oj' 

COt ^  +  -    >    (   COt^ ^TT  —  cot-  ' 

11  =  1 


= COt 

2 

la  quantité 


11=1 
{o'./n-\-i)  m' 


w''!/  (OJ,  O),  Oj')  M'h  (to',  (0,  Oj' " 

est  donc  égale  à  la  limite  de 


-  cet  -^ T  

2  2  W 


pour  m  =  co  ;  cette  limite  est 


OU 

2  2 


{2/M-)-l)n 

'-                 (2/n-l-l)u'7u 

e      "' 

H-  e         •■"        ru  _ 

l2/H-)-l  |U 

■r                   (2m-f-l|w'i:     r,    ' 

e     "' 

—  e        "*' 

suivant  que  la  partie  réelle  de  — .  est  positive  ou  nésfative. 
*  ^  ow         '  ° 

Si  l'on  se  reporte  à  l'expression  primitive  de  ']>(//,  oj,  w'),  on 

voit  qu'elle  ne  cliange  pas  quand  on  y  remplace  v  par  v'  et  v'  par 

—  V  ;  il  en  résulte  que  l'on  a 

'l  {u,  co,  o/)  rrr:  '!<  (jl,  o/,  —  w)  ; 

on  a  donc 

tij''^  (o>,  CO,  oj')  —  (.D'il  (oj',  lo',  —  co)  r=  zh  —  j 

suivant  que  la  partie  réelle  de  — :  est  positive  ou  négative. 
^  ^  coi  '  ° 

On  a  encore,  en  désignant  par  c  une  quantité  arbitraire, 

<li  («,  co,  co'  )  =1  C<li  (Clt,  COi,  cm'); 

a  ou,  en  prenant  c  =  — , 

^  co 

'      /  '^'-''  \ 

6  (co,  co,  co  )  =  -  'i;      I ,  I  ,  —     ; 
io    '    \  co  / 


de  même, 


I         /                    co  \ 
•!/  (co  ,  co  ,  —  co)  r=  — j  •];  1    I  ,   I  , ;  1  ; 
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on  en  conclut 


co  L 


-.  'J/11,1,  —  I  +  —  011,1, 


et  si  l'on  pose 


to/ 


X  étant  une  variable  complexe,  susceptible  de  prendre  toutes  les 
valeurs  dont  la  partie  réelle  n'est  pas  nulle;  si  l'on  lait  en  outre 


on  aura  une  série 


yM)-=—  '^^''  '''^')  +  :r^'M  ''  '':^)' 

îérie 

2  2  V^'  f  X 

y  (^)  =-(x  + j;-')  +-   >     I -, 7—. -, — — 


(1  —  2  V  —  2  v'  j;-'  /)  (  2  V  +  2  v'  a.— '  f)- 


donl  les  termes  sont  tous  des  fonctions  rationnelles  de  x  "t  qui 
aura  la  valeur 

H-  I      ou      —  1 . 

selon  que  la  partie  réelle  de  x  sera  positive  ou  négative. 

Si,  maintenant,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  on  prend  une  ré- 
gion X,  à  distance  finie,  telle  aussi  que,  ni  à  l'intérieur,  ni  sur  le 
contour,  la  partie  réelle  de  x  ne  soit  nulle,  on  peut  montrer  que 
la  série  précédente  converge  à  l'intérieur  de  cette  région  incondi- 
tionnellement et  unilormément. 

Posons 

w  m  2v  4-  2  v' Uf, 

en  sorte  que 

^{l,l,xi)  —  ï  ^\ — :,  ; 

^(1  —  w)  w^ 

si  l'on  désigne  par  A    la  plus  petite  valeur  que  puisse   prendre  le 
module  de  la  quantité 

les  variables  t,  z' ,  ;,  ;'  étant  réelles,   les  deux  premières  satisiai- 
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sant  à  la  condition 


et  le  point  q  -\- ç  i  étant  situé  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de  X, 
k  ne  sera  pas  nul  et  l'on  aura 


^2^-/'''+^''-» 


I  I  — ,v|  >AV(2v  — I)^-^-4•/^ 

pour  toul  point  x  qui  n'est  pas   en  dehors  de  la  région  X;  mais, 
pour  tout  nombre  entier  v,  on  a 

(2v  — l)2>v-^       (2v-I)^-|-4■/2^v^^-v'^ 

et  par  conséquent 


(  I  —  w  )  iv- 


Me' 


Chaque  terme  de  la  série  qui  représente  '}(i,  i,  Jci)  a  donc  un 
module  inférieur  ou  au  plus  égal  au  terme  correspondant  de  la 
série 

_  3 


dont  la  somme  est  finie  :  il  est  donc  prouvé  que  la  première  série, 
pour  les  valeurs  de  x  qui  appartiennent  à  la  région  X,  converge 
inconditionnellement  et  uniformément. 

Mais,  si  la  variable  x  reste  dans  X,  la  variable  -  restera   dans 

X 

une  région  où,  tant  à  l'intérieur  que  sur  le  contour,  la  partie  réelle 
de  —  ne  peut  être  nulle.  Par  conséquent,  pour  le  domaine  consi- 
déré de  la  variable  x,  l'expression  '}  (  i ,  i  >  —  )  converge  aussi  uni- 
formément et  inconditionnellement  :  il  en  est  donc  de  même  de  la 
série  '/i^x). 

On  peut  encore  remarquer  que,  puisque  la  série  '}(i,  i.  xi) 
converge  uniformément,  on  peut  y  réunir  en  un  seul  les  deux 
termes  pour  lesquels,  v  ayant  la  même  valeur,  /  a  des  valeurs  o})- 
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posc'îcs;  on  aura  donc  ainsi,  en  désignant  par  n  un  entier  j)Osilif, 

Y"'  I  'Vf       (6v  — 1) /<'^.r-— (^v  —  l)v-      1 

Les  termes  de  cette  série  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  à 
coefficients  rationnels  et  qui  ne  deviennent  infinis  que  pour  des 
valeurs  de  x  dont  la  partie  réelle  soit  nulle.  On  peut  mettre  '/^{x) 
sous  la  forme  d'une  somme  semblable. 

5.   Soit  maintenant  x'  une  fonction  rationnelle   quelconque  de 
x,  et  posons 

y,{x)=y{x'); 

'/t{x)  sera  encore  une  somme  d'une  infinité  de  fonctions  ration- 
nelles de  la  variable  x.  Dans  le  plan  de  cette  dernière  quantité, 
les  valeurs  pour  lesquelles  la  partie  réelle  de  x'  s'annule  sont  re- 
présentées par  une  courbe  algébrique  réelle  qui  partage  le  plan  en 
plusieurs  morceaux,  tels  que  dans  les  uns  la  partie  réelle  de  x'  soit 
positive  et  qu'elle  soit  négative  dans  les  autres.  Dans  les  premiers 
•/(  (x)  a  partout  la  valeur  +  i,  dans  les  autres  la  valeur  —  i . 
Que  Ton  j^renne,  par  exemple, 

:tx  -h  3 


'(X  -h  ri 

OÙ  a,  |j,  V,  0  désignent  des  constantes  telles  que  ao  —  j*'  ne  soit  pas 
nul,  cette  courbe  sera,  comme  on  sait,  toujours  un  cercle  (pourvu 
que  Ton  regarde  une  droite  illimitée  comme  un  cercle  de  rayon 
infini),  et  l'on  peut  déterminer  a,  p,  v,  0  de  façon  que  ce  cercle 
soit  un  cercle  donné  et  que  la  partie  réelle  de  x'  ait,  en  un  point 
donné,  un  signe  donné. 

Soient  maintenant  F((j;"),  Fo(j;')  deux  fonctions  uniformes  de  x 
avec  un  nombre  fini  de  points  singuliers;  si  l'on  lait 


.  F,(.r)-^F,(x)         .  F,(.r)-F,(.r) 

'f,,ix)=- ,    -''t(^^')= : 
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Texpression 

-.fo(x)+i,(x)7i(*-) 

peut  être  mise  sous  la  forme  dune  série  infinie  dont  les  termes 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  représente  la  fonction 
¥i(x)  dans  Tune  des  deux  régions  que  le  cercle  détermine  dans 
le  plan  des  j",  et  la  fonction  Fof.r)  dans  l'autre  région. 

Si,  dans  ce  même  plan  de  la  variable  x,  on  prend  arbitraire- 
ment des  cercles  ou  des  droites  illimitées 

K',  K'.   ...,  KC), 

et  que  l'on  détermine  /•  fonctions  linéaires  de  x 

telles  que  la  partie  réelle  de  j:^*"^  s'annule  sur  la  ligne  R'''^,  le  plan 
sera   partagé   par   les   lignes  en  un  certain    nombre  de   portions 
telles  que,  dans  chacune  d'elles,  la  partie  réelle  d'une  quelconque 
des  fonctions  x^'^'>  ait  partout  le  même  signe. 
Soient  ensuite 

des  fonctions  uniformes  de  x  avec  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers essenliels,  et  posons 

-/.,(.r)=y[^('0]      ().  =  , ,.); 

l'expression 

cT«(-r)  -+- J,(^)/.i(a-)  +i,(j^)-/,(a-)  +  .  .  .  4-i,.(.r)/,(j^) 

pourra  être  mise  sous  la  forme  d'une  série  infinie  dont  les  termes 
soient  des  fonctions  rationnelles  de  j",  et  cette  série  aura  cette  pro- 
priété que,  à  l'intérieur  de  chacune  des  portions  dans  lesquelles 
nous  avons  divisé  le  plan,  elle  représentera,  il  est  vrai,  une  branche 
d'une  fonction  monogène,  mais  dans  chaque  portion  différente,  une 
branche  d'une  fonction  différente. 

Si,  par  exemple,  K',  K",  .  .  .,  K'-'''  sont  des  cercles  dont  aucun 
n'en  renferme  un  autre,  le  plan  se  trouvera  ainsi  partagé  en  /•  +  i 
portions,  et   si  la  fonction    ,r  '    est   délerminéc   de    façon   que  sa 
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partie  réelle  soil  positive  au  ecnlre  de  R'*''  ('),  l'expression 

/• 
IV,  (.r)  +  i^  [I  +  y,(^.)]  [F,(.r)  -  F,^,  (,r)J, 
>.=  i 

qui  est  de  la  même  forme  que  la  précédente,  si  F,  (x),  F2(^),  •  .  • , 
F^^i  (.r)  désignent  des  Ibnclions  uniformes  à  nombre  fini  de  points 
singuliers  essentiels,  représente  une  série  de  la  nature  de  celles 
(|ui  nous  occupent  ;  car  si  x  est  à  l'intérieyr  du  cercle  limité  par 
R''),  elle  est  égale  à  F/.(^),  et  lorsque  x  est  extérieur  à  tous  les 
cercles,  elle  est  égale  à  F;.^.,(;r);  elle  représente  donc,  dans  cha- 
cune des  ;■  -H  i  portions  qui  composent  le  plan,  une  branche  d'une 
fonction  uniforme  à  nombre  fini  de  points  singuliers,  choisie  d'ail- 
leurs d'une  façon  tout  arbitraire. 

On  obtient  un  autre  exemple  en  supposant  que  les  cercles  K', 
K",  .  .  . ,  K^''^  aient  été  pris  de  façon  que  les  /•  —  i  premiers  soient 
contenus  dans  le  dernier;  le  plan  est  encore  ainsi  divisé  en  /•-{-  i 
portions.  L'expression 

/• 

'/.  =  ! 

est  égale  dans  ces  différentes  portions  aux  fonctions 

,     F,(a-).     V,{œ),      ....     F,+,(^) 

(un  cas  particulier  est  celui  où  l'on  prend  au  lieu  des  /■  cercles 
;•  droites  parallèles). 

Si  maintenant  on  exclut  du  plan  de  la  variable  x  toutes  les  va- 
leurs négatives  (v  compris  zéro),  il  existe,  comme  on  sait,  des 
séries  infinies,  formées  de  fonctions  rationnelles  de  x,  qui  repré- 
sentent des  branches  uniformes  (-)  de  certaines  fonctions  multi- 


(')  Si  i\  est  le  rayon  du  cercle  K  '"'  el  a-^  la  valeur  <le  x  au  centre,  on  peut  poser 


(')  Voyez,  clans  les  Tomes  GO  et  07  du  Journal  de  Rorchardt.  les  Mémoires  de 
M.  Thomé  sur  les  fractions  continues  de  Gauss  et  les  séries  procédant  'suivant 
les  fonctions  sphériques. 
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formes  comme  logx,  ^"'  (où  m  est  une  constante  quelconque)  et 
qui  convergent  uniformément  dans  le  voisinage  de  tout  point  autre 
que  les  points  exclus.  Or  on  peut  prendre  dans  1  expression 

F„(.r)  +  F,(.r)7..(^)  +  ---  +  F,.(.r)y,(.r), 

pour  Fo(jr),  F,  (x),  .  .  .,  F,-(x),  des  fonctions  de  celte  dernière 
espèce;  dans  ce  cas  nous  aurons  une  série  infinie,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  et  qui  représente,  dans  chacune 
des  portions  dans  lesquelles  se  divise  le  plan  de  la  variable  x  par 
les  lignes  R^''^  et  la  droite  des  valeurs  négatives  de  u\,  une  branche 
uniforme  d'une  fonction  monogène  multiforme,  mais  en  général, 
dans  des  portions  différentes,  des  branches  de  fonctions  diffé- 
rentes. 

Ces  exemples  suffisent  pour  répondre  comme  il  suit  à  la  ques- 
tion posée  à  la  fin  du  n°  3. 

Si  la  région  de  convergence  d'une  série,  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  .r,  peut  être  partagée  en 
portions  telles  que  la  série  converge  uniformément  dans  le  voisi- 
nage de  chaque  point  situé  dans  l'intérieur  de  ces  morceaux,  cette 
série  représente  dans  chacun  de  ces  morceaux  une  branche  uni- 
forme d'une  fonction  monogène  de  x,  mais  elle  ne  représente  pas 
nécessairement  une  même  fonction  dans  les  différents  morceaux. 

6.  Dans  mes  l^eçons  sur  les  éléments  de  la  théorie  des  fonctions, 
j'ai  mis  en  évidence,  dès  le  début,  deux  théorèmes  qui  ne  s'accor- 
dent point  avec  les  vues  ordinaires,  à  savoir  que  : 

I.  —  Si  une  fonction  d'une  variable  réelle  est  continue,  on  ne 
jjcut  pas  en  conclure  que,  pour  les  dii^erses  valeurs  de  la  va- 
riable,  elle  ait  une  dérivée  déterminée  ;  encore  moins  peut- 
on  en  conclure  qu'elle  possède  toujours  une  dérivée  continue, 
au  moins  dans  des  intervalles  définis. 

II.  —  Si  une  fonction  d'une  variable  complexe  est  définie 
pour  une  certaine  région  de  cette  dernière,  il  n'est  pas  toujours 
possible  de  la  continuer  au  delà  des  limites  de  cette  région  : 
en  d'autres  termes,  il  existe  des  fonctions  monogènes  d'une 
variable  ayant  cette  propriété,  que   les  points  du  plan  de  la 
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vdriablc,  pour  lesquels  elle  ne  j)ent  être  définie,  ne  sonl  pas 
seulement  des  points  isolés,  mais  forment  des  lignes  et  des  sur- 
faces. 

Comme,'  il  a  été  question,  dans  ce  qui  précède,  de  louclions 
d'une  variable  comjDlexe  qui  jouissent  de  cette  dernière  propriété, 
je  profite  de  cette  occasion  ponr  indiquer  un  exemple  facile  à 
traiter  d'une  telle  fonction. 

Supposons  que  le  rayon  du  cercle  de  convergence  d'une  série 
ordinaire  procédant  suivant  les  puissances  entières  de  x 


A,^' 


soit  égal  à  1,  et  que  la  série  converge  inconditionnellement  et  uni- 
formément pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  égal 
à  I,  en  sorte  que,  t  désignant  une  variable  réelle,  la  série 


1 


\.e^"' 


soit  une  fonction  continue  de  t. 

Dans  l'intérieur  du  cercle  de  convergence,  prenons  arbitraire- 
ment un  point  ^o  et  transformons  la  série  donnée  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  Xq,  ^lè(x — Xq).  Si  /'o  est 
le  module  de  x^,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  ^(x  —  x^)  ne 
peut  pas  être  inférieur  à  i  —  /-q,  mais  peut  lui  être  supérieur.  Si 
l'on  se  trouve  dans  le  dernier  cas,  une  partie  de  la  circonférence 
du  cercle  de  convergence  de  la  série  donnée  est  située  à  l'intérieur 
du  cercle  de  convergence  de  ^{x  —  Xq),  et  si  l'on  pose 

-—  =  e'o',     ^z=  e", 

pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  deux  limites  détermi- 
nées t^) —  T,  /y +  7,  on  aura  légalité 


y  A,e-'"=an^-r 


X(,  )  ; 


,8o  PREMIÈRE  PARTIE. 

maintenant  ^^[x  —  Xo),  regardée  comme  une  fonction  de  jc,  admet 
des  dérivées  de  tous  les  ordres  possibles  ;  il  en  est  de  même  pour 
la  série  $(Xf  —  Xo)  regardée  comme  une  fonction  de  /,  pour  les 
valeurs  de  cette  variable  comprises  entre  Iq — t  et  fo  +  "-  ïl  en 
résulte  que  si,  dans  un  cas  particulier,  on  peut  démontrer  que  la 
fonction 


1 

7  =  0 


A,e'' 


ne  possède  dans  aucun  intervalle  des  dérivées  de  tous  les  ordres 
possibles,  il  faudra  en  conclure  que  le  cercle  de  convergence  de  la 
série  0?(x  —  ^0)1  et  cela  de  quelque  façon  que  l'on  choisisse  le 
point  Xo,  est  toujours  tout  entier  à  l'intérieur  du  cercle  de  con- 
vergence de  la  série  donnée,  et  que  la  fonction  représentée  par 
cette  série  ne  peut  pas  être  continuée  au  delà  de  ce  cercle  de  con- 
vergence. 

Soit  maintenant  a  im  nombre  entier  positif  impair,  b  une  quan- 
tité positive  plus  petite  que  i  et  soit  «.  =  a''  :  la  série 

■1  —  0 

satisfait  aux  conditions  précédemment  imposées,  mais  j'ai  démon- 
tré que  la  fonction 

00 

\  h''cosa.J, 

tant  que  Von  a  «^  >>  i  +  !!  ">  n'a,  pour  aucune  valeur  de  t,  de  quo- 
tient diflérentiel  déterminé  (').  La  fonction  définie  par  la  série 


0''^-"'' 


est  donc,  si  ab  est  inférieur  à  i  -+-  4^;  une  fonction  qui  ne  peut  pas 
être  continuée  au  delà  du  cercle  de  convergence  de  la  série,  et  elle 


(')  Celte  démonstration,  que  j'avais  communiquée  par  lettre  à  M.  P.  du  Bois- 
Reymond,  a  été  publiée  par  lui  dan<  le  Tome  79  du  Journal  de  Borcharcll. 
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ii'exisle  que  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  modul<'  ne  dépasse  j)as 
ruiiilé. 

Il  est  aisé  de  construire  une  infinité  de  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable  qui  jouissent  de 
la  même  propriété  que  la  précédente,  et  même  de  démontrer  l'exis- 
tence, pour  une  région  arbitrairement  limitée,  de  fonctions  qui  ne 
peuvent  pas  être  continuées  au  delà  de  cette  région;  mais,  à  pré- 
sent, je  ne  veux  pas  m'arrêter  là-dessus. 

Pour  conclure,  je  ferai  encore  remarquer  que  des  formes  arith- 
métiques plus  composées,  à  Taide  desquelles  on  peut  exprimer  des 
ibnctions  monogènes  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  où  des 
branches  uniformes  de  telles  fonctions  donneraient  lieu  à  des  re- 
cherches analogues  à  celles  que  nous  avons  développées  pour  une 
forme  simple  et  conduiraient  à  des  résultats  pareils. 


I\I.  Weierstrass  a  fait  la  communication  suivante  à  rAcadémie  des  Sciences 

de  Berlin  ('). 

Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  12  août,  et  intitulé 
Zur  Functionen-Lehre  ^'^  ^\  formé  une  série  infinie,  dont  les  termes 
sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable  j:,  et  qui  possède  la 
propriété  d'avoir  pour  valeur  +1  ou  — i,  selon  que  la  partie 
réelle  de  x  est  positive  ou  négative. 

Bien  que  cette  série  soit  assez  simple  par  elle-même  et  con- 
vienne fort  bien  pour  l'emploi  que  j'en  ai  fait,  —  elle  sert  à  la  dé- 
monstration du  ihéorème  principal  énoncé  au  n"  o  du  Mémoire 
cité,  —  sa  déduction  est  pourtant  un  peu  compliquée  et  exige  la  con- 
naissance de  plusieurs  lemmcs  empruntés  à  la  théorie  des  fonctions 
trigonométriques.  Il  ma  donc  été  fort  intéressant  d'apprendre  par 
une  lettre  de  M.  J.  Tannery,  professeur  suppléant  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  (qui  a  été  aussi  le  traducteur  (-)  de  mon 
Mémoire  en  français),  qu'il  existe  d'autres  séries,  extrêmement 
simples,  de  la  même   forme  que  la  mienne,   qui  possèdent  aussi 


(')  Monatsbericht,  février  1881. 

(')  Qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici  l'illustre   géomètre,  qui  a  bien  voulu 
prendre  la  peine  de  revoir  cette  traduction.  J.  T. 
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la  propriété  en  question  et  peuvent  non  seulement  servir  tout 
aussi  bien  pour  le  but  proposé,  mais  sont  encore  préférables  en 
ce  que  leur  déduction  et  la  démonstration  de  leur  propriété  carac- 
téristique ne  s'appuient  que  sur  des  lemmes  tout  à  fait  élémen- 
taires de  la  théorie  des  fonctions. 

Je  me  permets  d'emprunter  ce  qui  suit  à  la  lettre  de  M.  Tan- 
nery. 

«  Prenons  une  série  de  nombres  entiers  positifs 

Wfl,     /«i,     mj,      ..., 
assujettis  à  la  condition 


H-  I    si  I  ,r  I  <  1 . 
—  I    si   I  .r  I  >>  I  ; 


on  a  alors 

lim 

I  —  ./■'"" 

mais  on  a 

I 

4-a' 

V( 

I  +  a^"'o 

V^  r  I  -h  j''«v        I  +  .r"'v-i 
2j  L  I  —  -^ï^'"'  ~~  I  —  .r"''-i 


■i=:n 

^  2.r"'v-i  (j:'»v-'"v-i—  1 


-'1 
) 


Par  conséquent,  si  l'on  pose 


la  série  du  second  membre  de  cette  équation  sera  convergente 
pour  chaque  valeur  de  x  dont  le  module  est  différent  de  i  et  aura 
pour  valeur  +  i  ou  —  i,  selon  que  le  module  de  x  sera  inférieur 
ou  supérieur  à  l'unité. 

»  Si  l'on  pose  dans  l'expression  précédente 

celte  expression  prend  une  forme  extrêmement  simple 

l  -{-  X  2X  IX-  ix'* 


•H^)  = 


X*  ■ 
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A  ceci  i  ;t|()iilcr;ii  encore  te  (|m   siiiL  : 

On  voit  l'acileinciil  (juo  la  série  de  M.  Tannerv  converge  uniror- 
mémeiiL  dans  le  voisinage  de  clia(|ue  valeur  de  x  dont  le  module 
est  diirérenl  de  i. 

Soil  de  plus  x'  une  ionclion  rationnelle  de  x\  les  valeurs  de 
cette  dernière  quantité,  pour  lesquelles  les  valeurs  correspondantes 
de  x'  ont  un  module  égal  à  i ,  seront  représentées  dans  le  plan  de  x 
par  une  courbe  algébrique,  qui  partage  ce  plan  en  plusieurs  por- 
tions, de  manière  que,  dans  quelques-unes  d'entre  elles,  le  mo- 
dule de  j:-' sera  supérieur,  dans  les  autres  sei'a  inférieur  à  i. 

Aussi,  en  posant 


'/ 1  {■^t^')  représentera  une  expression  de   la  même  nature  que  celle 
désignée  de  la  même  manière  au  commene 
Mémoire  cité.  Si  Ton  prend  en  particulier 


désignée  de  la  même  manière  au  commencement  du  n"  o  de  mon 


x'=L 


on  obtient  une  expression  qui,  à  l'égal  de  celle  que  j'ai  désignée 
par  y  (x),  a  pour  valeur  -H  i  ou  —  i,  selon  que  la  partie  réelle 
de  X  est  positive  ou  négative. 


SUR  L'INFINITÉ  DE  LA  SUITE  DES  NOMBRES  PREMIERS  ; 
Par  m.  JOSEl^H  l^KROTT. 

Considérons  la  suite  des  nombres  naturels 

(I)  I,  2,  3,    ...,  N, 

et  désignons  par  le  symbole  'i(N)  le  nombre  qui  indique  combien 
il  v  a  de  nombres  dans  cette  suite  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun 
carré;  nous  aurons 
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/>,,  /Jo,  pz^-  •  ■  y  Pn  désignant  les  nombres  premiers  de  la  suite  (i). 
A  plus  forte  raison, 


>N(  2-  :;r)>iN. 


Or,  tous  les  nombres  sans  facteur  quadratique  de  la  suite  (i) 
seront  nécessairement  de  la  forme 

A' P'î  P'^  •  ■  ■  P'>?     {is=o,i), 

et  ils  seront,  par  conséquent,  au  nombre  de  2". 
Donc 


et 


N  >  n>  loi^acoust  ^N, 


ce  qui  prouve  que,  la  possibilité  de  continuer  la  suite  des  nombi'cs 
naturels  persistant  toujours,  le  nombre  des  nombres  premiers  de 
cette  suite  pourra  devenir  aussi  grand  qu'on  voudra. 
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COMPTES  RENOLS   ET    ANALYSES. 

SEYDLER  (D"'  A.),  soiikr.  docent  fysiky  na  C.  K.  Universilë  Karlo-Fenii- 
nandské,  adjunkt  na  C  K.  Ihezdârnè  Pra/.^ké.  inimorâdny  tien  Kràl.  (leski'' 
spolecnosti  nauk.  —  Zârladové  tukouetickk  kysikv.  Dii,  prvnî.  Vskoijixmî 

UVOD  A    MECHAMK.V.    —    TllEORETICKÂ    .MkCHA.MKV    PRO    VVSOKÉ    SKOLV.   —  V 

Praze,  1880.  In-8°.'  400  pages  ('). 

(Analyse  rrdijïée  par  l'ault-iir.) 

La  Mécanique  rtant  la  sciciirc  du  inouveiuput  des  masses  causé 
par  des yb/T^'.v,  on  peut  étudier  séparément  : 

1°  Le  mouvemeut,  ce  qui  est  1  ohjet  de  la  Ciné  mal  iijue', 

2"  Les  masses  dans  leurs  relations  purement  géométriques,  les 
autres  relations  se  rapportant  à  d'autres  parties  de  la  Physique  gé- 
nérale ;  elles  font  l'objet  de  la  Géométrie  des  masses  ; 

3°  Les  forces,  aussi  dans  leurs  relations  purement  géométriques, 
ce  qui  conduit  à  la  Géométrie  des  forces,  (ju  il  ne  Jaut  pas  con- 
fondre avec  la  Statique,  comme  on  le  fait  ordinairement. 

Après  cette  triple  étude,  que  l'on  peut  considérer  comme  prépa- 
ratoire, on  peut  se  [)roposer,  deux  des  trois  éléments  étant  connus, 
de  déterminer  le  troisième  :  par  exemple,  de  trouver  les  forces 
nécessaires  pour  imprimer  à  des  masses  données  un  mouvement 
donné.  L'étude  de  cette  question,  abstraction  faite  de  toute  parti- 
cularisation  des  masses  et  des  forces,  est  l'objet  de  la  Mécanique 
générale.  Cette  dernière,  par  des  raisons  plutôt  pratiques  et  liisto- 
liques  que  tirées  de  la  nature  du  sujet,  se  divise  en  : 

4°  Statique  ; 

5°  Dynamique  (ces  deux  mots  étant  pris  dans  leur  acception 
ordinaire). 

L'étude  des  forces  spéciales  fera  l'objet  des  deux  Aolumes  sui- 
vants. On  peut  partager  ces  forces  en  deux  groupes  distincts  :  celui 


(')  Seyolfr  (A.),  privat-docent  de  Pliysique  à  l'Université  I.  et  R.  de  Charles- 
Ferdinand,  adjoint  à  l'Observatoire  I.  et  R.  de  Prague,  membre  extraordinaire  de 
la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohème.  —  Éléments  de  Physique  tliéorique. 
I"  Partie  :  Introduction  générale  et  Mécanique.  Mécanique  théorique  pour  les 
écoles  supérieures.  Prague,  1880. 

Bull,  des  Sciences-  mathéiii.,   i'  S<'rie,  t.   \'.   (Mai   1881.)  l3 
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des  forces  naLiirelles,  comme  la  gravitation,  agissant  à  des  dis- 
tances quelconques,  et  celui  des  forces  agissant  seulement  à  des 
distances  très-petites  et  produisant  le  plus  souvent  des  mouvements 
vibratoires.  D'après  cela,  la  Physique  mécanique  comprendra,  outic 
la  Mécanique  générale,  deux  autres  parties,  embrassant  l'une  les 
phénomènes  de  la  gravitation,  du  magnétisme,  de  l'électricité, 
l'autre  les  phénomènes  dus  aux  actions  intermoléculaires  dans  les 
masses,  lesquels  sont  surtout  des  phénomènes  vibratoires  (Acous- 
tique, Optique  et  théoiie  de  la  chaleur).  L'auteur  considère  cette- 
division  comme  la  plus  rationnelle,  malgré  les  objections  qu'elle 
peut  soulever,  la  Science  (s'il  est  permis  d'employer  cette  compa- 
raison) n'étant  pas  un  espace  à  une  dimension,  comme  l'est  l'expo- 
sition qu'on  en  peut  iaire,  mais  bien  un  espace  à  n  dimensions. 
Il  étant  un  nombre  inconnu,  mais  très  grand. 

Après  ces  remarques  générales,  nous  passons  à  l'indication  dé- 
taillée du  contenu  de  la  Table  des  matières. 

LI^  RE   I.     l^TllODLCTIOIV    GÉAÉIIALE. 

A.  L' Analyse  et  la  Géométrie  dam  la  Physique  (§§  1-3). 

Le  but  unique  de  ce  Chapitre  est  d'indiquer  au  lecteur  les  pal- 
lies de  ces  deux  branches  des  Mathématiques  qui  sont  les  plus  im- 
portantes dans  l'étude  de  la  Physique  théorique. 

B.  Sur  la  réduction  des  résultats  de  l'obseruatio?!  (§§  6-14). 

Exposé  des  méthodes  qui  servent  à  donner  aux  résultats  de  l'ob- 
servation la  forme  la  plus  convenable  pour  leur  étude  ultérieure. 
Séries  trigonométriques ,  interpolation ,  méthode  des  moindres 
carrés. 

Ce  Livre  n'est  pas  lié  organiquement  aux  Livres  suivants;  l'au- 
teur a  toutefois  jugé  nécessaire  de  le  mettre  en  tète  de  son  Ou- 
vrage, pour  orienter  le  lecteur  (A^  et  pour  suppléer  à  l'absence 
d'Ouvrages  traitant  ces  matières  dans  le  pays  où  il  écrit. 

LIVRE   IL    —    Cl>ÉMATIQlE. 

A.   Notions  fondamentales. 
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i;!^   irî-IO.  Du  mouvcinciUrflalivi'im'Ul  i"à  l'espace,  a"  :ui  leiii[)s. 
î:;   17.   .Mouvciuculs  simples  (translation,  rotation), 
v^   18.   Mouvements  équivalents. 
vj  19.  Equivalence  de  deux  translations. 
«5  20.   Equivalence  d'une  translation  et  dune  rotation. 
v^  21.   Equivalence  de  deux  rotations. 
§  22.   Equivalence  des  mouvements  infiniment  petits. 
L'auteur  fait  usage  du  signe  r^,  introduit  dans  la   Science  par 
Bellavitis  pour  exprimer  l'équivalence  { é q  ui polie  ne  (^)  géométrique. 
Notices  bibliographiques,  page  61. 

B.  Mouvement  d'un  point. 

^  23.   Notions  fondamentales.  Vitesse  du  point. 

*^  24.   Problèmes  relatifs  <à  la  vitesse. 

§  2o.  Accélération. 

!::}  26.   Notions  qui  se  rattachent  à  celle  de  l'accélération. 

§J:^  27-28.  Problèmes  relatifs  à  l'accélération.  Mouvement  recti- 
ligne.  Mouvement  curviligne. 

§§  29-30.  Exemples  du  mouvement  curviligne.  Mouvement 
central. 

§§  31-32.   Mouvement  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  donnée. 

§  33.  Accélérations  du  deuxième,  du  troisième,  .  .  .  ordre  (sur- 
accélération, suivant  Resal). 

L'auteur  a  eu  soin,  dans  le  Chapitre  B  et  dans  les  suivants,  d'at- 
tirer l'attention  du  lecteur  sur  les  nombreux  exemples  classiques 
qui  se  rapportent  à  l'étude  du  mouvement  d'un  point,  et  que  l'on 
rencontre  dans  les  OEuvres  de^Newton,  d'Euler,  etc. 

C   Mouvement  d'un  sjstcme  plan. 

D,  Mouvement  d'u7i  système  ayant  un  point  fixe. 

E.  Mouvement  d'un  système  dans  le  cas  général. 

Ces  trois  Chapitres,  cpii  embrassent  l'analyse  du  mouvement  de 
tous  les  systèmes  invariables  (purement  géométriques),  sont  dis- 
posés d'une  manière  tout  à  fait  symétrique.  Chacun  d'eux  contient  : 

[a)  Mouvement  relativement  à  l'espace  seul,  sans  égard  au 
temps  employé  pour  l'elfectuer  (§§  34,  38,  42); 
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(Z>)  La  vitesse  dans  le  mouvement  (§§  35,  39,  43)  ; 

(c)  L'accélération  (  §§  36,  40,  44); 

[(I)  Exemples  et  exercices. 

§  46.  Sur  les  degrés  de  liberté  dans  le  mouvement  d'un  système. 
—  Il  m'a  paru  important  de  développer  les  notions  fondamentales 
relatives  au  nombre  des  conditions  auxquelles  un  système  est  assu- 
jetti. La  plupart  des  Traités  présentent  à  cet  égard  une  lacune, 
qui,  pour  les  commençants,  peut  devenir  la  source  de  nombreuses 
erreurs. 

F.  Mouvement  relatif. 

^  47.  rSolions  fondamentales. 

s;  48.   Accélération  dans  le  mouvement  relatif. 

§  49.  Exemples.  Mouvement  relatif,  à  la  surface  de  la  Terre. 

G.  Théorie  de  la  déformation. 

§  oO.   Notions  fondamentales. 

§  ol.  Etude  analytique  de  la  déformation. 

§  o2.   Dilatation  de  la  longueur,  de  l'aire  et  du  volume. 

§  53.   Déformation  simple  et  déformation  dans  le  cas  général. 

§  54.  Axes  de  déplacement  et  axes  de  déformation.  J'appelle  axe 
de  déplacement  toute  droite  qui  conserve,  pendant  la  déformation, 
la  même  direction;  les  axes  de  déformation  sont,  d'après  le  langage 
adopté,  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  de  déformation. 

§  55.  Notices  historiques  et  bibliographiques.  —  Ces  Notes, 
relatives  à  la  Cinématique  tout  entière,  ont  pour  but  d'indiquer  au 
lecteur  les  sources  concernant  les  théorèmes  les  plus  intéressants. 
Elles  n'ont  d'autre  prétention  que  d'orienter  le  lecteur  sur  le  ter- 
i-ain  de  la  Cinématique,  sous  forme  de  Notes  aphorisliques;  mais 
je  n'ai  pas  cherché  à  en  faire  un  abrégé,  si  concis  qu'il  soit,  de 
l'histoire  de  la  Science.  Celte  même  remarque  s'applique  aussi  à 
toutes  les  Notes  analogues  placées  à  la  fin  de  chaque  Livre. 

LIVRE  IlL   —  Géométrie  des  masses. 

A .   Notions  fondamentales. 

§  56.   La   masse  comme  fpi.intité.  —  On   arrive  à   la   définition 
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abstraite,  donnée  par  Cauchy,  «le  la  masse  coniiiu-  (junnlitr  de 
malibre.  ^Jallieureusement,  dans  la  langue  tclK'(|iu',  le  mol  lunota 
signilie  à  la  fois  masse  el  niatii'ir.  (^uaut  au  Lcniie  (fconiclrie  des 
niasses,  je  l'ai  trouvé  pour  la  première  lois  dans  un  Mémoiie  de 
llaton  de  la  Goupillière  [Jour/ial  de  l'Ecole  Polylechniijue, 
XXX\  11''  Cahier,  iSjj).  Comme  l'idée  d'une  branelie  de  la  Méea- 
nique  traitant  des  relations  géométriques  de  la  masse  et  eoor- 
donnée  avec  la  Cinématique  est  beaucoup  plus  ancienne,  je  souj)- 
eonne  que  ma  connaissance  imparfaite  de  la  Bibliographie  ne  m'a 
pas  permis  de  remonter  à  la  vraie  origine  de  cette  expression. 

§  o7.   La  densité  comme  quantité.  Calcul  de  la  masse. 

s;  58.   L'équation  de  continuité  de  la  masse. 

§  59.   Théorème  de  Green. 

§  60.  Moments  des  niasses.  —  J'appelle  moment  d' une  musse 
de  n'^"^^  degré  relativement  à  un  point,  à  un  axe  ou  à  un  plan 
l'intégrale  fp"dm^  p  étant  la  distance  de  l'élément  dm  au  point, 
à  l'axe  ou  au  plan.  On  pourrait  désigner  ces  divei'S  moments  par  les 
mots  moment  polaire,  axial  ou  planaire.  Ces  notions  sont  l'ex- 
tension des  notions  des  divers  moments,  introduites  par  Somof  dans 
sa  PûLfioHa.ibHaH  MexanuKa. 

R.   Le  centre  des  masses  (centre  de  gravité). 

§  61.   Moments  planaires  du  premier  degré. 
§  62.   Propriétés  principales  du  centime  de  gravité. 
§  63.  Détermination  du  centre  des  masses  à  l'aide  de  la  Géomé- 
trie. 

§  64.  Détermination  du  centre  des  masses  à  l'aide  du  calcul. 

C.   Moments  d'inertie. 

§§  65-66.  Moments  axiaux  du  second  degré.  Moments  princi- 
paux d'inertie. 

§  67.   Calcul  des  moments  d'inertie. 

§  68.   ^lOtes  historiques  et  bibliographiques. 

LIVRE   ÏV.     GÉOMÉTr.IE    DES    FORCES. 

A.   Notions  fondamentales. 

§§  69-70.    Développement  empirique  ou  historique  de  la  noli<»n 
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de  force.  Les  lois  du  mouvement  de  Newton.  Unité  convenable. 
Deux  éléments  dans  l'idée  de  force.  Diverses  classes  de  forces. 

§  71.   Développement  théoriijue  de  la  notion  de  la  force. 

Dans  ces  trois  paragraphes,  j'ai  clierclié  à  éclaircir  l'idée,  si  dif- 
licile  à  concevoir,  de  la  force,  de  manière  à  rapprocher  autant  que 
possible  la  définition  purement  empirique  de  la  force  et  sa  défini- 
tion théorique. 

§  72.  Objet  de  la  Géométrie  des  forces.  —  Ce  paragraphe,  très 
important  au  point  de  vue  de  mon  Ouvrage  et  de  la  classification 
que  j'y  ai  adoptée,  donne  les  raisons  qui  m'ont  porté  à  séparer  la 
(jéométrie  des  forces  de  la  Statique.  Le  buL  principal  de  la  première 
branche  de  la  Mécanicpie  est  de  tioiiver  tous  les  systèmes  de  forces 
cû/uiçalents  à  un  sj  stî'jne  donné,  et  surtout  de  trouver  le  s}  sièiite 
équivalent  le  plus  simple.  La  recherche  de  l'équivalence  des  forces, 
tout  à  fait  semblable  à  celle  de  l'équivalence  des  mouvements,  est 
donc  l'objet  de  la  Géométrie  des  forces,  et  cette  recherche  est  aussi 
nécessaire  pour  la  Dynamique  que  pour  la  Statique.  La  raison  qui 
a  empêché  jusqu'à  présent  la  séparation  de  la  Géométrie  des  masses 
et  de  la  Statique,  dans  laquelle  on  l'introduit  en  la  dissimulant, 
bien  qu'on  soit  forcé  d'en  exposer  les  principes  avant  ceux  de  la 
Statique  proprement  dite,  est,  pour  ainsi  dire,  accidentelle.  Il  y  a 
bien  des  questions  de  Statique  dont  on  trouve  la  solution  à  l'in- 
stant même  où  l'on  a  terminé  le  travail  préparatoire,  c'est-à-dire 
la  réduction  des  forces  au  système  le  plus  simple,  d'après  les  prin- 
cipes de  la  Géométrie  des  forces,  et  il  est  vrai  que  cette  circon- 
stance ne  se  produit  jamais  dans  la  Dynamique,  ^lais  la  même  chose 
arrive  très  souvent  dans  la  Dvnamique  quand  on  a  terminé  un  autre 
travail  préparatoire,  savoir  la  discussion  d'un  certain  problème  de 
Cinématique.  Conclura-t-on  de  là  qu'il  faille  refuser  à  l'une  des 
deux  premières  branches,  la  Géométrie  des  forces  et  la  Statique, 
une  existence  indépendante,  et  que  ce  soit  la  Statique  qui  doive 
être  rayée,  et  admettra-t-on  qu'il  faille  en  faire  autant  pour  la  Dv- 
namique, en  la  considérant  comme  une  simple  combinaison  de  la 
Cinématique,  de  la  Géométrie  des  masses  et  de  la  Géométrie  des 
forces?  Mais  la  supposition  même  que  la  Statique  et  la  Dvnamique 
ne  seraient  que  des  branches  accessoires  de  la  ^Mécanique  et  cpie 
la  solution  de  chaque  problème  de  Mécanique  pourrait  s'effectuer 
par  les  seuls  principes  des  trois  premières  branches  de  cette  science 
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n'est  pas  admissible.  On  le  voit  iinniédiatement  pour  la  Dynamique  ; 
ear  la  manière  de  combiner  les  résultats  trouvés  dans  les  branelies 
préparatoires  de  la  Mécanique  pour  résoudre  un  problème  donné 
dépend  de  la  nature  du  problème,  et  il  y  a  une  foule  de  théorèmes 
relatifs  à  cette  combinaison,  lliéorèmes  qui  sont  propres  à  la  Dy- 
namique et  tout  à  fait  indépendants  des  théorèmes  tirés  des  autres 
branches  de  la  Mécanique.  Mais  cette  même  remarque  a  lieu  aussi 
pour  la  Statique.  Si  nous  cherchons  la  courbe  formée  par  un  fil 
flexible  soumis  à  certaines  forces,  il  ne  suffit  pas  de  chercher  le 
système  de  forces  équivalent  au  système  donné  et  en  même  temps  le 
plus  simple 5  il  faut  employer  certains  théorèmes  appartenant  à  la 
Statique  proprement  dite.  La  Géométtie  des  forces  ne  rend  donc 
pas  superflue  cette  autre  branche  de  la  Mécanique  appelée  ^^ta- 
tique;  mais,  d'autre  part,  elle  n'en  constitue  pas  une  partie,  étant 
plutôt  coordonnée  avec  la  Cinématique  et  la  Géométrie  des  masses. 
Si  l'on  considérait  l'ensemble  des  matières  traitées  dans  la  (géomé- 
trie des  forces  et  dans  la  Static[ue  comme  trop  restreint  pour  former 
deux  branches  de  la  Mécanique  indépendantes,  c'est  plutôt  la  Sta- 
tique, sabordonnée  à  la  Dynamique,  que  Ton  devait  faire  rentrer 
dans  celle-ci,  dont,  à  la  rigueur,  elle  ne  forme  c[u'un  cas  particulier, 
bien  que  très  important. 

Remarquons  la  belle  symétrie  de  la  division  de  la  Mécanique  que 
nous  proposons.  Là  Géométrie  des  masses  en  est  comme  le  vesti- 
bule, cette  partie  pouvant  être  traitée  la  première,  comme  étant  la 
plus  simple.  La  Cinématique  et  la  Géométrie  des  forces,  qui  offrent 
tant  d  analogie  et  qui  fournissent  deux  systèmes  de  théorèmes  tout 
à  fait  semblables,  comme  l'a  remarqué  Poinsot,  sont  les  deux  ailes 
de  l'édifice.  La  Dynamique  en  forme  l'étage  supérieur,  dont  une 
partie,  reposant  sur  la  Géométrie  des  forces,  représente  la  Statique, 
(^u'on  nous  pardonne  d'avoir  risqué  cette  image,  dont  l'idée  nous 
a  été  suggérée  surtout  par  la  grande  aftînité  entre  la  Cinématique 
et  la  Géométrie  des  forces,  affinité  que  l'on  chercherait  vainement 
dans  la  Statique  [)roprement  dite.  • 

§  73.   ?Sotions  de  la  force  vive  et  du  travail. 

B.    Kijnivalcnce  des  forces. 

^    l  1.    1  béorèmes  auxiliaires  .sur  lécjui  valence  des  forces. 
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^  7o.  Forces  agissant  sur  un  point  (avec  une  nouvelle  démoii- 
stiation  du  parallélogranune  des  foi  ces  1. 

§  76.   Forces  agissant  suivant  une  même  droite. 

§  77.   Forces  parallèles  dans  le  plan.  Couple  de  foi  ces. 

§§  78-79.  Couples  dans  des  plans  parallèles.  Couples  dans  l'es- 
pace. 

§  80.   Forces  dans  un  plan. 

^  81.  Forces  dans  l'espace.  Premier  théorème  fondamental  sur 
l'équivalence  des  forces  (équivalence  d'un  système  quelconque  de 
forces  h  une  force  résultante  et  un  couple  résultant). 

§  82.  Forces  dans  l'espace.  Second  théorème  fondamental  sur 
l'ecjuivalence  des  forces  (équivalence  d'un  système  quelconque  de 
Ibrces  à  deux  forces,  représentées  par  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  de  volume  constant). 

sj  83.  Travail  de  forces  équivalentes. —  Ce  paragraphe  contient 
l'important  théorème,  source  commune  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles et  du  principe  de  d'AIembert,  que  le  travail  élémentaire  de 
tous  les  systèmes  de  forces  é(/uiualej2ts  est  une(/uantité  de  grandeur 
constante. 

LIVRE  V.  —  Statkjue. 

A.   Problèmes  de  la  Statique. 

§  84.  Ob|et  de  la  Statique.  —  Restriction  de  la  Statique  géné- 
rale aux  problèmes  dans  lesquels  on  peut  supposer  l'indestructihi- 
lité  et  rimpénétrabilité  de  la  matière.  Autre  restriction,  imposée 
seulement  par  des  raisons  pratiques,  pour  ne  pas  trop  étendre  le 
domaine  de  la  Statique  générale,  et  conservant  les  seuls  problèmes 
où  l'on  n'est  pas  forcé  de  définir  par  des  conditions  spéciales  la  ma- 
tière dont  on  étudie  l'état  d'équilibre.  Cette  dernière  restriction 
permet  d'éliminer  de  la  Statique  générale  la  théorie  de  l'élasticité, 
l'Hydrostatique  et  L'Aérostatique. 

§  8o.   Equilibre  des  forces  agissant  sur  un  point. 

§  86.  Equilibre  des  forces  agissant  sur  un  système  (invariable) 
libre. 

^  87.  Equilibre  d  un  système  (invariable)  soumis  à  certaines 
conditions. 
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^  88.  Équilibre  des  forces  agissant  sur  un  système  variaJjIe.  Fils 
el  chaînes. 

sj   89.    Suite.  Courbes  formées  par  (les  lils  en  é(juilibie. 

B.   Principes  de  la  Slalicjue. 

i$   90.   Principe  des  A  itesses  virtuelles. 

§  91.  Etude  analytique  de  ce  principe.  Exemples. 

§  92.   Diverses  démonstrations  de  ce  principe. 

§  93.  Propriétés  de  maximum  et  de  iniuiniuni  de  Icquilibic. 
Principes  statico-dynamiques. 

Les  principes  de  la  conservation  du  mouvenient  du  centre  de 
i^ravité  et  de  la  conservation  des  aires  sont,  à  vrai  dire,  des  prin- 
cipes appartenant  à  la  science  de  léquilibre,  bien  qu'ils  se  démon- 
li-ent  ordinairement  dans  la  Dynamique.  J'ai  cru  devoir  fixer  l'at- 
tention du  lecteur  sur  cette  circonstance,  bien  que  j'aie  renvoyé 
cependant  à  la  Dynamique  la  démonstration  de  ces  principes. 

§  94.   >otes  historiques  et  bibliographiques. 

LIVRE  VL  —  Dyivamiqie. 

A.   Problèmes  de  la  Dynamique. 

§  9o.  Objet  de  la  Dynamique.  —  Mêmes  restrictions  que  pour 
la  Statique. 

§  96.   Mouvement  de  translation  d'un  système  matériel. 

§   97.   [Mouvement  de  rotation  d'un  système  matériel. 

§  98.    Suite.  Lellipsoïde  central. 

§  99.  Mouvement  général  d'un  système  matériel.  Réduction  des 
forces  instantanées. 

§   100.    Suite.  Réduction  des  forces  accélératrices. 

Les  §§  96-100  traitent  de  la  recherche  des  /o/rev  qui  peuvent 
produire  un  mouvement  donne;  les  §§  suivants  101-lOi  sont  con- 
sacrés au  problème  inverse  :  Trou\'er  le  mouvement  jyroduit  par 
des  forces  données. 

§§  IOI-IO12.  Mouvements  de  translation  et  de  rotation  produits 
par  des  forces  instantanées. 

i;.^    103-iOi.    ^Iou\(,Mucnt    produit   par    des  forces   accélératrices 
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i"  sur  un  syslètne  lil)i'c,    2"   sur   uu  syslènie  assujetti  ;i  ccrtaiiics 
conditions. 

B.   Principes  de  la  Dynainiijiie. 

îlj    lOo.   Principe  de  d'Al(Mn]jert. 

v^  106.  Principe  du  mouvenicnt  et  de  la  conservation  du  nu)u- 
vement  du  centre  de  gravité. 

§   107.   Principe  des  aires  et  Je  la  conservation  des  aires. 

>:;   108.   Principe  des  forces  vives. 

§  109.  Autres  principes  de  la  Dynamique  (principes  de  Gauss, 
de  Hamilton,  de  la  moindre  action). 

§   110.    Principes  de  la  Mécanique  et  principes  de  la  Physique. 

Les  principes  de  la  Mécanique  sont  des  lliéorèmcs  abstraits  :  les 
Tins  sont  des  propositions  axiomatiques,  cjui  deviennent  évidentes 
quand  on  a  donné  une  définition  rigoureuse  pour  cliaf|ue  notion 
contenue  dans  la  proposition*,  les  autres  sont  des  théorèmes  géné- 
raux, résultats  embrassant  un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  et  qui 
exigent  une  démonstration  pour  être  acceptés.  A  chaque  principe 
de  Dynamique  correspond  un  principe  de  Physique^  c'est  toujours 
un  résultat  de  l'expérience  et  de  l'induction  qui  nous  apprend  que 
nous  pouvons  appliquer  tel  ou  tel  théorème  de  Mécanique  abstraite 
à  l'explication  des  phénomènes  naturels.  Par  exemple,  le  principe 
d'inertie  est  une  proposition  axiomatique,  quand  nous  définissons 
la  force  comme  la  cause  de  tout  changement  de  vitesse,  la  cause  de 
l'accélération;  il  devient  un  principe  physique,  un  résultat  de  l'in- 
duction, qui  jusqu'à  présent  nous  en  a  confirmé  la  vérité,  quand 
nous  appelons/b/'Cff  un  ensemble  de  circonstances  extérieures,  par 
exemple  la  présence  de  la  Terre  vis-à-vis  de  la  masse  en  mouvement  ; 
il  nous  dit  que  de  telles  circonstances  ne  sont  pas,  d'apri's  notre 
expérience,  nécessaires  pour  maintenir  le  mouvement  uniforme, 
non  accompagné  d'un  changement  de  vitesse.  Le  présent  paragraphe; 
forme,  pour  ainsi  diix',  le  pont  servant  à  passer  de  la  INIécanique 
abstraite  à  la  Mécanique  concrète,  c'est-à-dire  à  la  Physique  méca- 
nique, qui  étudie  les  divers  cas  concrets  de  mouvement  dans  l'u- 
nivers. 

i;    111.    ]Notes  historiques  et  bibliographiques. 
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MELANGES. 

IIEinilTIO  ZELLERUS. 

\  ir  doclissime.  siinimc  vencrande, 

Cessantlbus,  quas  cxpeclaveram,  lileris  Sclieringii,  trado  tibi 
cjute  conscripsi  de  numeris  Bernoullicis,  legenda,  recensenda  et  si 
placet  publicanda,  eo  de  qiio  scribis  modo;  ila  tamen,  ut  prtt'l'er- 
rem  editionem  latinani. 

Superioribus  addere  possum  formulas  quasdam.  in  quas  incidi 
continuando  reductiones  ^  1  i. 

Sit 

K,  ^ (J7=:l.2,3...), 

j:'  -t-  I 

,-  I  /'        I  T 


K,r=.rA 


I  \^  x-  H-  I        (  X-  -t-  1  j  H-  I  /        (  .r  M-  1  j  (  a-  +  2  ) 


{X -^  i  )  {.z- — 'i)        [.r-\-ii{x^2)        (.f  —  I -H  I)  (J7  + J  H- 2) 


K.  =  .rA 


(.r  — ij(^x--i-2j(x-+oj 
j:{jc- — i)  ^-(j7  —  5) 


(x4-i)  .  . .  (j7  +  3)       (.r  +  i)(x-f-2)  . . .  (j7  +  4) 


Kj^xA- -    —      — ^ , 

(J7-!- i)  .  .  .  (J^H- 4)  (J? -H  ij  .  .  .  (j:--h  0) 

,-    (^  —  ï)  ("^" — i5j7 — ^4)  X  {JC^ — 42.27" -V- I  I9X  +  42) 

*  (^  H- i).  .  .(^  H- 5)  (^  +  l)  .  .  .  (x  4- 6) 

et  sic  poiTo,  ita  ut  quisquc  terminus  ex  précédente  manet  per 
simplicem  legem  difTerentiarum  :  tum,  posito  valore  .r  =  1,  abeunt 
bi  termini  in  numéros  Bernoulhi;  est  scilicet  : 

K,=  — :^  =  B...     K.  =  o  =  B-..  K«=-^  =  Bp. 
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At,  crescentibus  polestatibus  valoris  .r,  hte  quoque  expressiones 
fiunt  prob'xiores,  ut  computum  paruni  juvent,  nisi  forte  calcii- 
liis  difïerentiaHs  ulteriora  prsebeat  subsidia;  qua  de  re,  si  luam 
sententiam  mihi  conimunicare  dif;neris,   deleclaiiienlo  niihi  erit. 


Perge  favere 


Markgrœningen,  i  no\.  1880. 


Tui  observantissinio 
Chu.  Zelleu,  Seni.  Rrab 


DE  NUMERIS  BERNOULLII  EORUMQUE  COMPOSITIONE  EX  NUMERIS 
INTEGRIS  ET  RECIPROCIS  PRIMIS  ; 

ScRipsiT  CHR.  ZELLERLS  ^larragrœningensis. 

1.  Dicti  nunieri,  quamvis  sint  finiti  et  rationales,  laborare  vi- 
(lentiir  qiiadam  inconcinnitatis  specie  ;  quœ  ut  diflunderetur, 
Moivrœus,  Eulerus  et  alii  prospère  successu  contenderunt.  Eiin- 
dem  ipsum  lînem  nostra  spectat  commentatio  monstratura,  quo- 
modo  componantur  ex  differentiis  potentiarum  et  coefficientibus 
binomii  reciprocis,  vel  oninino  ex  ejusmodi  differentiis  et  nunie- 
ris  reciprocis. 

2.  Ordimur  a  theoremate  g-enerab  ad  summas  serieruni  finita- 
rum  pertinente,  quod  idem  alibi  (')  protuHmus. 

Locuni  babet  in  seriebus  hujusce  fornicC 

^\r=%a  +  ^^jb  ^  '(C  -\-  .  .  .-^)d. 
Dirlmendo  factures  singulorum  terminorum  in  dupiiceni  serieni 

a      ?      Y      •••      >^ 
abc     ...      /, 


et  sumendo  alterius  summas 


+  X, 


(')  Goeltinger  Gclchrlc  Anzeigen.   1870-  P-  -•3i. 
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mIicimiis   (lillcrciillii^ 

A|rr=<7  —  h,       h  —  C,       C  —  d,        ...,       k —  /,       /  —  O, 

habebis,  denuo  miiltiplicalis  singiilis  singulaliiu  inter  se  valoribus, 
soriem 

Mi  =  a(a  — ^/)  +  (a  +  ;i)(/y_c)+  ..., 

priori  \alori  parem  ;  id  quod  statijii  elucet,  soliilis  parenlhesibiis 
et  institula  multiplicatione. 

Ulterius  pergendo  in  fingendis  sumniis  et  diflerentiis  est 
omnino 

-^1  •  -1  -^2  •  — 2  •  •   •   -*X  •  -XJ 

siquidem  producta  A.S  id  tantum  significant,  singulos  singulatim 
terminos  ejusdem  ordinis  esse  niultiplicandos. 

Cujus  theoreniatis  varius  est  usus,  pra'sertim  in  seriebus  aritb- 
meticis  primi  gradus  et  altioris,  cum  constet,  hic  postrenio  appa- 
rere  dififerentias  inter  se  œquales,  ita  ut  denuo  sumta  difTerenlia 
plurimi  termini  evanescant  vel  ciphrœ  sequentur.  Hinc  fît,  ut 
séries  extensior  reduci  possit  ad  multo  breviorem. 

3.  Fiat  applicatio  in  summandas  potestates  numerorum  natu- 
ralium. 

Problème.  —  Formulis  definire  summam  poteslatum 

S(/^'")  vel  S(/«,/i)  =  /<"'+(« —  i)'"4-.  .. +  3"'-h2"'-M"'. 

Fingens  compositam  esse  hanc  seriem  ex  potentiis  et  coeffi- 
cientibus  1,1...,  sumas  illarum  differentias,  horum  summas  et 
habebis  in  série  in^^  dilî'erentiarum,  exceptis  extremis  membris, 
per  oninem  terminuni  m\,  et  in  subséquente  série  valores  eva- 
nescentes  exceptis  m  ad  finem  positis. 

Sumniando  autem  alteram  seriem  1,1,1,...,  obtinentur  primo 
numeri  naturales  i,  2,  3,  ...,  tum  gradatim  numeri  figurati  se- 
cundi,  tertii,  .  .  . , /?i''  ordinis.  xMuItiplicando  horum  m  extremos 
cum  ni  postremis  numeris  differenlialibus,hal)ebis  valorem  S ('/?'"), 
nonjam  ex  n  terminis,  sed  tantum  ex  tôt  congerendum,  (piot  uiii- 
lates  habet  exponens  m. 
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4.  Exemplum.  —  Sil 

S  (  «'«  )  =  S  (6^ )  r=  6-^  +  5^  +  4^  +  3^^  H-  ?/'  -T- 1 ^ 

séries  difTerenliaruni 

2i6     12.5     64     27     8 

A,...         91         61       37       I()      7 
Aj. . .  3o         24       18       12       6 

A3. . .         0         6       6       G     5 
A. . .  .         o         o       o   /  I     4 

Redactse  sunt  differentia?  ad   très  terminos,  ad   quos  definiendos 
très  extremae  potestates  suffecissent. 
Séries  siimniaruni 

I      I        I        I  I  I 

1,...      I      2       3       4  5  6 

S.,. . .      I     3       6     10  i5  21 

Z,. . .      I     4     lo     20  35  56 


5     i5     35     70     126 


ronjungendo  cum  Jiac  quarta  série  summatoria  quartam  differen- 
tialein,  habebis 


S  (6^)  =  Ai.  Si  =1.35 


1 .  126  =  44i 


5.  Termini  summatorii  cum  nihil  sint,  nisi  numeri  fîgurati , 
etiam  sine  additione  ex  forraulis  obtinenlur  :  e.  g.  numerus  «^"' 
sériai  S^  par  est 

7/  (  /i  H-  I  )  (  /i  4-  2  )  (  /i  +  3  ) 


126  := 


6-7-8-9 
1.2.3.4 


sive  ,    quod    idem   est ,  =  quarto   coefficienti    binomiali  potesta- 
tis   /?  -(-  3 ,  i.  e.  =  (  /?  +  3)^. 

Etiam  termini  difFerentiales,  id  quod  infra  uberius  elucescet, 
per  formulas  derivari  possunt  ex  antecedentibus,  scilicet  per  for- 
mulam  binomialem,  ita  ut,  ex.  g., 

Termini  primi  sériai  Aooriantur  ax  schamate    a  —  2  6  h-  c, 

»  in      A3  ))  a  —  3  Z>  H-  3  c  —  d, 

»  in      A.  w  a  —  \h  -\-  6c  —  j^d  -^  e. 
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l'I  sic  nori'o;  \c\  |)it>ilis  iiiiiiicns  : 

G--G-*— 3.5^4-3.4'— 35 
=  5-'  — 3./|'+3.3='—  i.2\ 


G.    V\o  corollario  oddi  polcst  loldilas  suiimianini  cl  (lilTcienlui- 
l'iiin  cliam  per  diagonales  obliqua  diiectioiie  sibi  respondere. 

Conjiiiiiiendo   diai^onalein    tahulie 

ililloiciiliaruni [         -  12         6 

ciim  diaironûli  alleriiis  laljuhc.  .      i        5         10        10 


liabel)is i  4-  35  +  120  +  60  =r  2  iG  r=  (j'\ 

al  que  •' 

subjungendo  eidem  diagonali      i  -  12         G 

suljsequenlem  tabube  alterius     G         i5  20        iG 

prodit 6  -h  io5  +  240  +  90  =  441  =  S  (6-^). 

Terniini  inferiores  lue  sunl  ex  coefficientibus  binomialibiis 
ejusdem  potestatis,  et  oninis  hic  calculus  convenit  cum  usilaLo 
modo  dilTerentiandi  et  cum  formula 

n(n  —  i)  n(/i  —i)(n  —  2) 

b„:=  «.«'  H AV/'h \-a^-h  .... 

1.2  1.2.3 

7.  Régula  geiieralis.  —  Ex  dictis  patebit,  ad  inveniendam 
summam  potestatum  ni  numerorum  naturalivim  : 

1°  Derivandosesse  ex  polestatibus  numerorum  i ,  2,  . . . ,  7??  seriem 
(/??  +  1 1'"""  differentialem,  vel  istos  m  terminos  ad  quos  reduci- 
tur ;  eosque 

2"  Multiplicandos  esse  cum  ni  extremis  terminis  summatoriis, 
sive  cum  totidem  numeris  figuratis  ejusdem  ordinis,  qui  idem 
(//^  4- 1  )°' coefïicienles  binomii  représentant  potestatum  («  +  /«), 
(/?  +  /;?  —  i),  .  .  . ,  usque  ad  [n  —  i  ). 

3"/»  producta  resultantia  sequiparant  summam  quœsitam  S(/^"'), 
quae  eadem  secundum  pra^cedens  corollarium  par  est  summœ  ni 
productorum  ex  numeris  obliquo  ordine  per  diagonales  signatis. 
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8.  Ad  calculum  facHiiis  instituendum  adjiiniento  est  tabula  dil- 
lerentias  extremas  potentiarum  continens.Habemiis  pro  exponente 

w  =  2,     2-     1-  /«=r3,     27  8  I  //i  ^=  4,     206  81  16  I ,  etc. 
Al  3       I  A,  ig  -  I  Al  175  65  i5  I 
à,  2       I  A,  12  6  I  Aoiio  5o  i^  i 
A3  I       r  A3   6  5  I  A3   60  36  i3  I 
A;    I  4  '  Àj    24  23  12  I 

A;;  I  II  II  I 

vel  si  postremse  tanlum  consignenlui-  differenlite, 

I.        II.  III.  IV.         V.  VI.    vil. 

/Hr=  2.  .  .        I  I 

77lz=  3  .  .  .         l  4  I 

m  T=.  4.  .  .  I  II  II  I 

«^  :=  5 . . .  1  26  66  26  I 

mr=6...  I  57  3o2  3o2  57         I 

/«  =  7 . . .  I  120  1191  2416  1191     120     I 

quam  labulara  facili  negotio  continuare  poteris,  animadvertens  le- 
geni  progresslonls  vel  i-ecursionis ,  ita  comparatam  ,  ut  quisque 
terminus  t  producatur  ex  supra  apposito  a  eumque  prœcedente  h 
per  formulai]! 

significante  x  indieem  columna"  vei'ticalis  t  ab  initio,^v'  eundem  a 
tergo,  inverso  ordine,  numeratum,  e.  g.: 

120  =  2.57    -h  6. 1, 
1 1 9 1  =:  3 .  3o2 -r- 5 .  57  . . .  . 

Ope  liujus  tabula?  comparatse  cuni  tabula  numerorum  lîguratorum 
omnes  summœ  potestaluin  numerorum  naturalium  facile  defîniri 
poterunt. 

Est,  ex.  gr., 

S  (10").  i.e.  summa  potestatum  sevtarum  i''  u?que  ad  10'', 

=  1  .(lî)-  -h  57.(12)- +  3o2.(i 3);  -f-3o2.(i4)7+  57  (i5)- 4-  I  .(16)7, 
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designaiilc  parciiLlicsi  (i())7  coeniciciilcm  hiiioniii 
I  (j .  1  ."> .  1 4  •  1  •> .  1 .{ .  r  I  .  I  o 

'ir2T3r4r57677'  ''^'^' 

Simili  modo  ad  obtincndam  simimain  S  (/?•'')  opiis  eiil  coeffi- 
cientibtis  {/i  -^  i  )x  ,  {n  +  2).i-,  ...,(/<  +  J^)x- 

9.  Ejusmodi  coefficicntcs  binomiales  sive  nunieri  figvirati  cura 
orianlur  ex  mulliplicatione  numerorum  n  -\-i,  n,  n  —  i  et  simi- 
lium,  fiinctiones  sunt  numeri  n  et  oïdinari  polerunt  seciuidura 
potestates  ejus  numeri,  quo  facto  ratio  patebit,  quae  intercedit 
inter  terminos  nostros  et  numéros  BernouUii. 

Scilicet  :  computanli  ope  numerorum  BernouUii  summam  S(/?'') 
se  pnt'bet  iequalio 

„6+i  _  2  ,^6  Bj  _f-  2 1  «5  B.  —  35  H*  B3  +  35  n' B^  —  2 1  «^  B5  +  7  n  Bg 

=  (6  +  i)S(/i«)  ('), 

ubi  litterœ  B  paris  indicis  cum  numeris  BernouUii  conveniunl,  im- 
paris  indicis,  prêter  B,,  evanescunt. 

Coefficiens  primœ  potestatis  ;?',  i.e.  Bc,  secundum  notissimum 
iUud  de  coelBcienlibus  theorema  par  eritcoeffîcienti  primae  potes- 
tatis numeri  71  ex  superiore  expositione  et  numeris  figuratis 
obtinendo. 

Habebamus 

S  (««)  = .  X  I 


X  07 
X  3o''. 
X  3o9. 
x57 
X  I  . 


(')  Cf.  Meier  Hirsch,  éd.  Bertram,  p.  87. 

lîtill.  des  Sciences  mucliém.,  ■!"  Série,  l.  V.  (Mai  1881.)  I4 


_  I 
/  ■ 

(  «  -t-  2  )  (  /i  +   0  .  , 

..(n- 

-4) 

-  ! 
(«  +  3)(«  +  2).. 

..(n- 

-3) 

_  1 
/  ■ 

in  4-  \)(  n  4-  3).  . 

An- 

~  2^ 

(  n  +  5  )(//-+-  1  ■) . 

..{'/- 

-  0 

_  1 
/  • 

f  «  -h  G  )  (  /«  4-  5  ) . 

.  .  n 
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Seligendo  coefficientem  potestatis  ;«'  obtinetur 

5!  2!4!     .         3!3!    ^  4!2!    ,  51    ,         61 

/•  7-  /•  7-  y-  /• 

vel  inverso  ordine 


i_  /        5!   ^_   ,    4!2!   ,_       3!3!   ,_    ,    a!^!   ^_       5! 

7 


'  -  6!'^^  + -ëT'^^" - -6r-^°'^  + -6r-^7  -  67- • 


vel 


I  —  77  •  07  H zr-  302 3o2  H p  -  5'j   —  -,  ■  1    ], 

OU  20  ID  D 


qui  valor  sequiparabit  terminum  Bc,  ita  lU  sit 

7  Bg  ^=  I  —  77  •  07  H ^  •  002 3o2  H ^ .  07  —  -  •  I . 

D       '  10  20  10  6 

Habes  hic  differentias  potestatis  sextte  multiplicatas  in  coeffi- 
cientes  binomiales  reciprocos  ejusdem  potestatis;  et  cum  tam 
luculenta  sit  lex  compositionis,  parum  habet  negotii,  pro  unoquo- 
que  valore  B^  eam  transcribere. 

Est  itaque 

332=1-  I.-, 
2 

463=1  —  ^-i+^-i, 

5B4r=I—  yII  +  77-II  —  yl, 
404 

6B5— -  I  —  ^-  26  H 66 26+77-1, 

0  10  10  O 

7^6=1  — 7^-57 -h...  , 


B,= 

I 

=  6' 

63  = 

:0, 

B,= 

:  — 

I 
3^ 

65  = 

:0, 

Be- 

4^ 

> 

10.  Quum,  quod  supra  monstravimus  (o),  differentiaî  orian- 
tur  per  legem  binomialeni  ex  valoribus  antecedcntibus,  ad  lios 
unaquœque  differentia  reduci  potest.   Sic,  ex.  gr.,  pro  differentiis 
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sepliinls  scxtu'  polcstatis  valent  tcquationcs 

57  =  2'>—  7.  l'', 
302  r=  3*^  —  7  .  3''  4-  2  I  .  I '• , 
302  rr:  4"—  7-3'^+  21  .2'"'—  35.  l", 

57  =:  5''—  7./i«+  21 .3''—  35.2'^+  35.  i«, 
I  =  68— 7.5«+2i.4«— 35.3«+35.2«—  21.  i«. 

Positis  his  valoribus  in  expressione  jBg,  transibit  in 

7Be=  l« 

H ?•  (3*^ —  7.2^+  21  .  iM 

—  —  (4"— 7.3«+2i.2«— 35.1'=) 
20  ' 

+  -^(5«— 7.48  4-2i.3«— 35.2«+35.i«) 
i5  ' 

—  ^  (6«— 7.5«+2i.4«— 35.3'"H-35.2«— 2i.i«), 
vel,  secundum  potcstales  ordinando, 

7B6=iMi+--7  +  ^.2iH 3o+_.3a_|_.2i 

r  /l  I  I  I       o-  I         -• 

\o  i5      '         20  10  6 

+  38  (-4  i  +  — •  7  + -4-21  + -'-.35 

\io  20      '         10  0 

Ilcni,  rcpclcndo   in   poslcriore  parte  termines  prioris   pro  3o2, 
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5j.  I  sinipliciores. 


7Be  = 


i    (2«-7.I«) 


(3" —  7.2^+  21 .  iM 

20  ' 

--4(2''-7.I«) 
lO 


-s-' 


Cseteris,  quœ  se  prseberent,  translbrmationibus  non   immoramur, 
cum  ad  compulum  parum  aut  nihil  faciant. 

Id  jam  ex  allatis  concludere  licet,  7!  Bc  vel  omnino  («  +  i)!  B„ 
esse  numerum  integrum,  ideoque  denominatorem  fraclionis  in 
B„,  si  qua  locuni  habeat,  numerum  primum,  qui  valorem  n -{-  i 
transcendât,  non  continere. 

11.  Aliquanto  aptiores  redduntur  formube  adhibita  lege  recur- 
sionis  n"  8  tradila.  Exemple  sit  expressio  nostra  pro  7BC. 

Ponendo 

57  =  2 .  26  H-  5 . 1 , 

3o2  =  3 .  66  +  4  •  26 . . . , 
prodit 

12^              3              3              4  '* 

7  Bg  r=  I  —  - .  5  —  ^  •  26  +  -^r  •  26  H — zr-66 ^  •  66 26  +  ^-26 


^     ^      '       6   '       6''i5  'i5""       20  20  'i5 

I     ^       I 

+  -^•0  —  ^-1 

I .  )  o 

=  7,-  I r  •  20  -] 6b ^  •  26  H-  7T  •  I  , 

6  i.j  20  ij  6 

quœ  formula  item  constat  ex  coelficientibus  binomil  reciprocis  et 
difTerenlils  potentiarum,  iisque  gradus  inferioris,  et  \incit  prio- 
rem  ratione  symmetrige  et  brevitatis.  Praesertim  eum  liabet  usum, 
ut  manilestum  faciat,  cur  valores  impari  indice  signali  evanescanl, 
scilicet  quia  apud  eos   in  posleriore  parte   iidem   termini  ut  in 
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•.>.o5 


priore  reperianliir,  sed  contrario   si<;no  afTccli,   ila  ul  se  inviccni 
toUant. 

lleslant  formuhe 


3B, 


4  o  4 


7Bo=^-4-26 

'  o         ].> 


— -26  +  ^: 
10  O 


66 


9^s 


B.,  sive  Oi  (11.  c.  mim.  Bern.  I) 


+  ^•1191   —^•2416 


56 


36       ^' 


is-'^^'^r 


B.=  U,=  _ 


e. 


0.:= 


I 

6' 

I 
3^^ 


4^ 


3o 


IL 

12.  Revertamur  jam  ad  n"  6  et  eas  expressiones  summatorias, 
L|ua>  diagonalibus  se  applicant. 

Propositum  sit  iteruni  problema,  siimmam  8(10")  inveniendi. 
Evolvantur  differentiœ  potestatum  : 

Tabula  differentiaruin. 


76 

G" 

5" 

46 

3« 

2„     [0 

17649 

46656 

i5625 

4096 

y  39 

64    1 

70993 

3io8i 

1 1529 

3863 

665 

63*   I 

89962 

19502 

8162 

2702 

602* 

62    I 

2o46o 

I  i34o 

646o 

2100* 

540 

6i    I 

9120 

588o 

8860* 

i56o 

479 

60    I 

8240 

2520* 

1800 

1081 

4i9 

59    1 

720* 

720 

7'9 

662 

36o 

58    I 

0 

I 

•'>7 

8o2 

3o2 

5-    I 
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Tabula  saminarum  vel  numerovum  figuratorum. 


I    I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I    2 

3 

\ 

5 

6 

7 

8 

9 

10' 

I   3 

G 

10 

i5 

21 

28 

36 

45* 

55 

1    4 

lO 

20 

35 

56 

84 

120* 

i65 

220 

I   5 

i5 

35 

70 

126 

210* 

33o 

49'^ 

715 

I   6 

21 

56 

126 

252* 

462 

792 

1287 

2002 

I   8 

28 

36 

84 
120* 

210* 

462 

924 

1716 

3oo3 

5oo5 

Conjunganlur,  quas  asterisco  signavimus  séries  lineœ  diagonalis 

I         63        602         2100        336o        2520        720 

cum  série  obliqua  alterius  tabulœ 

10    4-^    120    210    252     210    120 

et  prodibit  summa  quœsita. 

Ut  supra  monuimus,  coefficientes  posleriores  pertinent  ad  bino- 
miurn  potestatis  10,  vel  oninino  pro  S (/?■')  ad  binomium  /«'^  po- 
testatis.  Sunt  hi  : 

n        n{n  —  i  )        n{n  —  i  )  (  /î  —  2  ) 

— ,      , 5      .... 

1  1.2  1.2.3 

in  qiiibus  occiirrit  poteslas  ;?'  multiplicala  cum 
i  I  I  I  I 

—  1  —  >  +77'  T  '  H-    —  5  .   •   .   • 

I  2  3  4  -i 

Seligendo  coefficientem  hujus  potenlitc  /?'  habcbis  ut  supra  va- 
lorem Bc  parem.  Est  igitur 

B(5=:-'  I 63  -i-  TT-6o2  —  y  2100  4-  --3360  —  -T-2520  -\ 720, 

12  3  4  3  t)  7    ' 

in  qua  formula  numeris  reciprocis  naturali  ordine  progredientibus 
conjuncttc  sunt  differentise  potestatum  ex  diversis  seriebus  de- 
promta^. 
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Possunt  hœ  ut  supra  retrovcrll  in  aggregata  potentiarum.  Est 

63  =  2«—  I, 

602  =  3* — 2.2*+    i.i", 
2100  =  4® — 3.3*^ H-    3.2'' —    i.i". 
336o  =  5«— 44"-+-  6.3«—    4.2«4-    i.i«, 
252o=r  6*^ —  S.S''^  10. 4'' —  10. 3'^+    5.2'' —  I*"', 

■720  =  7*^—  6.6''-i-  i5.5" —  20.4''+  15.3*^—  6.2'^  (^  6!), 

ut  item  sit 

-i(2e-0 

H-  ^  (3«—  2.2«+  l) 

—  7  (4®— 3.3«-i-    3.2«—    i) 
4 

4-^(5«— 4-4'+    6.3«—    4.2''+i) 

—  F  (6® —  5. 5*^+  I0.4'' —  10.3^+5.2* —  i) 

H —  (7" —  6.6''4-  i5.5'^ —  20. 4*^+  i5.3^  —  6.2*H-  i), 
vel  digerendo  secundum  potestates 

T>  fi    /  I  I  I  I  I  I    ' 

234^0  7 

12345         6 

2  3  4  D  D  7 


^.  ,  I        3       6       10 


3    '    4    '    5    ■     6'  "" 


4007 
I      4      10      20 

4367 
I         5        i5\ 


5        6 


t) 
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Ipse  conspectus  legeni  compositionis  docet,  ila  ul  nihil  habeat 
diffîcultati?,  eam  cullibet  valori  B^  adaptare. 

13.  Institualur  tabula  difFerenliarum  qua?  in  bis  nostris  formu- 
lis  multiplicandie  sunt  cum  numeris  reciprocis.  Hanc  prœbebit 
faciem  : 

I.      II.        111.  IV.  V.  VI.  VII.  VIII.  I\. 


Pr. 

B,... 

1    [ 
I    3 

•>, 

B.V.. 

I    7 

ij. 

6 

Bi... 

1   I  > 

')0 

60 

24 

B.5... 

I   3i 

180 

390 

36o 

120 

Bfi... 

I   63 

6o.>. 

2100 

336o 

25'20 

720 

B7... 

1   127 

193 '2 

10206 

2  3200 

3 1920 

20160 

Bs... 

1  2  55 

6()5o 

46620 

16C824 

317520 

332610 

'J040 


Valores  in   columna   II   formée  sunt  2-*'—  i, 

Valores  in  columna  III  forniœ  sunt  3-^ — 2.7.^ -{-  i .  i-*',  et  sic 
porro. 

Verum  etiam  bic,  ut  in  simili  tabula  §  8,  valet  lex  recui'sionis 
ita  comparata,  ut  pari  modo  quicumque  terminus 

t  =r  «^  +  bv, 

significante  a  terminum  supra  positum,  b  antecedentem,  dum  x 

et  r  pares   sunt  singulis  indicibus  columna?   verticalis  ad  «  et  6 

pertinentis. 

Est,  ex.  gr., 

63  :=  2 . 3 1     +  I  .  I  , 

602  =  3. 180  +  2.3i, 
2100  :=  4.390  -h  3. 180, 
336o  =  5 .  36o  h-  4  •  Sgo, 
2520  =  6 . 1 20  4-  5 .  36o, 

-20=   0   +6.120. 

Quœ  lex  non  solum  adjumentum  prœbet  ad  continuandam  expe- 
dite  tabulam,  sed  etiam  subsidium,  cujus  ope  formulœ  ipsœsimpli- 
ciorem  inducunt  formam.  Introducendo  enim  in  formulam  pro  B,, 
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valores  jam  conscriplos,  hahcs  : 

Bg  =  I  —  -  (1+ 2 . 3 1)  +  ;t  ('i .  3 1  -+- 3 . 1 80) 

—  y  (3. 180 +4. 390) +4  (4. 390  +  5. 36o)  —  ^  (5. 36o  + 6. 120) +  ^6. 120 


'   3i(--;)  +  i8o(;-;)-3qo(^-^)-h36o(;-^)  -120, g 


,8„(|- 

-D- 

-3«o(f 

-|yh36o 

180 

4 

- 

390 

5 

36o 
+   6 

6  6^ 


3i        180        3qo        36o        i^o 

7 


2     3 

vel  revertendo  ad  aggregata  polestatum. 


Be=.       -^.V 


1(2-'—  I.I») 


7  (O"—  2.2-'+     1.1=) 
4 


(4>— 3.3'+  3.2^—  1.1-5) 

(5^— 4.4*+  6.3*—  4-2^+1.1^) 

(6^ —  ;").5^  +  io.4'^  — io.3^+  5.2^ —  I .  i^)> 

qui  numeri  ad  quemque  valorem  B.i-  facile  transcribi  poterunt. 

14.   Si  in  tabula  nostra  terniini  coluninee  primœ  omnino  per  A, 

secundœ  per  B,   etc.,  indigitantur,   repulanti,  quod   supra  n"  11 

ostendimus,   omnes  B^,   ubi  j"  numerum  imparem  significat,    ci- 

,                    .            ,  .          .        A       B      C       D 
phrœ  œquari,  patebit  seriem  —  — ^  — y  -h  •  ■  ■  esse  aut  =  nu- 

„..  .       ,  .        A       B       C       D 

mero  Bernoullu  aut  =  o,  simulque  seriem ~"T^~T ^  +  ''' 

esse  aut  =  0  aut  =  numéro  Bernoullii.  Illud  locum  habet  si 
A,  B,  C,  .  .  .  ex  série  paris  ordinis  2,  4>  6?  •  •  •  ?  l^oc  si  ea  série 
3,  5,  7,  .  .  .  imparis  ordinis  sumuntur. 
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Exemplum  1.  —  Numeri  IP  seriei  vel  lineœ  : 

1.      3.      2. 

/     V  I         3         2         I         ^ 

(^>  7-^  +  3  =  6  =  ^- 

...  I         3         2 

Exemplum  II.  —  INumeri  lineœ  tertise  : 

1.      7.        12.       G. 

/tx  I       7       12       6  I        ^ 

2  3  4  3  >>0 


Hac  significatione  utens  oninino  habebis 


^2.r— 1  '^ix    \     ,     '-'•2a:— 1  '-^ix—X 


3  4  5       '   •■■ 

^ix     ^ix  ^1,x  '-^ix 

12  3  4 

indice  litleris  A,  B,  .  . . ,  addito  numerum  seriei  in  tabula  noslra 
indicante. 

Item,  subtrahendo  valores  (a)  et  (b)  : 

^     '^2j:-1  "îX-l     ,     '^ij;-!  JJjj.-! 


«X  — 

I . 

2 

2  , 

.3 

' 

3. 

4 

4. 

5 

tix= 

A 

2X 

B 

'>..r 

C 

2X 

D 

îî.r 

I . 

,  2 

2. 

,3 

+ 

3. 

4  " 

"  4. 

,5 

ni. 

lo.  Restât  disquirere,  utriim  singula  expressionis  nostrœ  mem- 
bra  numeri  fracti  sint  an  integri,  sive,  ulrum  peracla  divisione 
lerminorum  A,  B,  C,  ...  per  2,  3,  4'  •  •  •?  residuum  relinquatur 
necne. 

Quod  si  eruerimus,  simul  via  patebit  ad  deducendum  ex  ipsa 
formula  illustre  illud  ibcorema,  a  Slaudlio  cl  Clauscnio  invenlum, 
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cujus  ille  demonsiralionem  allunde  repeliit  (cf.  Crellf,,  Journal 
fur  die  reine  u.  angeivandte  MatJiemalik,  t.  XXf,  p.  872, 
Beweis  eines  Lehrsatzes  die  Bcrnoullischea  Zcdilen  hê- 
tre ff  end). 

Qiium  singuli  valores  A,  B,  C,  ...  sint  form;c 

«^—  (a  —  i)  (//  — i)^+  ^ '— -in  —  iY 

1.2, 

1.9..6 

quœslio  in  eoversatur:  iitrum  liœc  expressio  pcr  n  divisa  resi- 
duum  relinquat  necne. 

Mirabar,  excepte  casu  n  =  4,  id  tantiim  evenire  posse,  ut  resi- 
duum  aiit  penitus  evanescat  aut  =  —  i  évadât.  Illud  stepissime  fit; 
hoc  tum  solum  accidit,  si  n  est  numerus  primus,  impar,  ejus  con- 
ditionis,  ut  n  —  i  exponentem  x  dividat. 

16.  Casum  hune  alteruni  ope  theorematjs  Fermatiani  facile 
absolvi  posse,  exempla  doceant. 

Exempluni  I.  —  Proposita  sit  ex  formula  pro  13)2  "^el  i3c  ex- 
pressio : 

i3'2_  12.  i2'2+  66. 1 1»^—  220.  io'2+ 

Demonstratio  : 

i3'^  ^  o  (mod.  i3),    12'-  ^  I  (mod.  i3), 

secundum  Fermatii  theorema. 
Item 

II'-,    10'-,   9'^,  ...^1      (mod.i3) 

quare  redit  expressio  ad 

o  —  12  +  66  —  220  +  49.5  .... 


At 

I  —  12+66  —  220  +  495  .  .  .  =  (i  —  i)'^  =:  o  ES  o     (mod.  i3)  ; 
erj^o  nostra  expressio  unitate  minora  —  i    (mod.  i3  )- 
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Exemplum  IL 

^i8_6.6'8+i5.5i»-2o.4'»+i5.3'8— 6.2'8+ii8. 
7^*^  o  (mod.  7),     6'^^  6*^^  I  (mod.  7),     item     6'^,     4'S      •••; 

ergo  expressio  reducitur  ad 

o  —  6  +  i5  —  2oH-i5  —  6  +  1; 
at 

I  —  6  +  i5  —  20H-i5  —  6  +  iHEE  I  —  II ''•^o(  mod.  7  )  ; 

ideoque  aggregatum  nostrum  ^  —  i  (mod.  7). 
Unde  sequitur  esse  omnino 

ni  (m  —  i)  ,  ,  ~  ,    .. . 

a""—  in{a  —  i)^-^ ^ '-  (a  —  2)^ —  ...  =  —  i     (mod.  D), 

si  D  =  r/  numerus  primus  est  et  x  multiplum  numeri  D  —  1 ,  ubi  jyi 
potest  esse  sive,  ut  in  exemplis,  =  «  —  i ,  sive  <i  a  —  i . 

Etiam  e  iheoremate  Wilsonii  demonstratio   potuisset  derivari, 
quum,  ex,  gr., 

7'^—  6.6'»  +  i5.5'^  . . .  =  7*^  — G.6*^+  i5.5''  . . .     (mod.  7), 
et  posterior  expressio  =6  !  ^  —  i  (mod.  7),  ex  lege  Wilsonii. 

17.  Altéra  protaseos  nostrœ  pars  :  esse  in  cœteris  prseter  dictum 
casum 

a^ —  m  {a  —  ly -\ {a  —  2)^  —  .  .  .  e^  o     (mod.  a), 

magis  ardua  videtur  esse  demonstratu, 

Post  varios  irritos  conatus  recurrebimus  ad  tabulam  dilTerentia- 
rum,  quœ  pro  potestatibus  tertiœ  dimensionis  sic  se  liabct  : 


^1 i-^/  \|l  KJ  l  'J     / 


V. 

G3. 

5^ 

343 

216 

12.5 

127 

91 

61 

36 

3o 

24 

6 

6 

6 

0 

0 

f) 

A2 36  3o  24  18 

A3 

A, 


3^ 

2-'. 

P. 

27 

8 

19 

7 

12 

6 

6 

1 

5 

'1 
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9.li 

7'. 

()\ 

b\              'i\ 

3'. 

•2\         1 

- 

A.; 

o 

o 

o             I 

—  3 

?,           1 

A,; 

o 

o 

-4-1             -4-2 

-  G 

9.              I 

A- 

(> 

—    I 

-    I               8 

—  8 

I 

^8 

. .     +1 

o 

-  9             '6 

—  9 

O 

Sicut  hic  in  tertia  linea,  ila  oninino  apud  ûs^'^''  potestates  in  x^^  série 
difFerentiarum  plurinii  Icrmini,  vel  omnes  praner  a:; —  i  in  fine, 
inter  se  pares  erunt,  itautin  proxima  linea  evanescant  et  prœter  x 
extremos  niliilo  œquenlur. 

Teneamus  porro,  quod  omnes  hujus  tabulœ  valores  secundum 
legeni  binomii  ex  prioribus  derivantur.  Quum  iyitur  in  /«*'*  série 
difTerentiali  sint  ipsius  fornue 

m(j?i  —  i)  , 

a-^—  m(a  —  iV'  -i ^ {a  —  2)'  —  .  .  . , 

1.2 

cernitur  ex  ipsa  tabula,  hoc  aggregatum  nihilo  œquari  in  (x-f-  i)* 
série  differentiarum  et  sequentibus,  dunimodo  item  basis  a  major 
sit  quam  exponens  ^,  sive,  quod  idem  est,  quoties  basis  a  et  index 
1)1  exponentem  polestatum  x  valore  superant. 

Atqui  in  nostjis  formulis,  quamvis  sint  ejusdem  speciei,  lemma 
hoc  satis  commodum  non  adhiberi  posse  videtur,  quum  hic  expo- 
nens X  ad  summum  valori  a  par  et  nunquam  simul  utroque  nu- 
méro a  et  m  minor  existât.  Sunt  re  vera  nostra  aggregata  valoris 
positivi  et  nihilo  majora.  Verum  ostendere  valemus,  ea  singula 
secundum  modulum  a  vel  D  congruentia  esse  aggregatis  similibus, 
ad  quœ,  quum  exponente  minori  quam  a  et  m  affecta  sint,  dictum 
lemma  pertinet,  ita  ut  exinde  deduci  possit,  etiam  illa,  cum  bis 
congruentia,  esse  ^  o  (mod.  a). 

Quod  rursus  evidentius  est  eo  casu,  quando  divisor  D  vel  a 
numerus  est  primus. 

Exemplum  : 

11'-  —  10.  10'-  M 7^*9     —  .  .  .  ^^     (mod.  Il), 

namqae 

ii'-^o      0110(1.11),      10'- h:2  10'".  10-      (moil.ii); 
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sed 

lo'"^  I      (mod.  1 1)  ; 


et  SIC  omnino 


lo'"^  ^  I .  IO-.  .  .      (mod.  Il), 

1 1*-  —  lo.  lo'-  .  .  .  HH  11^  —  lo.  lo- .  .  .      (mod.  Il) 
^  G     (mod.  Il), 

ex  lemmate  allato,  quum  exponens  2  minor  sit  quam  11  et  10. 

Omnino  exponenti ,  quando  ut  in  formulis  nostris  major  est 
numéro  a,  detrahi  possunt  a —  i  unitates,  non  immutata  con- 
gruentia  ratione  moduli  a,  siquidem  a  est  numerus  primus. 

18.  Verum  etiam  eo  casu,  quando  a  est  numerus  compositus, 
similis  valet  conclusio. 

Sit  divisor  D  =  «  ^ p^ .  r? . s*^ ',  tum,  ut  constat,  numerus  nunie- 
rorum  inter  i  et  a,  qui  cum  ipso  a  communem  factorem  non  ha- 
bent,  par  est, 

o(a)  =  (/>  — i)y>'^-i.(/-— i)/-?-i.(.s  — i)5'-i      (') 

et  habemus,  preeter  quasdam  forsitan  exceptiones,  nostram  tamen 
argumentationcm  non  attingentes, 

A'^ ^  A±?(a)+x     (mod.  «7), 

h.  e.  :  ratio  congruentiœ  quoad  mod.  a  non  immutatur,  quamvis 
exponenti  x  numerus  o{a)  addatur  vel  dematur,  semel  aut 
pluries. 

o(r/)  necessario  minor  est  quam  o  ela  —  i.  Quare,  quando  ut 
in  casu  nostro  exponens  major  adest  quam  a,  detrahendo  ^(«) 
vel  multiplum  ejus  numeri,  ad  valorem  — a  potest  reduci,  non 
immutata  ratione  congruentiae  respectu  mod.  a.  Quod  si  factum 
est,  ex  lemmate  nostro  sequitur,  aggregatum  jam  nihilo  œquari, 
ita  ut  etiam  aggregatum  prius  nihilo  debeat  esse  congruens  res- 
pectu mod.  a. 


(')  Cf.  DiRicHLET,  éd.  Dedekind,  éd.  2,  §§  13,  19. 
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Addamus  cxcmpliini  : 

I  .'.i 


criio 


ideoque 


^(i5).=  (3-0(5-i)^8, 
a*^  =H  «'^"-•*^  a-     (mod.  i5), 


i5'»— i4.i4'*  +  ...=  i5-2— i4.i4'  +  ...     (mod.  i5) 
^  o  (mod.  i5), 

ex  Icmmale  superiore. 

Absoluto  jam  eo  quoque  casii,  ubi  basis  vel  divisor  est  numenis 
compositus,  conlendi  licebit,  aggregatum  noslrum  omnino  esse 
^  o  respectu  moduli  divisoris  D,  excepto  eo,  qucni  prœmisimus 
casu;  unde  evidens  est,  si  in  forma 

^        A       B       C       D 

1234 

divisio  perficiatur,  fractiones  non  orturas  esse,  nisi  quando  divi- 
sores  numeri  primi  sunt  ejiis  indolis,  ut  unitate  minuti  exponen- 

tem  dividant.  Hi  fractionem  efficient  formœ  —  ( )  vel  ~,  cruare 

\     PJ        P    ^ 
expressio  ista  pro   B^^   niillos  continebit   numéros,    nisi   intègres 

et  reciprocos  primos  et  hancce  prtebebit  speciem 

M-N  +  0-P  +  ...±:-  +  -  +  -  +  -, 

2       p        (j        r 

ubi  litterœ  M,  N,  .  .  .  numéros  intègres  significant.  Ita  ad  eundem, 
ut  G.  Staudtius  finem  et  propositionem  perveninius. 

Admoti  eramus  his  qusestionibus  per  celeberrimum  Dominum 
C.  Hermite,  qui,  qua  est  comitate,  animadversiones  meas  de  inté- 
gra numcrorum  BernouUii  parte,  comprehensas  in  litteris  ad  Bor- 
chardtum  datis  die  8  sept.  iSyS  [Crelle's  Journal,  t.  LXXVI, 
p.  93  sq.)  ad  nos  transmiltere  dignatus  est;  quibus  quum  primam 
hujus  rei  notitiam  debeamus,  finem  faciamus  gratias  ipsi  persol- 
vendo. 
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THÉORÈME  RELATIF  A  LA  COURBE  DE  WATT  ; 
Par  m.  TCHEBYCHEF. 

Si  deux  sommets  A,  A,  du  triangle  AAj  M  glissent  respective- 
ment sur  deux  circonférences  de  centres  C,  C|  la  courbe  décrite 
par  le  sommet  M  ne  peut  avoir  avec  sa  tangente  un  contact  d  ordre  5 
(limite  qui  ne  pourra  jamais  être  dépassée)  que  dans  le  cas  où  les 

angles  CAA, ,  C|  A|  A  ont  les  valeurs 

-;<r>-       Al  AM  -f-  2  «7t       ^-"7^        A,  A.M  +  2  «1  Tt 
L.AAi  = ,      L.iA,A:= ^ i 

OÙ.  Il,  «,  sont  des  nombres  entiers  quelconques. 

Avec  ces  valeurs  des  angles  CAA,,  C|  A,  A  le  contact  est  tou- 
jours de  l'ordre  5  lorsque  les  rajons  AC,  A|C|  des  deux  cercles 
ont  les  valeurs  suivantes 


ces 


A  G  =  A  Î\I 


2  cos'M,  3CAA,  H- Y 


ces  - 


ces  i  2  CAA,  +  ^'  )    cos2  (  CAA;  h-  y ) 

cos2(3(V\,A  — y) 


^cos2(^AiA— M    cosnCiA,A  — y) 


où  Y  est  l'angle  sous  lequel  se  coupent  la  ligne  AA,  et  la  tangente 
en  M. 
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MALAGOLA  (C).  —  Lettp.re  inédite  di   loaiini   illlsïri   bolognesi.   — 

2  vol.  in-iS.  Bologne,  1875. 

Les  Lettres  des  savants  qui  se  sont  lait  un  noui  dans  la  Science 
par  leurs  découvertes  ou  dans  les  Lettres  par  la  correction  de  leur 
style  sont  toujours  d'un  vif  intérêt  pour  ceux  qui  s'occupent  de  re- 
cherches d'érudition;  aussi  toutes  les  époques  ont-elles  vu  publier 
des  Recueils  analogues  à  celui  que  nous  signalons  ici.  En  Italie, 
ce  sont  :  les  Lettere  volgari  di  diversi  nobilisslmi  liiiomini  et 
eccelentissimi  ingegni  scrittein  divei^se materie  [Y enise,  1042), 
les  Lettere  di  diversi  eccelentissimi  signori  a  diversi  huomini 
scritte,  Libro  primo  (Venise,  i^^i),  puis  les  Lettere  f ami gliari 
di  alcuni  Bolognesi  (Bologne,  iy44)' 

Le  Recueil  que  publie  aujourd'hui  M.  Malagola  a  un  caractère 
différent  du  précédent;  les  Lettres  qu'il  renferme  traitent,  pour  la 
majeure  partie,  de  questions  d'intérêt  public.  Ce  sont,  en  général, 
des  demandes  adressées  au  Sénatde  Bologne  pour  obtenirdes  créa- 
lions  de  chaires  à  l'Université  ou  pour  réclamer  des  augmentations 
d'appointements;  ces  dernières  sont  alors  accompagnées  de  l'énu- 
mération  des  titres  du  postulant  et  deviennent  ainsi  de  véritables 
documents  historiques  pour  la  biographie  des  savants  illustres  qui 
les  ont  écrites. 

La  plus  grande  partie  des  documents  sont  tirés  des  Archives  du 
Gouvernement  de  Bologne;  un  petit  nombre  seulement  ont  été 
remis  à  M.  Malagola  par  des  amateurs  d'autographes.  Tous  étaient 
inédits. 

Parmi  les  Lettres  les  plus  intéressantes  contenues  dans  les  deux 
Volumes  de  M.  ^lalagola,  signalons  : 

U)ie  série  de  Lettres  de  Dominique  Guglielmini  (i 655-1 7 10) 
sur  le  régime  des  cours  d'eau  en  Toscane  ; 

Quelques  Lettres  d'Euslache  IManfredi  (1674-17^^9),  relatives  à 
la  même  question,  qui  n'a  cessé  d'occuper  le  Sénat  de  Bologne  pen- 
dant tout  le  xviii*^  siècle. 

Enfin   les    astronomes   s'intéresseront   certainement  aux  notes 

Ihill.  des  Sciences  matliém.,  i"  Série,  t.  \.  (Juin   iS8i.)  '5 
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d'Eustache  Zanotti  (1709-1782)  sur  lui-même  et  aux  difficultés 
pécuniaires  de  sa  vie  de  professeur.  Observateur  et  calculateur  in- 
fatigable, Zanotti  n'obtenait  qu'avec  peine  un  traitement  suffisant, 
et  ses  demandes  daugmentation  devaient  être  reproduites  en  i73p, 
1744^  1748,  1731  et  1766. 

Le  Recueil  de  jM.  Malagola  a  donc  une  double  importance  :  il 
nous  éclaire  sur  quelques  points  obscurs  de  l'administration  de 
l'Université  de  Bologne  et  ajoute  des  détails  intéressants  aux  bio- 
graphies des  plus  illustres  professeurs  de  cette  ville.  G.  R. 


MÉLANGES. 


SUR  LES  SÉRIES  RÉCURRENTES, 
DANS  LEURS  RAPPORTS  AVEC  LES  ÉQUATIONS; 

Par  m.  a.  LAlSAiNT. 


PréL 


unuiaires. 


Je  me  propose  d'examiner  à  un  point  de  vue  purement  algébrique 
certaines  propriétés  de  fonctions  analogues  k  celles  qu'a  étudiées 
^L  Edouard  Lucas  dans  une  série  d'articles  de  la  Noin-elle  Cor- 
respondance inathéuiatici  ne  en  1877  et  1878,  articles  qui  ont  été 
réunis  ensuite  en  une  Brochure  Ibrt  intéressante  ('). 

Les  fonctions  U„  et  \  „  de  ^L  Lucas,  qui  dérivent  de  l'équation 
du  second  degré,  ont  surtout  pour  objet  des  recherches  arithmé- 
tiques, comme  l'indique  le  titre  même  de  son  étude  et  comme  il  a 
soin  d'en  prévenir  le  lecteur  dès  le  début.  On  peut  même  dire  que 
l'auteur  a  ouvert  là  une  voie  nouvelle  et  fort  originale  pour  ceux 
qui  s'occupent  de  la  science  des  nombres;  mais,  par  cela  même,  il 
est  obligé  de  faire  certaines  hypothèses  sur  les  coellicients  de  l'équa- 
tion d'où  procèdent  les  fonctions  qu'il  considère. 

Ici,  au  contraire,  mes  recherches  ayant  un  but  difféi-eni,  je  laisse 


(*)  Sur  la  théorie  des  fonctions    numériques  simplement  périodiques,  par   M.    Éd. 
Lucas.  Bruxelles,   187S. 
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aux  éqiialious  loute  leur  génoralilé,  saus  supposer  uiènic,  connue 
ou  le  lait  J  habitude,  que  les  cocf licieuts  soieut  léels. 

Ou  ui!  trouvera  tlone  pas  dans  ee  qui  va  suivre  une  généralisation 
des  travaux  de  M.  Lucas,  à  proprement  pailer,  mais  plutôt  uiu; 
étudi!  analogue  au  début  et  dilférente  dans  les  développements. 

Jl  m'a  paru  intéressant  surtout  d'insister  sur  le  lien  étroit  qui 
existe  entre  les  séries  récurrentes  et  les  équations. 

Ce  sujet  a  été  traité,  il  est  vrai,  par  Daniel  Bernoulli  dans  le  T.  III 
des  3/cmoires  de  l'^lcadthnie  de  Saint-Pétersbourg.  Sa  méthode 
est  exposée  très  conqjlètement  par  Euler  dans  le  Chapitre  XMI  de 
son  Introduction  à  V Analyse  infinitésimale.  Chapitre  intitulé  : 
De  l'usage  des  séries  récurre/ifes  dans  la  recherche  des  racines 
des  équations.  Enfin  Legeudre  a  traité  à  son  tour  le  même  su|et 
[Essai  sur  la  théorie  des  nombres,  2"  édition,    18085  T''  Partie, 

§XIV,  p.  i4!i)(')- 

Malgré  cela,  et  en  raison  du  plus  grand  caractère  de  généralité 
que  je  donne  h  mon  étude,  je  n'ai  pas  cru  devoir  passer  sous  silence 
ces  remarquables  propriétés.  J'avais  d'autant  plus  de  motifs  pour 
le  faire,  que  Daniel  Bernoulli  semble  avoir  eu  principalement  pour 
objet  la  recherche  d'un  moyen  pratique  d'approximation,  s'appli- 
quant  surtout  aux  racines  réelles,  tandis  qu'ici  je  me  préoccupe  bien 
plutôt  des  propriétés  elles-mêmes,  s'appliquant  à  n'importe  quelles 
équations  algébriques,  que  des  applications  de  ces  propriétés. 

Enfin  l'on  trouvera  peut-être  quelques  considérations  nouvelles 
dans  ce  que  j'expose  au  sujet  delà  formation  des  séries  récurrentes 
imaginaires  et  de  hmr  construction  géométricjue. 

Fonctions  i</,  ;   loi  de  récurrence. 

1.  Pour  plus  de  précision  dans  les  idées  et  de  brièveté  dans  les 
écritures,  nous  commencerons  par  examiner  une  équation  du  qua- 
trième degré.  Il  nous  sera  aisé  de  généraliser  ensuite,  en  les  appli- 
quant à  des  équations  de  degrés  quelconques,  les  raisonnements 
employés  et  les  résultats  obtenus. 


(')  T'oir   aussi,  sur   des   sujets   analogues,  iusérés   dans  ses   OF.uvres  :  T.  I,   p.  23; 
T.  IV,  p.   'îi  :   T.  V.   p.  n..;. 
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Soit  donc  l'équation 

(  I  )  /[■^•]  =  ^'*  +  P 1  •'•■'  +  P  2  •^•'  +  /^3  •■'•'  -^  P;=0, 

qui  admet  pour  racines  /?,  ^,  c,  <f,  valeurs  imaginaires  en  général, 
les  coefficients  />i, /^2, /'s, />/,  étant  eux-mêmes  imaginaires. 

2.   Soit 

(  2  )  ?//  =  F  [a',  h',  c',  (V  )  =:  A  «'  4-  B  //  -{-  C  c'  +  D  d' 

une  fonction  algébi-ique  quelconque  des  puissances  pareilles  «',  Z»', 
des  racines.  Si  cette  fonction  est  symétrique,  il  est  souvent  aisé, 
comme  l'on  sait,  de  la  former  au  moyen  des  coefficients  de  l'équa- 
tion. C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour  la  somme  des  puissances 
semblables. 

Si  nous  multiplions  l'équation  (i)  par  x^  et  si  nous  v  rempla- 
çons X  successivement  par  «,  h.  c,  d ,  nous  aurons  les  cjuatre  iden- 
tités 

I    /-/.+!  _,_  p^  //,+:3  _|_  p^  y.  +  i  _^_  p^  ii.+\  _^  p^  lU  _  „^ 

[   d''-^'*  +  /;i  iV'^'^  -\-  p^ d'--+^-\-  pa  f^'"^'  +  P: <V'  =  o- 

En  ajoutant  ces  équations  après  les  avoir  respectivement  mul- 
tipliées par  A,B,  C,  D,  nous  obtenons  la  relation  très  importante 

(  4  )  «A  +  i  +  Pi  "/.-hi  +  P2  «A+2  +  P3  «/.  +  1  +  f!,  "k  =  O  • 

Les  quantités  u  forment  donc  une  suite  récurrente  et  la  loi  de 
récurrence  est  indiquée  par  la  relation  (4)-  Cette  relation,  sous 
forme  symbolique,  peut  s'écrire 

(5)  uj^f[u]=o, 

en  convenant  de  remplacer  les  exposants  par  des  indices  et  de  res- 
tituer l'indice  zéro  lorsque  c'est  nécessaire. 

Suivant  la  nature  des  fonctions  u^  les  suites  obtenues  seront  dif- 
férentes ;  mais  pour  une  même  équation  nous  n'aurons  jamais 
qu'une  uième  loi,  c'est-à-dire  que  les  diverses  suites  ne  différeront 
entre  elles  que  par  les  conditions  initiales. 
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Ainsi,  à  louti'  t'([uali(>ii  .ilgébrique  répoiul  une  classe  Je  séries  ré- 
curreules,  et,  léciprofjiu'iiienl,  à  Loule  série  récurrente  donnée  ré- 
])oncl  une  équation  algébrique  (étant  entendu  que  la  lorniule  de 
récurrence  (jui  lie  entre  eux  autant  de  termes  conséculiis  qu'on 
voudra  est  de  forme  linéaire  et  homogène). 

Li'acliojis  gêncrat/ices. 
3.   Soit  donnée  la  fraction 


~> 't r5 

I  -h  pi^K  -h  P'i-x:-  H-  pa x'^  +  7;^ x* 


ou,  jnns  généralement, 


Pi X  -f-  p^x~  -4-  PiX-^  +  p,^ .V* 


le  numérateur  étant  un  polynôme  quelconque,  de  degré  inférieur  à 
celui  du  dénominateur.  Si  nous  essayons  d'en  effectuer  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  croissantes  de  x^  nous  aurons 

—  =:  Ao  -f-  Al  j;  +  A,.».'   +  .  .  . . 


\  -^  PiX  -+- Pi-'-''  -]-  p^x-*  -h  p!,X' 


En  multipliant  j^ar  le  dénominateur  et  identifiant,  cela  nous  don- 
nera, A  étant  un  entier  positif  quelconque, 

ou,  SYinboliquement, 

A/,/(A)=o, 

c'est-à-dire  précisément  la  relation  (0),  au  changement  près  de  u 
en  A. 

La  série  des  coefficients  du  développement  considéré  est  donc 
identique  avec  l'une  des  séries  u  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

Les  conditions  initiales  dépendront  du  numérateur  de  la  fraction, 
mais  la  loi  de  récurrence  dépendra  du  dénominateur  seult;ment.  Ce 
dénominateur  peut  s'écrire 

-r  +  Ih  —  -^Pi  —  +  !>?.  -  -r  P:,  )  =  •'  y     - 
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Donc,  à  une  loi  de  récurrence  donnée  et  représentée  par  la  for- 
mule (5)  répondent  d'une  part  l'équation  (i)  et  de  l'autre  la  Irac- 

eu  général,  - 


tion -1  c'est-à-dire, 


Réciproquement,  à  la  loi  de  récurrence  Uhfi  -  ]  =  o  répondrait 
la  fraction  erénératrice  -^, — -i  car  on  peut  poser  /.  =  h' -\-  n. 

j[.T.) 

Si  la  suite  des  coefficients  de  la  loi  de  récurrence  [formule  (4)] 
est  symétrique,  l'équation  (i)  est  symétrique,  elle  aussi.  Dans  ce 
cas,  il  est  évident  que  le  premier  membre  de  cette  équation  (i)  est 
identique  avec  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice. 


Progressions  dérivées . 


4.   Rappelons  les  relations  bien  connues 


qipe 


.  yjj  =  ah  -\-  ac  -\-  ad  -j-  hc  -\-  bd  H-  cd, 
j  ^3  =  —  al)c  —  ahd  —  acd  —  bcd^ 


P: 


■=:.  abcd. 


Si  nous  divisons  le  premier  membre  de  l'équation  ( i)  par  x  —  «, 
nous  avons 


/( 

V 


■j  j  — 5^ — -  =  Og  [x]  =  X*  -+-  a-i  r-  -}-  «2-f  -t-  «3, 


et,  en  vertu  des  relations  (6), 

i     '-^1  =  Pl-^  ('       —  —  Il  —  r  —  .7, 
:  8  '    c<2  ^=^pi  -r-  ay.\:=z  bc  H-  bd  -f-  cd, 

f    c/.j  =  Pi  -f-  a  a,  =  —  bcd. 

De  la  formule  (7)  nous  déduisons  l'identité 

f[x)  z=x'f^[x)  —  aoa{x), 

et,  par  conséquent,  la  loi  de  récurrence  (5)  des  fonctions  u  peut 
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s  écrire 

(9)  «/H-l?a(«)   =  OU,,<^„{l(). 

Cette  égalité  symbolique  nous  montre  que  les  termes  uii^!)„(^u)^ 
ii'k+i.'^a{ii-)i  ■  ■  •  forment  une  progression  par  quotient,  de  raison  n. 

En  remplaçant  successivement  A'  par  o,  i,  2, . . .  ,  /r  —  i  dans  la 
relation  (9),  puis  multipliant  les  résultats,  on  obtient  sans  peine 

ou,  en  posant 

"o?a(")  =  ":i+  «1W2+  «2«i+  «3«o=  "^u, 

(10)  W/,'^„(//)  =«/'«î>„. 

Les  quantités  a^^a  sont  figurées,  comme  l'on  sait,  par  les  rayons 
successifs,  également  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  d'une  certaine 
sj)ira]e  logarithmique,  puisqu'elles  forment  une  progression  par 
quotient  dont  la  raison  est  a. 

L'équation  (10)  nous  montre  donc  tout  de  suite  que  l'expression 
Uh'(fa{tt)-)  lorsqu'on  fera  croître  A"  indéfiniment,  tendra  vers  zéro  ou 
vers  l'infini,  suivantque  le  module  de  la  racine  a  sera  plus  petit  ou 
plus  grand  que  l'unité.  En  elïet,  la  spirale  dont  nous  venons  de 
parler  se  rapprochera  de  plus  en  plus  du  pôle  ou  s'en  éloignera  in- 
définiment, suivant  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas. 

Si  le  module  de  a  est  égal  à  l'unité,  le  module  de  ii/f(ffj{u  )  reste 
constant.  La  spirale  se  réduit  alors  à  une  circonférence. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  la  racine  a  peut  se  répéter 
identiquement  pour  chacune  des  autres  racines  Z»,  c,  cl.  jNous  aurons 
donc 

[  "h'fiA'i  =  f^''''^h, 

(11)  <    u,,'f,[u)  =c^  <\>,, 

et,  par  conséquent,  au  moyen  d'une  série  récurrente  quelconque,  à 
loi  de  récurrence  homogène  et  linéaire  Uhf[  ii  )  =  o,  on  peut  former 
autant  de  progressions  par  quotient  qu'il  y  a  de  termes,  moins  un, 
dans  la  relation  de  récurrence.  Ces  progressions  ont  respectivement 
pour  raisons  les  racines  de  l'équation /"(x)  =  o.  Nous  les  appelle- 
rons pi'o pressions  dérwées  de  la  série  donnée. 
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o.   Cojnine  exemple  très  simple,  considérons  la  série 

I,   -î,   9,   22,    77,   210,  673,   1934,   5978,    ..., 

qui  satisfait  à  la  loi  de  récurrence 

///.+3  —  2  Uj,^.,  —  5«/,+  ,  +  ()  U^.Z=  G. 

Si  nous  Ibrmons  les  quantités 

«A^_5-f-  «/.  +  ,  —  111/,, 
«/.M-2—  «A+l—  6«A, 
UK+'i—  4«A-n+  3»/, 

pour  toutes  les  valeurs  possibles  entières   et  positives  de/,  nous 
trouverons  respectivement  les  trois  suites 

9,  27,  81,  243,  729,      ..,, 

•  >  I ,  I ,  I ..  I ,      .  .  . , 

+4,       -8,       +16,       —32,       +64,     .... 

Ce  sont  les  trois  progressions  dérivées  de  la  série  donnée  5  elles 
ont  pour  raisons  3,  i  et  —  2,  parce  qu'en  effet  ces  trois  dernières 
quantités  sont  les  racines  de  l'équation 

x^  —  2  .r-  —  5  .r  -I-  6  =  O . 

Les  fonctions  '^\x)  sont  ici 

X^  -{-  .V  2,       X-  X  —  6,       X-  —  ^x  -\-  3, 

expressions  correspondant  aux  foi-mules  des  termes  des  trois  pro- 
gressions ci-dessus. 

G.  11  est  possible  de  généraliser  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir.  Supposons  en  effet  que  le  polynôme  entiery  (x)  soit  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  polynômes  entiers  d'une  ma- 
nière quelconque  : 

(12)  f[x)  =  ^[x)^x). 

Je  dis  que,  si  je  forme  la  série  des  quantités 


CCS  (juaiuilés  satisloioiiL  à  Ju  loi  do  récurrence 

{l3)  r„,f[v)  =  0. 

Réciproquement,  si  nous  lorinons  la  série 
nous  aurons 

(■4)  o,^{e)  =  o. 

Pour  le  démon tr(!r,  supposons  que  9(.^'),  développé,  soit  de  la 
forme 

<j,  ( .ï: )  =  ,/•'/  4-  .V, .r'/-i  -J-,v,.r'/-2  +  .  .  .  4-  ^^^. 

ÏNous  avons  identi(juemcnt 

/(,r)  =:  .T''-^[.r)  +  ,svr'/-'.f,(.r)  +  .  .  .  +  .syl(.v). 
Donc  la  loi  de  récurrence  des  quantités  u  peut  s'écrire 

lik+rj'i'  (  «)    -^  -^-l  "A+.y-l  -^  («)-+-•••    +  •''■-y"/.-^  (  ")  =  <-»' 

c'est-à-dire 

v;/,+,^  +  .yi-/;A+^_i  -f- .  .  .  -(-  .v,^v;a  =  o, 

ou,  sous  forme  symbolique, 

-^'/A'^-q  +  '^1  -l^-  1  +  •    •   ■  +  'V  )  =  ■'ÎA-?  (■'î  )   =  O. 

C'est  précisément  la  relation  (i3)  que  nous  voulions  établir.  La 
formule  (i4)  se  démontrerait  identiquement  de  la  même  manière. 

Par  exemple,  dans  la  série  a  du  numéro  précédent,  si  nous  for- 
mons la  suitt;  11^+1  —  3«/,,  nous  obtenons 

{■fi)  — 1,  H-3,   —5,  H- II,   —21,-1-43,    ..., 

suite  sur  laquelle  on  vérilie  immédiatement  la  relation 

v;/,+2  -+-  ï3/,+  ,  —  2  v;/,  =  0. 

On  voit  ainsi  <|ue  d'uni;  suite  récurrente  donnée  se  déduisent 
non  seulement  des  progressions  dérivées,  mais  en  général  dtîs.ve/vr^^ 
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dérivées  qu'on  peut  associer  par  couple  de  deux,  réciproques  entre 
elles. 


Rapports  de  deux  termes  consécutifs  des  séries  u.  —  Calcul  des 
racines  de  plus  grand  module  et  de  plus  petit  module  d'une 
équation. 

7.  Revenons  aux  équations  considérées  au  début,  et  qui  s'appli- 
quent à  un  type  du  quatrième  degré,  ce  qui  n'altère  en  rien  la  gé- 
néralité des  résultats. 

Si  nous  divisons  chacune  des  équations  (i  i)  par  l'équation  (lo), 
membre  à  membre,  nous  aurons 

J'h  ?/,  { u  )  _  ''  ^\  ^   "ÎV, 
«/;■?«  i«;       \«/     l'«' 


Actuellement,  supposons  que,  parmi  les  racines  de  l'équation  (i), 
a  soit  celle  qui  a  le  plus  grand  module  et  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux 
de  ce  plus  grand  module. 

Alors,  si  nous  donnons  à  /  des  valeurs  indéfiniment  croissantes, 
les  seconds  membres  des  équations  ci-dessus  auront  pour  limite  zéro. 

En  divisant  lesfractionsdu  premier  membie,  hautetbas,  par  «;^, 
cela  nous  montre  que  nous  devrons  avoir  à  la  limite  (  '  ) 

h  ,3, h    ^5., h   5j=  O, 

l       "I.  "I,  '  '     't/, 

,K\  )    "/•■+'      .  "''^i      ,  "''•  +  '      , 

i5)  \— ^y, . hy.,  ■ hy3  =  o, 

U/.  II/.  lij. 


■  -r-   rj  , Y-  0  , 1-  rjj  =  O. 


(')  Pour  plus  de  simplicité  dans  l'écriture  nous  supprimons,  avec  intention,  l'in- 
dication lim.  dans  ces  diverses  relations;  mais  il  faut  y  suppléer  par  la  pensée. 
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\'A\  posant  -~-=^  /"A+i,  t't's  équations  peuvent  s'éerire 

r/,_^i  r/,+2  /•/,+;(  -\-  fi,  o.  +  i  '■/.•+2  +  Pa'V.+i  +  Ps  =  "^ 

0,  +  !  '7,+2  'V.-fli  ^-  7l  '7,  +  l  ^/,+2  -t-  7:i  a  +  l  +  7:)  =  «, 
O.  +  I  '•/.+2  ^/,H-3  +  '■^1  '■/.  +  !  '■/.■+2  -+-  -^a  '"A  +  l  -*-  ^^3  =  <'- 

On  pourrait  les  résoudre  sans  nulle  peine  en  eonsiJérant 
/■/i+i'A+a^'A+s,  /'A+i/'/v+a  t't  /"/i+i  comme  trois  inconnues  différentes, 
ce  qui  rend  le  système  ci-dessus  de  forme  linéaire.  Mais  il  est  évi- 
dent que,  si  le  rapport  -^  tend  vers  une  certaine  limite  lorsque  /. 

croit  indéfîniuient,  rien  ne  saurait  distinguer  les  diverses  valeurs 
de  /'  dans  les  équations  ci-dessus,  qui  se  rapportent  aux  limites. 

Donc,  en  désignant  ])ar  /•  la  valeur  limite  couimune,  ces  équa- 
tions deviennent 

16)  <,/•'*  H- 71'--^  72 '"  +  73="» 

7'''  +  fJi  /■-  +  r?2  /•  -f-  fj'.j  =  o, 

c'est-à-dire  précisément 

(17)  ?6('')=f>.      ?f('")=o,      ^,i[r]  =  o. 

Or 

(j>/^(.r)  =0  admet  pour  racines  <■/,   r,  d, 

y^  (.r)  ::=  0  ))  tt,    I),    tt, 

rffi[x)  =0  «  a,    b,   c. 

Donc  a  est  la  racine  commune,  et  la  seule,  aux  trois  équa- 
tions (17),  et  en  somme  nous  avons 

(18)  lini      '~^  =r  a. 

En  langage  ordinaire,  cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  une  suite  récurrente  u^,  u^^ . .  .  a  pour  loi  de  récurrence  la 
relation  syniholique 
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le  rapport  cV  un  ter  me  au  précédent,  lorscpi  on  prendra  des  ternies 
déplus  en  jdus  éloignés  dans  le  sens  positif,  tendra  vers  la  racine 
de  plus  grand  module  de  l'équation  f[x)  =  o. 

8.  JNous  n'avons  jamais  considéré  jusqu'à  présent  que  les  séries 
u  prolongées  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  que  les  termes  à  in- 
dices positifs.  Il  est  clair  qu'on  peut  prolonger  la  série  dans  les  deux 
sens,  et  que,  par  conséquent,  les  formules  établies  précédemment 
subsistent  en  leur  entier  pour  des  valeurs  négatives  de  A. 

Seulement  alors,  les  relations  du  n°  7  ne  donneront  plus  les 
mêmes  conséquences,  les  seconds  membres  croissant  indéfiniment 
si  nous  admettons  encore  que  a  soit  la  racine  de  plus  grand  mo- 
dule. 

Supposons  donc  au  contraire,  un  instant  seulement,  et  pour  ce  cas 
des  indices  négatifs,  que  a  soit  la  racine  de  plus  petit  module .  Alors 
les  second  smembrcs  tendent  vers  zéro;  tout  le  reste  suit  comme 
précédemment,  et  le  rapport  limite  d' un  terme  au  précédent,  en 
prolongeant  indéfiniment  la  série  dans  le  sens  négatif,  tend  vers 
la  racine  de  plus  petit  module. 

Ainsi  la  série  prise  comme  exemple  au  n"  o,  étant  prolongée  dans 
les  deux  sens,  nous  donne 

209  37  5  I 

'*■' ^' ZI'        —  'Ta'*        — P' 

1290  210  00  O 

o,        o,        I,        2,        9,        22,        77,        210,       673,        .... 

A.  droite  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  3,  et  à 
gauche  vers  i,  qui  sont,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut,  les 
racines  de  plus  grand  et  de  plus  petit  module  de  l'équation  corres- 
pondante. 

9.  La  proposition  que  nous  venons  d'établir  fournit  une  méthode 
de  calcul  pour  la  recherche  des  racines  extrêmes  d'une  équation 
algébrique  tpielconque  (on  nous  permettra  d'insister  sur  ce  point), 
c'est-à-dire  d'une  équation  à  coeflicients  et  à  racines  imaginaires. 

[1  n'est  pas  nécessaire,  pour  appliquer  cette  méthode,  de  former 
telle  ou  telle  fonction  symétrique  des  racines  d'après  les  cocflicients, 
fonction  dont  le  calcul  algébrique  peut  être  une  opération   préa- 
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Jablc  assez  pénible,  Jl  suffit  de  se  donner  nu  liasaid  les  conditions 
initiales  dont  on  peut  disposer  et  de  foi'iner  ensuite  la  série  récur- 
rente d'après  la  loi  u/;J\u)  :=  o.  A  mesure  qu'on  calcule  les  ternies 
de  cette  série,  on  peut  calculer  aussi  les  rapports  /'/t,  /'a^.!,.  .  .  de 
deux  termes  consécutifs  et  construire  ces  rapports  sur  une  figuie 
géométrique,  en  ORi,  OR^^j,  .... 

Les  droites  OR  tendionl  vers  une  position  limite  OL  ou  0_M  sui- 
vant que  A  sera  positif  ou  négatif,  et  ces  deux  droites  représenteront 
les  racines  de  plus  grand  et  de  plus  petit  module  en  grandeurs  et 
en  directions. 

Dans  bien  des  cas,  ces  constructions  permettront  d'ohtenir  des 
indications  aj)proximatives  utiles  sur  la  région  qu'occupe  la  racine, 
sinon  d'en  ajiproclier  beaucoup. 

Elles  donneront  tout  au  moins  des  résultats  comparables  à  ceux 
des  procédés  graphiques  ordinaires  s'appliquant  aux  racines  réelles, 
et  cela  sans  beaucoup  plus  de  peine,  puisque  les  constructions  sont 
toujours  des  plus  élémentaires  et  qu'elles  se  réduisent  constamment, 
en  fin  de  compte,  à  des  formations  de  triangles  semblables. 

10.   Les  valeurs  successives  d(;s  rapports  /'x+i,  /'A+ai  •  •  •  sont 


'/>-)- 1 

5 

5 

«/,  +  3 

«A- 

«A+1 

«A  +  2 

et  nous  avons,   en  supposant  toujours  une  équation  du  quatrième 
degré,  comme  nous  l'avons  fait  depuis  le  début, 

«A+5  =  —  Pi  "A+4  —  Pi  "/.+:!  —  Pi  "A+2  —  P:  "k+i , 
?</,+  i  =--pi  «/,+3  —  Pi  Uk+2  —■  Pi  llh+l  —  7^4  Ui^. 

Puisqu'il  s'agit  d'évaluer  uniquement  les  rapports,  on  peut  rem- 
placer les  signes  —  par  des  signes  H-,  et  les  formules  (19)  nous 
donneront,  ainsi  modifiées,  la  loi  de  formation  des  numérateurs  et 
des  dénominateurs  des  fractions  /•. 

Il  est  à  peine  utile  d'insister  sur  l'évidente  analogie  que  présen- 
tent ces  formules  (19)  avec  la  loi  de  formation  des  réduites  dans 
la  théorie  des  fractions  continues.  Seulciment,  au  lieu  de  se  borner  à 
deux  termes,  les  formules  en  comprennent  un  nombre  quelconque 
((|ualre  dans   rexeaq)le    actuel).  C'est  qu'en   edét  les   séries  cjue 
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nous  étudions  ici  procèdent  d'une  équation  du  quatrième  degré  (ou 
eu  général  de  degré  quelconque),  exactement  au  même  titre  que 
les  fractions  continues  périodiques  procèdent  des  équations  du  se- 
cond degré. 

Le  calcul  des  valeurs  /•,  qui  peut  se  faire  directement  au  moyen 
des  termes  de  la  série  «,  peut  s'edectuer  aussi  par  voie  de  récur- 
rence comme  il  suit. 

Nous  avons 

«A+i  =  —  Pi  «A+3  —  Pi  «A-i-2  —  Pi  «A4-1  —  /^  "A- 

Divisons  par  —  ///,^3  et  il  viendra 


'•A+i  =  /^l+/''2 


'^k+z 


''k+i''k-^]>''k  +  \ 


=  /^i  -  -^  L,  -4-    -^  (p,  -f-   ---p, 

^A+i  L  ^A+2   \  'A+1 

En  général,  pour  une  équation  de  degré  quelconque  «, 

;  I  )      —  nc+n  —Pi  -+-  —-^ Pi  ^ ' ( /^3  -^  •  •  •  +  ~^Pn 

0,-t-/(-l  L_  '..  H-/i— 2    \  'A-M 


Cette  relation,  limitée  à  deux  termes,  engendrerait  une  fraction 
continue.  L'analogie  se  poursuit  donc  avec  un  ti^ès  grand  degré  de 
généralisation;  en  réalité,  les  valeurs  j-^  sont  les  réduites  succes- 
sives de  véritables  fractions  continues  d'ordres  supérieurs. 

11 .  Il  reste,  bien  entendu,  à  s'assurer  que  les  valeurs  successives 
de  /•  convergent  réellement  vers  une  certaine  limite  au  lieu  de  s'en 
écarter.  C'est  ce  qu'il  sera  facile  de  vérifier  sur  cliac[ue  exemple  et 
d'obtenir  au  moven  des  conditions  initiales  dont  on  dispose.  Nous 
ne  croyons  pas  utile  ici  d  insister  pour  le  moment  sur  ce  point. 

Mais  ce  que  nous  voulons  faire  ressortir  surtout,  c'est  que  la  mé- 
thode précédente,  bien  qu'indirecte,  indique  une  marche  systéma- 
tique de  calcul,  un  tableau  des  opérations  à  effectuer  pour  parve- 
nir au  résultat,  c'est-à-dire  à  obtenir  les  racines  de  plus  grand  et 
de  plus  petit  module. 

On  peut,  à  un  point  de  vue  purement  théorique,  la  considérer 
comme  intermédiaire  entre  un  simple  procédé  numérique  et  une 
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solution  algébrique  proprcincnt  dite.  Enfin  clic  présente  cet  intérêt 
considérable,  sous  la  lonue  où  nous  venons  de  l'exposer,  de  n'éta- 
blir aucune  distinction  entre  les  racines  réelles  ou  iniaginair(;s  et 
d'avoir  ainsi  un  caractère  de  généralité  absolue  très  conforme  au 
véritable  esprit  de  l'Algèbre.  A  ces  litres  divers  et  en  remarquant 
sur  quelles  notions  simpbis  elle  s'appuie,  la  méthode  de  Daniel  Ber- 
noulli  mériterait  p(;ut-ètre  de  ne  pas  rester  dans  l'oubli  où  elle  pa- 
rait être  depuis  Euler  et  Legendre. 

Ayant  obtenu  les  racines  a  et  ti  de  plus  grand  et  de  plus  petit 
module  d'une  équation  algébrique  quelconque,  nous  pourrons  en 
débarrasser  l'équation  donnée  en  divisant  le  premier  membre  par 
[x  —  ci)[x rt  ) . 

On  appliquera  la  même  méthode  à  l'équation  nouvelle  ainsi  ob- 
tenue et  dont  le  degré  se  trouvera  abaissé  de  deux  unités,  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  équatiou,  soit  du  premier, 
soit  du  second  degré,  qui  dans  les  deux  cas  se  résoudra  inimédiate- 
ment  parles  formules  connues. 

Cas  des  racines  d'égal  module. 

12.  La  méthode  exposée  s'applique  intégralement  au  cas  où  la 
racine  de  plus  graudou  de  plus  petit  module  est  multiple,  car  le 
nombre  des  équations  (i6)  se  réduit,  il  est  vrai;  mais,  eomuie  il  y  a 
encore  une  racine  commune  a,  et  une  seule,  aux  équations  restantes, 
/•  doit  nécessairement  prendre  cette  valeur  a. 

llyauncas,  au  contraire,  dans  lequel  la  méthode  toudjc  absolu- 
ment en  délaut:  c'est  celui  où  il  y  a  à  la  fois  plusieurs  racines  d'égal 
module  maximum  ou  minimum  et  d'arguments  différents. 

JNous  allons  l'examiner  dans  le  cas  de  deux  racines,  qui  est  spé- 
cialement intéressant,  puisque  c'est  celui  que  présenlcmt  les  racines 
imaginaires  des  équations  à  coellicients  réels. 

13.  Pieprenons  l'équation  (91,  dans  laquelle  se  trouve  mise  en 
évidence  la  racine  a. 

rsous  pouvons  écrire  cette  relation  symbolique  sous  l'une  des 
deux  formes 

(22) 

(   K/Aii  —  n^      '->„'■  i'^'  =0. 
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Si  ïious  rapprochons  de  ceci  la  solution  que  nous  donne  la  for- 
mule {i8),  et  qui  peut  s'écrire 

//^.+l—  ^«A  =  0  (/trziCO), 

nous  voyons  que  la  racine  de  plus  grand  module  a  est  telle,  qu'elle 
annule  le  coellicient  symbolique  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (22),  c'est-à-dire  u^^^  —  au},=^  Uj^(^u  —  a)  pour  A' =  00  . 

Rappelons,  en  passant,  que  la  racinedeplus  petit  module  annule 
le  môme  coefficient  pour  Â=  —  co  . 

De  cette  remarque,  l'analogie  conduit  à  supposer  que,  si  nous 
considérons  à  la  fois  les  deux  racines  a  ci  b  ayant  les  plus  grands 
modules,  la  relation  (22)  pouvant  s'écrire 

(23)  u,,[u  — a)[u  — b)-\,^,^[u)-=o, 

les  racines  en  question  satisferont  à  l'équation 

Ui^.[u  —  « )  ( «  —  i )  =  o  ( /c  =.  C/D  ), 

ou 

( ^4)  "k+î  —[a  +  b]  11;,^^  -h  ab!,=  o. 

Mais  l'analogie  ne  saurait  suffire  pour  justifier  cette  conséquence, 
et  il  importe  de  l'établir  en  toute  rigueur. 

Dans  ce  but,  et  pour  employer  un  raisonnement  celte  fois  tout  à 
fait  direct,  nous  reprendrons  les  termes  z/,  sous  la  forme  de  la  re- 
lation (  2  ),  qui  met  en  évidence  les  racines  de  l'équation  et  qui  aurait 
pu  permettre  d'obtenir  les  résultats  précédents. 

Le  premier  membre  de  la  relation  (24)  diîviendra,  en  supposant 
quelconque  le  degré  de  l'équation, 

(   (  A«''+2  -t-  B  //-^^  +  Cc'-+2  -f-  .  .  .  ) 
(  25 )  I        —[a-\-b)  (  A«''-+i  +  B é''+i  +  Cc''+'  +  .  .  .  ) 

(        +  ab[ka'^-^^b''+Cc''-\- .     .). 

En  supposant  k  positif  et  très  grand,  et  de  plus 

mod a  ^  niod b  ^  niod c~^  .  .  . , 

nous  pouvons  négliger  les  termes  en  c,  <:/, .  ,  .  vis-à-vis  de  ceux  en  (t. 
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et  h,  et  alors  il  nous  reste  une  iilenlité  si  nous  égalons  à  zéro  l'ex^ 
pression  (aj)  ainsi  eonsidéréc  à  la  liinile. 

Les   deux  racines  de  plus  grand  module  a  et   h  satisfont  donc 
bien  à  ré(juation  (24)5  c'est-à-dire  à  celle-ci  : 

(  26  '  /-/.-i-i  —  [a  -h  b  .  -{-ah  —  iz=  o . 

Nous  avons  donc  aussi 

(27)  r,,^.,—  [a  +  h)  +  ab =0. 

'7.-f-i 

En  résolvant   les   deux  équations   (26)  et   (27)    par  rapport  à 
f  rt  -4-  Z>)  et  nh^  nous  trouvons 


\ 


1    '  h+\  \  '  k-i-î          '  / 

/•/.■+1  —  r^. 

~  » 

1    ^/.  'V.-Hl  (0.-*-2  

a-t-1  ! 

11  est  bien  entendu  toujours  que  ces  équations  s'appliquent  aux 
limites  pour  A  infini. 

Si  les  quantités  /■  sont  convergentes,  ces  deux  expressions  de  «  H- ^ 

et  ah  tendent  vers  la  forme  --,  et  d'ailleurs  il  n'y  a  pas  lieu  dans  ce 

cas  d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  que  celle  précédemment 
exposée. 

Mais  si,  au  contraire,  il  y  a  deux  racines  a  et  h  d'égal  module 
maximum,  les  (juantités  /•  cessant  de  converger  vers  une  certaine 
limite,  on  pourra  appliquer  ces  formules  (28). 

Comme  exemple  extrèuiement  simple,  prenons  la  série 

c|ui  donne  en  particulier 

[u)  I,     2,     —3,      I,     2,      —3,      I,     2,      —3,      ... 

pour  la  série  //. 

La  série  des  rapports  /•  s(>ra 

.s  3  i  3  ï 

[r]  ..,        _-,       -^,       ,,        --,       --,       ..., 

Bull,  fie;;  Sciences  tnathéni .,    2*=  Série.  1.  V.  (Juin   i8îi.)  lO 
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(ît,  en  appliquant  les  formules  (28),  nous  trouvons  pour  les  seconds 
membres  les  quantités  constantes  —  i  et'-j-  i.  Donc  il  en  est  encore 
ainsi  à  la  limite,  et  nous  avons 

a  -\-  h  =  —  I ,      ah  =:  I , 

relations  bien  connues  qui  tléterniinent  les  racines  imaginaires 
«ubiques  de  l'unité. 

Il  n'est  pas  nécessaire  ici  de  passer  à  la  limite,  et  les  cjuantités  se 
trouvent  constantes,  parce  que  justemiMit  les  racines  en  cjuestion 
sont  les  seules  que  possède  l'équation  répondant  à  la  série  («). 

Nous  avons  pris  un  cas  particulier  tel  que  celui-là  pour  simplifier 
les  calculs  numéiiques  et  rendre  néanmoins  l'exemple  assez  frap- 
pant. On  voit  en  effet  que  les  quantités/',  par  elles-nièmes,  ne  don- 
neraient rien,  puisqu'elles  ne  sont  pas  convergentes,  tandis  que  les 
formules  (28)  l'ournissent  un  résultat. 

14.  11  peut  être  assez  intéressant  de  donner  à  la  formule  (28) 
une  forme  dans  laquelle  entrent  les  conditions  initiales,  de  même 
qu'à  la  relation  (9)  nous  avons  pu  donner  la  forme  (10). 

Pour  cela,  écrivons  cette  formule  (  23) 

l'A+i  -^a ./.(«)  =  [(«+*  )  "A+1  —  «^«A-l  ■]'«,/.(")• 

Si  nous  donnons  successivement  à  A  les  valeurs  o,  i,  2,  3, .  .  . ,  et 
si  nous  cberclions  à  introduiie  seulement  dans  le  second  membre 
les  termes  «j  et  «y,  nous  trouverons 


■^«7.('0  = 


u^  —  fibi/o  )->«,i(rt), 


"■i-!^a./,{"i  =    T  "i~  ^'''' r"'>    ■^'■''  "  ' 


11  est  facile  de  généraliser  à  la  manière  ordinaire  et  de  démontrer 
qu'on  a 

(^9)  i'k-ka.b[u]  =  (U/.«,  —  oZ'U/,_i«u)-]/«,i(w), 

U/,  U^^i,  .  .  .   étant  les  fonctions  IJ  de  M.  Lucas,  qui  se  rapportent 
à  l'étpiation  (  x  —  a  )  (.r  —  lA  =0. 
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Autres  propriétés  des  séries  u. 

15.  Les  différences  Au  des  termes  d' une  série  u  fornienl  en- 
core une  série  de  la  même  fannlle. 

Soit  en  effet  une  série  u^  avec  la  loi  de  récurrence 

l'K+n  +  Pi  "/.4-«--l  +  .  .  .  +  /J««A=  O. 

Nous  aurons  aussi 

«/.4-«+l  +  P\  "A-i-n  -+-••.  -+-/-'„  «/,=  O, 

et,  par  soustraction, 

(  U/c-hn-^l  —  «/.+«)  H-  Pi  {"/.+„  —  "A+n-l  )  +  •  •  •  +  P«  {  "/.  +  l  —  "/,)  =  O, 

c'est-à-dire 

(  3o  )  ^IfA+n  H-  Pi  ^llh+n-l  +  ■  ■  ■  +  Pn  ^«/.  =  O. 

CoKOLLAiiiE. — Les  différences  d'ordres  quelconques  A-/<,  A'  u,... 
forment  encore  des  séries  de  la  même  famille. 

Par  exemple,  si,  comme  au  n*'  o,  nous  reprenons  la  série 

[u]         I,      7,      9,      22,      77,      210,      673,      ir)34,      5978,       ..., 

qui  correspond  à  l'équation 

.r-*  —  2,1,-  —  5  j:  -I-  6  =  o, 
les  séries  suivantes, 

(a«)  I,        7,     i3,       55,     i33,       4^3,      ..., 

(A^«)  6,      6,     42,       78,     33o,       798,     ..., 

(A^w)  H-  o,     36,     36,     252,     4^^'     1980,     ..., 


correspondront  aussi  à  la  même  équation. 

Sous  forme  symbolique,  l'équation  de  récurrence 


iii.f'i^  =  o 
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étant  donnée,  on  peut  dire  qu'il  est  permis  d'opérer  par  A,  A'-.  ..., 
A^,.  .  .   sur  cette  équation  et  d'en  déduire  en  général 

(3i)  yiu,J[u=o. 

16.  Si  iiJie  série  u  correspond  à  l'équation  f[x)  =  o,  elle  cor- 
respond en  même  temps  à  toutes  les  équations  telles  que 

f[a:]-Xo[.v)  =  o, 

ç(a.")  étant  un  polj  nome  entier  quelconque. 

En  effet,  posons  F[x)  =J\x)'Xzi[a').  Toutes  les  racines  de 
l'équation  y(jc)  =  o  sont  en  même  temps  racines  de  l'équation 
F^^x)  =  o.  Donc,  en  raisonnant  exactement  comme  nous  l'avons  fait 
aun°2,mais  appliquantseulementlecalcul  aux  racines dey^(a  j  =  o, 
nous  obtiendrons 

(82)  U/^.V[u]  =  o, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Réciproquement,  s'il  arrive  qu'une  même  série  u  satisfasse  à  la 
fois  à  deux  lois  de  récurrence  distinctes 

c'est  que  les  deux  polynômes  F(a:)  et  F<  (x)  ont  un  certain  diviseur 
commun  /(x). 

Si  Ufi  F,  («)  =  o  est  la  loi  de  récurrence  du  moindre  nombre  de 
termes  que  présente  la  série  «,  alors  F  (a*)  est  un  multiple  deF|  (x). 

Par  exemple,  la  série  de  Fibonacci 

1 ,      1 ,     2 ,      '^ ,     5 ,     8 ,      1 3 ,      ... 

satisfait  aux  deux  lois  Uh_^3 — '^u/r+\  —  "a=o,  «^4.3 —  ^  i' f^+i-h  n h=  o . 
Donc  les  deux  polynômes  x' —  2X —  1,  jc^ —  ax-  -h  i  ont  un  divi- 
seur commun.  Ils  sont  tous  deux  multiples  de  x-  —  x  —  i,  et, 
effectivement,  la  loi  de  récurrence  la  plus  simple  que  présente  la 
série  ci-dessus  est 

Cette  proposition  conduit  à  diverses  conséquences  assez  dignes 
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d  intérêt.  S'il  arrive,  par  exemple,  qu'une  série  a  réjjondant  à 
y*(x)  =  o  soit  périodicpie,  c'est-à-dire  si  l'on  a  uiij^n-=  Uh^  c'est 
que  toutes  les  racines  dey'(a:)  =  o  appartiennent  à  ré(]uation  ])i- 
nùnie  x"  =  i . 

D'après  ce  ([ui  précède,  on  voit  que,  une  loi  de  récuirencc  étant 
donnée,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres  en  ajoutant  à 
l'équation  Ji^x)  ^  o  autant  de  racines  qu'on  voudra.  En  d'autres 
ternies,  il  est  licite  de  multiplier  l'équation  svinbolique  de  récur- 
rence par  un  polynôme  entier  en  u. 

Introduisons  q  fois  la  racine  i .  Cela  nous  donnera 


"/.  f{  "  )  (  "  —  \  'I  z=:  o 


ou 


(33)  [u-i)in,f[u]=:o, 

c'est-à-dire,  en  vertu  d'une  autre  formule  symLolique  bien  connue, 

M' U/.f  n)  =  o. 

?Sous  avons  donc  ainsi  une  nouvelle  démonstration  de  la  propo- 
sition qui  fait  l'objet  du  numéro  précédent. 

Ainsi,  prendre  les  différences  d'ordre  q  ou  multiplier  l'équation 
de  récurrence  par  (zf —  i)?,  c'est  exactement  la  même  chose.  Ces 
remarques  peuvent  parfois  servir  à  retrouver  la  loi  de  récurrence 
d'une  série  donnée  numériquement. 

Soit,  par  exemple, 

[u]  I,     2,     3,     7,      II,     27,     43,      

Formons  les  différences 

(am)  I,    I,    4»    4'    i^»    16 

On  vérifie  immédiatement  ici  la  relation 

ui^.+,  =  4  «/. , 

qui  correspond  à  l'équation 

.r^  —  4  =  o. 
Or  on  n'a  pu  introduire,  en  prenant  les  dilférences,  que  la  racine 
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j:  zzz  I .  C'est  donc  parmi  les  multiples  de  a:- —  4  qu'il  faut  chercher 
le  premier  membre  de  l'équation  à  laquelle  répond  la  série  u.  Si  on 
effectue  en  effet  le  produit  [x-  —  4)  (■^-  —  i)  =  x^  —  x-  —  4-^  H-  4i 
on  peut  vérifier  que  la  série  u  satisfait  à  l'équation 

17.  Reprenons  les  fonctions  çp„( -3"), 'fi (.^)i  •■•  considérées  au  n" 4. 
INous  savons  qu'on  a 

Or,  la  formule  (lo),  appliquée  aux  diverses  racines,  nous  donne; 
///_.  o„  f  w  i  =  n/^  //„  'jj„  f  u  ] , 


Donc,  par  addition, 

(34)  «/■/'(«)  =  ««[«'?«(«)  +  ^'VÀ^')  +  •  •  •]' 

formule  intéressante  en  ce  qu'elle  donne  une  expression  de  la  dé- 
rivée symboliquey(«)  en  fonction  des  racines. 

18.  Si  ^{x)  est  une  fojicdon  entière  quelconque  et  si  l'on  forme 
l'expression  symbolique  u^'h^u)  =  i^/;,  l^  série  t'  sera  de  même 
famille  que  la  série  u. 

Soit  en  ellet,  pour  simplifier,  sans  diminuer  en  rien  la  généralité 
du  raisonnement. 

Alors 

'■/.-  =  «/.  -^  ;  "  )  =  Qî  "/.+3  +  Q2  "/,-;-2  +  Qi  «A:+i  -^-  Qo  "/.  • 

Ecrivant  cette  équation  pour  un  nombre  suffisant  de  valeurs  con- 
sécutives de  A',  multipliant  par  les  coefiicients  de  la  fonctiony(«) 
et  ajoutant,  on  aura 

••/.■/(•')  =  Qs^A'+a/l")  +  Q2«/.+2/(")  -^  Qi'/A+i/("j  ^-  Qo"a/(«)  —-  o, 
puisque  tous  les  termes  du  second  membre  s'annulent  séparément. 
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D'une  manière  générale,  ii  étant  une  série  ([uel(<)n(|ue,  réeur- 
rente  ou  non,  si  l'on  [)Ose 

"/,  y  i  «  )  =  "A-. 

le  ealcul  ei-Jessus  nous  montre  (jue  nous  avons 

(34)  ''x-z(";  ="^^("j/(")' 

^{x)  et  X\^)  représentant  deux  polynômes  entiers  queleonques. 

Comme  la  multiplication  symbolique  dans  le  second  membre  est 
eommutative,  on  a  encore 

«•>i-/.(")  =  «'Â--M.'''N 

si  l'on  pose 

Vérifions  sur  l'exenqile  quelconque 
(«)  I,    7,   5,   3,   9,    2,    II ,    i5, 

en  supposant  ^[x]  =  2X  -f-  1 ,  '/J x]  =  x-  —  x  -h  •>• 

Alors  les  fonctions  v/,—  //A'i/(«),  v'^  =  iih  /.(")  sont  respeclive- 
ment 

(•'}  i5,      17,      II,     -21,      i3,     24,     4'- 

'(•";  I  ,      <),      21  .      -2,      36,       10, 

et  l'on  a,  en  formant  soit  i'X(^)i  ^^'^^  '^' "^W)-» 
3cj,     6(,     25,     7Î,     56, 

lésultat  qui  est  le  même  dans  les  deux  cas. 

Construction  de  ijnelques  séries  ^éoniétriijaes. 

19.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  pas  cru  nécessaire 
d'insister  sur  la  construction  des  termes  des  diverses  séries  consi- 
dérées. L'application  des  principes  les  plus  simples  jde  la  méthode 
des  équipollences  permettra  toujours  dele  faire  avec  une  grande  faci- 
lité. Mais,  en  terminant  cette  étude,  il  nous  parait  intéressant  d'exa- 
miner sur  quelques  exemples  fort  simples  la  loi  de  formation  des 
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termes  de  cerlaines  séries,  provenant  presque  toutes  d'équations  du 
second  degré. 

Les  théories  qui  précèdent  permettront  parfois  de  trouver  des 
solutions  de  questions  purement  géométriques,  et,  d'autre  part, 
nous  verrons  se  généraliser  et  s'éclaircir  en  même  temps,  parla  re- 
présentation géométrique,  la  notion  analytique  de  telle  ou  telle 
série  envisagée  d'ordinaire  au  point  de  vue  arithmétique  ou  algé- 
brique seulement. 

11  est  à  remarquer  qu'on  peut  engendrer  souvent  certaines  séries 
géométriques,  au  moyen  d'une  équation  dont  les  coefficients  et  les 
racines  sont  réels,  si  l'on  se  donne  des  conditions  initiales  imagi- 
naires. D'autres  fois,  au  contraire,  ce  sont  les  coefficients  ou  les  ra- 
cines qui  peuvent  être  imaginaires.  C'est  ce  qu'on  distinguera 
parfaitement  dans  les  exemples  qui  vont  suivre. 

20.   Prenons  l'équation 

.r"^  —  3x  -j-  3  =  O, 

qui   engendre   la  série  de  Fermât,   généralement   écrite  sous  la 

forme 

G,      I  ,     3,     7 ,      i5,     3i ,     63,      .... 

La  loi  d{;  récurrence  est 

Les  racines  de  l'équation  sont  i  et  3,  et  la  formule  de  récurrence 
pL'Ut  effectivement  s'écrire  sous  l'une  des  deux  formes 

qui  donnent 

La  loi  de  succession  des  points  u  est  évidente.  Quels  que  soient 
les  points  initiaux  Wo,  i<(,  tous  les  points  iio',  «3,  •  •  •  sont  en  ligne 
droite,  et  les  segments  successifs  qu'ils  forment  sont  tels,  que  cha- 
cun de  ces  segments  est  double  de  celui  qui  le  précède. 

La  limite  du  rapport  des  deux  droites  0///,^i ,  0<<a,  O  étant  l'ori- 
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yinc,  Lciul  vers  1  lors(|ue/.  Iciul  vers  l'infini  posilil",  et  2  est  (illccli- 
venient  la  r.uine  de  plus  grand  module. 

Si  l'on  fait  tendi'e  A'  vers  l'iulini  néyalif,  les  points  u,  au  lieu  de 
s'éloigner  à  l'inlini  comme  tout,  à  l'heure,  tendent  à  se  rapprocher 
infiniment  les  uns  des  autres  et  de  la  limite  commune  indiquée  par 
2//,, —  //|.  C'est  ce  que  montre  immédiat(;ment  la  construction  in- 
verse. 

Dans  ce  cas,  et  par  le  seul  l'ait  que  les  points  u  tendent  vers  une 

limite  commune,  la  limite  du  rapport     '"^'  est  égale  à  i,  qui  est  la 

II/- 

racine  de  |)lus  petit  module  de  l'éqtiation. 

Remarques.  —  I.  Toutes  les  fois  que  dans  une  équation  du  se- 
cond degré  à  coefficients  réels  x^~\- p^x  -\- p^=:.  o  il  y  a  une  ra- 
cine égale  à  j  ,  c'est-à-dire  toutes  les  lois  que  l'on  a 

les  points  iiq,  «1,  112-,  •  •  •  qwi  figurent  la  série  correspondante  sont 
tous  en  ligne  droite. 

II.  Toutes  les  fois  que  dans  une  équation  de  degré  quelconque  7i 
à  coefficients  réels  il  v  a  une  racine  égale  à  i,  si  l'on  se  donne  les  n 
points  initiaux  en  ligne  droite,  tous  les  points  qui  figurent  la  série 
correspondante  seront  sur  cette  même  droite. 

21.   Soit  l'équation 

J?-  — ■  X  —  l  :=:  0, 

génératrice  de  la  série  de  Fibo]\acc[,  qu'on  écrit  généralement 
o,      I ,      I ,     2,     3,     5,     8,      i3,      21 ,      .... 
La  loi  de  récurrence  est 

et  les  racines  de  l'équation  sont 

1  4-  v'5       ,        i  —  \/5 

a  =:  5      0  =  • 
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Eu  ajoulanl  à  1  cquatloii  la  racine  i,  le  jtremicr  uiciiibro  de- 
vient 

./■■'  —  "î.r-  -f-  I , 

d'où  la  nouvelle  loi  de  récurrence 

U/,+i=  7.ft,,^,—  «/., 

à  laquelle  doit  satisfaire  aussi  la  série. 

De  là  une  construction  plus  simple  que  celle  indiquée  parla  pre- 
mière forme:  onc()nstruitsurO//o,0«i  leparallélograuimeO«o"2"i  ; 
on  prolonge  //o"2  d'une  lougueur  égale  en  u^Hi-,  puis  ii^Ui  d'une 
longueur  égale  eu  z/3«4,  puis  u^H',  en /<.,«.;,  et  ainsi  de  suite;  indéfi- 
niment. La  construction  inverse  donnera  les  points  d'indices  né- 
gatifs :  ainsi  la  droite  z^oZi,  sera  prolongée  d'une  longueur  égale  à 
elle-même  en  zii»_),  U{Uo  <-'n  z/u//_o,  //o"-i  t;ii«_i«_3-i  t^t  ainsi  de 
suite. 

En  faisant  la  figure,  on  voit  tout  de  suite  que  les  points  ii^if  s'é- 
loignent rà  l'infini  dans  une  certaine  direction  et  dans  le  même  sens, 
et  que  les  points  u_f(  s'éloignent  à  l'infini  dans  une  autre  direc- 
tion, en  se  distribuant  alternativement  dans  un  sens  et  dans  l'autre. 

Le  rapport  — - — -■>  de  même  que  celui  des  segments  «a^i  zfA^2  ^'t- 

»/,«/,4-i,  tend  vers  rt  = ■   pour  les  valeurs  positives  de  Â,    et 

vers  b  = pour  les  valeurs  négatives  de  A . 

On  a 

Donc  toutes  les  directions  i/,  —  ^«oi  "2 —  ^"1 1  •  •  •  sont  parallèles 
et  il  en  est  de  même  pour  «,  —  ««0,  "2  —  ««i ,  .... 

Pour  A  positif  et  infiniment  grand,  «a+i  et  bu^  ont  la  même  di- 
rection, cjui  est  celle  de  u^  —  bu^  ou  de  a[u^  —  bii^)  =  au^  -r-  Uo-, 
puisque  ab  =  —  i . 

Pour  A  négatif  et  infiniment  grand,  ii]i_^\  et  au/i  ont  la  même  direc- 
tion, c]ui  est  celle  de  «1  —  niiQ  ou  de  b{^u^  —  «f/o)  =  bii^  -\-  z/q. 

On  obtiendra  donc  les  deux  directions  limites  par  la  construction 
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suivaiilL'  :  sur  la  diiccliou  0/<|  on  porlei-a 

■j5  ^  2 

puis  ou  ibrmcra  les  parallclogramnics  Oz/qP»  P,  OiI(^SO-  Les  deux 
droites  OR  et  OS  seront  resj)e<',liveinenl  les  direetions  limites  des  « 
positifs  et  des  a  négatifs. 

Remarque.  —  Toutes  les  fois,  dans  une  équation  ([uelconque, 
que  la  raeine  a  de  plus  grand  (ou  de  plus  petit)  module  est  réelle  et 
dillérenle  de  l'unité,  les  points  11  à  indices  positifs  (ou  négatifs) 
tendent  vers  une  certaine  direction  limite.  Cette  direction  est  donnée 
par  /<o  ^r/(«)-  Cela  résulte  immédiatement  de  la  relation 

en  généralisant  ce  ([ui  précède. 
22.   Soit  l'équation 

qui  engendre  en  particulier  la  série  de  Pell, 

G,    1 ,   2,   5 ,    l'î,   29,    70,    .  .  .  , 
dont  la  loi  de  récurrence  est 

Nous  avons  pour  racines  de  l'équation 

Appelons  en  général  il,,  le  point  symétrique  du  point  «a  par  rap- 
port à  l'origine  O.  Nous  avons  la  construction  suivante,  connais- 
sant z/q  et  «(  :  prolonger  la  droite  n\^i^  d'une  longueur  égale  à  elle- 
même  en  U\  ;/o,puis  u\  11-2  en  11^11^,  puis  ii'.^u^  en»,,;*,,  et  ainsi  de  suite. 
La  construction  inverse,  qui  s'indi([ue  d'elle-même,  nous  donnera 
les  points  d'indices  négatifs.  Il  se  présentera  des  particularités  ana- 
logues à  celles  de  l'exemple  précédent,  quant  à  la  disposition  géné- 
rale des  points  u. 
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r  0?/xm-1        1  ^  U,^,  Il  1.^0  1  /— 

Le  rapport  — ?  de  même  que  — -^  tend  vers  i  -+-  v/a,  ou 

vers  I  —  \/2,  suivant  qu'il  s'agit  des  points  à  indices  positifs  ou  à 
indices  négatifs. 

La  direction  limite  des  droites  0«^/i  est  celle  de  zf  i  —  /vUq  ou  de 
a(ui  — ^''o)  =  ^"t  •+-  "o  i  celle  des  droites  Oi/_A  est  bu,  -+-  ii,^  :  d'où 
une  construction  tout  à  lait  analogue  à  celle  de  l'exemple  qui  pré- 
cède. 

23.   Prenons  l'équation 


X~  -+-  X  -t-  1  =  o. 


Elle  donne  lieu  à  la  loi  de  récurrence 

Les  points  u^^  u,  étant  donnés,  on  tire  de  là  cette  construction  : 
prendre  le  milieu  ni  de  UoU,\  joindre  niO  et  prolonger  celte  droite 
de  deux  fois  sa  longueur  en  Owo^  prendre  le  milieu  m'  de  u,  lu  et 
prolonger  m'O  de  deux  fois  sa  longueur  en  Oui\  il  est  visible  que 
le  point  u^  ainsi  obtenu  coïncide  avec  Uq^  et,  en  continuant  ainsi,  la 
série  des  points  est  indéfiniment 

«0.     «1,     "2.      «01     "\1     "2.     «0>      •   •   •• 

Cela  vient  de  ce  que  le  premier  membre  de  l'équation  est  facteur 
de  x'^  —  I,  ce  qui  entraine  la  périodicité  de  la  série. 

L'indétermination  de  la  limite  du  lapport  — ^— ^  provient  ici  de  ce 

que  nous  nous  trouvons  précisément  dans  le  cas  de  deux  racines 
d'égal  module,  étudié  plus  haut  au  n°  13. 

Les  racines  de  l'équation  donnée  sont  en  effet  les  racines  cu- 
biques imaginaires  de  l'unité. 

24.  Soit  l'équation  du  second  degré  à  coefficients  imaginaires 
x^-\- p,x -\-  p^_  =  o\i  nous  supposerons  qu'elle  ait  l'unité  pour  une 
de  ses  racines,  d'où  la  condition  i  -hp\  -\- p>  =^  o.  Alors  il  est  vi- 
sible que  l'autre  racine  eslp-^. 
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\'A\  rappt'Iaiit  A,  l'i-qualiou  peut  s'écrire 

(.;._,)(x— ),)=,r2—  (i  +).).r+À  =  o, 
et  la  loi  de  réenrrenci;  de  la  série  qui  eu  résulte  est 

///,+.  =  {  I   +   /  1  ?//,+  !  —  ).  «/,, 

d'où  l'on  tire  encore 

"h-rï—  A«A-M=  "/c+1—  -*■«/..       l'A+i—  ?//.+!  ='•(  «A+1  —  «/.)• 

Cette  dernière  forme  de  la  loi  de  récurrence  fournit  la  construc- 
tion que  voici  :  connaissant  Wq,  i<i,  on  forme  le  triangle  z<o"i  '^2  tel 

que  — — '-  =  /,  puis  les  triangles  ?/,  «2 «3,  UoU^U;^  .  . .,  tous  directe- 

ment  semblables  au  premier.  En  continuant  en  sens  inverse  la  série 
des  triangles  semblables,  on  aura  les  points  à  indices  négatifs. 

Si  mod/<^i,  les  points  ii^k  tendent  vers  une  certaine  limite  \^ 
et  les  points  //_a  s'éloignent  indéfiniment. 

Si  modA^  I,  c'est  exactement  l'inverse  qui  se  produit. 

Lorsque  modÀ=:^  i,  nous  avons  indétermination. 

Supposons  modX<^  i  et  cliercbons  la  position  limite  u  dont  nous 
venons  de  parler.  iSous  savons  qu'on  a 

«/,+  ,  —  H/,  =  )/•  (  i/,  —  «0  ) . 

De  là 

///,  —  »/,_,  =  //--^  (  ?/[  —  «J, 


et,  par  addition  des  A  dernières  égalités. 


"k  —  "0  — 


II,  —  «n    . 


Donc,   en  faisant  tendre  k  vers  ce  ,  il  nous  reste 


lui!  «/,=  ''  = 


1  /  I  > 
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Cela  nous  donne  encore 


c'est-à-dire  que  la  position  limite  v  est  le  sommet  commun  des 
triangles  semblables  i^«o"ii  »'"i'<2.  r/zoz/g,  ....  Les  points  u  sont 
donc  distribués  sur  une  spirale  logarithmiqvie  dont  v  est  le  pôle. 
Dans  le  sens  positif,  ils  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  ce  pôle; 
dans  le  sens  négatif,  ils  s'en  éloignent  au  contraire  sans  limite, 

mais  le  rapport        '"^'  tend  alors  à  se  rapprocher  de  plus  en  plus  de 

ou  de  / . 

Il  suffit  d'alterner  le  sens  positif  et  le  sens  négatif  pour  avoir  les 
conclusions  relatives  au  cas  de  mod  A  ^  i . 

Et  lorsque  mod  a  =  i  ,  il  est  clair  que  les  points  u  se  distribuent 
indéfiniment  sur  une  ligne  polygonale  régulière,  et  par  conséquent 
sur  une  certaine  circonférence,   sans  tendre  vers  aucune  limite  et 

sans  que  le  rapport— ^^  tende  non  plus,  lui  aussi,  vers  une  limite 

cpielconque.  Le  centre  de  celte  circonférence  est  déterminé  par  la 
même  valeur  vque  ci- dessus;  mais  aucun  des  points  ne  saurait  s  en 
approcher . 


25.   Soit  l'écjuation 


^■'-^ë 


Elle  a  pour  racines  -  et  -•  La  loi  de  récurrence  correspondante  est 


5 


Si  nous  prenons,  comme  au  u"  22,  les  points  ///  symétriques  de  iih 
par  rapport  à  l'origine,  nous  avons  la  construction  cjui  consiste  à 

joindre  u'yi/)  et  à  porter  sur  cette  droite  z/'yZ<o=-.  u^■,U\  ;  de  môme 

5    ,  .     .  ,         .        ^ 

«,  //j  =z  -  //|  //o,  et  ainsi  de  suite.  La  construction  inverse,  cjui  s  in- 
dique d'elle-même,  donnera  les  points  à  indices  négatifs. 
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On  rccoiinail  aiscMiu'ul  (juc  Jos  points  à  indices  positifs  se  rappro- 
chent indelininienl  de  l'origine  et  que  les  points  à  indices  négalils 
s'éloignent  au  contraire  à  l'infini.  Le  rapport  d'un  terme  au  précé- 

1  "/,-^l  1  '  7  '  7 

dent,  — —5  tend  vers  -  mnw  A  =  H-  ^   et  vers  —  iiour  A  =:  —  co  . 

U/,  2  '  >J  ^ 

La  relatitni  de  récurrence  nous  donne 

1  I    /  I 


"/,+i-3"A--,  ^".       3 


I  I    /  1 


"/.^i  —  r  "A  =  ^  l  "i  —  -  "(] 

La    direction    limite    de   0//^a     est    conséquemment    celle    de 
//,  — -  iio,  et  la  direction  limite  de  0«_a  est  celle  de  U( Uq. 

3  2 

Des  deux  relations  précédentes,    nous  tirons  par   soustraction, 
après  avoir  multiplié  la  première  par  3  et  la  seconde  par  2, 

u/,+1  =  —    3  //,  —  u„    —  —    2  ;/ ,  —  M„  . 


remplaçons  l'indice  entier  À'  par  un  paramètre  t  que  nous  suppose- 
rons variable  d'une  manière  continue  et  le  point  //a^.i  par  un  point 
courant  n.  Il  viendra 

équipollence  d'une  courbe  sur  laquelle  sont  situés  tous  les  points  u. 
On  vérifie  aisément  que  cette  courbe  est  tangente  à  la  direction  /à 
l'origine  et  qu'elle  a  une  branche  parabolique  infinie  le  long  de  la- 
quelle la  tangente  approche  de  plus  en  plus  de  la  direction  m. 

Remarque.  —  Ce  cjui  précède  peut  s'étendre  à  toutes  les  équa- 
tions du  second  degré.  Nous  avons  eu  effet,  a  et  h  étant  les  racines, 

et  de  là,  par  soustraction, 

[a   Il  '';  ///=  ff''  (  liy  />"„  ]    ^''  [  "l   ~    ^'Ul  ;  • 
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Remplaçant  k  par  t,  «a  par  w,  et  posant 

7/i  —  h  Un  i(\  —  aur^ 

■ y-  =  l,      ■ —  =  —  '", 

a  —  b  a  —  u 

il  vient 

u  =  a'  !  +  bhn, 

équipollence  d'une  courbe  qui  contient  tous  les  points  u.  En  don- 
nant au  paramètre  t  toutes  les  valeurs  entières,  on  obtient  sur  cette 
courbe  les  points  Uf^  que  nous  avons  constamment  considérés. 

Pour  des  racines  réelles  et  positives,  on  voit  aisément  que  l'équa- 
tion de  cette  courbe  en  coordonnées  rectilignes  est  de  la  forme 

j  .=  C.r'-. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'appliquer  cela  aux  divers 
exemples  qui  précèdent  et  de  déterminer  les  courbes  des  u  dans  ces 
divers  cas. 

26.  Soit  enfin  une  équation  de  degré  quelconque,  dont  tous  les 
termes,  à  l'exception  du  premier,  ont  même  coefficient  et  même 
signe,  et  qui,  en  outre,  admet  la  racine  -t-  i,  c'est-à-dire 

/(^)  =  n.i"—  a;"-i  — .r"-2_  .  .  .  _  j;  _  j  —  q. 
On  en  déduit  la  loi  de  récurrenc'e 

'  '  \ 

n 

c'est-à-dire  qu'en  prenant  le  centre  de  gravité  du  système  formé  par 
ji  points  consécutifs  on  obtient  le  point  qui  suit  le  dernier  d'entre 
eux. 

Cette  construction  conduit  à  une  limite  pour  les  points  t^/t,  ce  qui 
tient  à  ce  que  la  racine  -f-  i  est  précisément  celle  de  plus  grandmo- 
dule.  On  peut  se  proposer  de  reclici-clier  cette  limite. 

En  divisanty(jc)  par  ,t —  i,  on  trouve  pour  quotient 

Bj  (  X  )  =z  n  .r"-'  +  \fi  —  I  )  a-"--  H-  ...  -f-  3  .r-  -+-  2.r  +  i . 

Donc   la  relation  Ufifalu-)  =  (T-'' iin'-fft{i')   nous  donnera,   «  étant 
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égal  à  1 , 

W«/,+„_,  +  (  «  —  I  )  MA  +  /J-2  +  .  .  •   +  2  «/,+  ,  ■+-  «A- 
=  «H„_,  -h  (  //  —  I  )  W„^2  +...-+-  2  «,  +  ?<„. 

Or,  lorsque  A"  croit  indélîniincnt,  tous  les  a  du  premier  nicuibre 
tendent  à  se  rapproelier  indéliniiuent  de  leur  limite  commune  e. 
Donc  il  vient 

[«  +  («  —  l)  H-  («—  2)  -+-  .  .      -h2  +  l](' 

=  /?W„_1  +   (  «  —  I  '  ?/„_2  +  .   .   .  +  9.  «1  +  Z/(,. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  point  r,  il  suffit  de  prendre  au  hasard 
//  points  consécutifs,  d'appliquer  au  premier  un  poids  i ,  au  deuxième 
un  poids  2,  etc.,  et  de  déterminer  le  centre  d(!  i^ravité  de  ce  sys- 
tème. 

S'il  s'agit  simplement  d'une  équation  du  troisième  degré,  nous 
avons  une  construction  très  simple  :  étant  donné  un  triangle  i/o  i/|  «o, 
on  en  détermine  le  eentie  de  gravité  //s,  puis  le  centre  de  gravité  //., 
du  triangle  u,  z/o^a^  et  ainsi  de  suite. 

La  limite  des  points  u  sera  donnée  par  la  formule 

•'  =  -T  (  3//^  4-  2//,  -4-  «o), 
o 

qui  se  traduit  par  la  construction  suivante  :  portei-.  à  partir  de  //„, 

3  .   .  . 

ii^f^^y  «o"2^    joindre  yi/(,   mener   par  //g   (centre  de  gra\ité  de 

4 
//„//i  112  )  une  parallèle  u^z  à  //o"2  :  ^a  rencontre  des  droites  /«i  et  //., - 

donnera  le  point  limite  r. 

En  prenant  ce  point  pour  origine,  on  aurait  la  loi  de  récurrence 

3///;.+.-+-  2«^+,H-  «^.=-0, 

et  l'on  pourrait  tirer  de  là,  comme  plus  liaut,  l'équipollence  de  la 
courbe  des  //.  soite  de  spirale  avant  l'origine  e  pour  point  asvm])to- 
tique. 
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SUR  LES  AIRES  DES  COURBES  ANALLAGMATIQUES  ('j; 

Par  m.  V.  LIGUINE, 

Professeur  à  IL  niversité  crOdessa. 

1.  On  peut  définir  une  courbe  anallagmalique  comme  l'enve- 
loppe d'une  série  de  cercles  décrits  de  tous  les  points  d'une  cer- 
taine courbe  («)  et  qui  coupent  orthogonalementun  cercle  fixe  {p). 
Le  nom  à'anallagmatiques  a  été  donné  à  ces  courbes  par  M.  Mou- 
lard,  d'après  leur  propriété  remarquable  de  se  transformer  en 
elles-mêmes  par  rayons  vecteurs  réciproques,  quand  on  choisit  le 
centre  du  cercle  fixe  (p)  pour  pôle  et  le  carré  de  son  rayon  pour 
paramètre  de  transformation,  ou,  en  d'autres  termes,  quand  on 
prend  le  cercle  {p)  pour  cercle  d'inversion.  On  appelle  déférente 
la  courbe  {a),  Heu  des  centres  des  cercles  enveloppés. 

Depuis  les  importants  travaux  de  M.  Moutard,  qui  constituent 
le  point  de  départ  de  la  théorie  générale  de  ces  courbes,  les  anal- 
lagmatiques  n'ont  pas  cessé  d'attirer  l'attention  des  géomètres.  Il 
ne  sera  donc  peut-être  pas  dépourvu  d'intérêt  d'exposer  quelques 
propriétés  relatives  aux  aires  de  ces  courbes,  qui  ne  paraissent  pas 
encore  avoir  été  énoncées  et  qui,  je  tiens  à  le  constater,  m'ont  été 
suggérées  en  grande  partie  par  l'étude  du  beau  Mémoire  de 
M.°  Mannheim,  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  ou  sphériques 
considérées  comme  enveloppes  de  cercles  {-). 

Les  aires  des  anallagmatiques  dépendent  en  général  de  trans- 
cendantes compbquées.  Mais  il  existe  quelques  relations  générales 
très  simples  entre  l'aire  d'une  anallagmatique  et  celle  de  la  podaire 
de  sa  déférente  prise  par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe  {p),  re- 
lations qui  permettent,  dans  beaucoup  de  cas  particuliers,  de  dé- 
terminer certaines  parties  des  aires  des  anallagmatiques.  Ce  sont 
ces  relations  que  je  me  propose  d'établir  dans  cette  Note. 

2.  Soient  (p)(fif^--  0  uncercle  fixe,  P  son  centre,  a  son  rayon  et 


(')  Les  principaux  résultats  de  cette  Note  ont  été  communiqués  à  la  session 
d'Alger  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences. 
C)  Journal  de  Mathématiques,  2=  série,  t.  VII,  p.  lai,  année  1862. 
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(a)  une  courbe  fixe  quelconque;  imaginons  une  série  de  cercles 
décrits  de  tous  les  points  de  (<*/)  et  coupant  orthogonalement  la  cir- 
conlércnce  (/>).  L'enveloppe  de  tous  ces  cercles  variables  sera  une 
courbe  qui  se  compose  de  deux  brandies  (C(),  (e-i).  M.  IMannbeini 


Fi(î. 


a  démontré  (')  qu'en  prenant  le  point  P  pour  pôle  cette  enveloppe 
a  pour  équation  polaire 


(I) 


2  9.r 


a-^r:  o, 


OÙ  r  est  le  ravon  vecteur  et  Q  une  fonction  de  l'angle  polaire  o> 
telle  que  la  courbe  exprimée  dans  le  même  système  de  coordon- 
nées par  l'équation 

(2)  p=:i> 

représente  la  podaire  (b)  de  la  courbe  (a)  relativement  au  point  P. 
En  effet  (-),  soit  (c)  un  des  cercles  enveloppés  et  a  son  centre; 
cherchons  les  points  où  (c)  touche  son  enveloppe.  Ces  points 
sontles  intersections  de  (c)  avec  un  cercle  infiniment  voisin  (c'),  qui 
a  un  pointa'  de  (a),  infiniment,  voisin  de  a,  pour  centre,  et  qui 
coupe  orthogonalement  le  cercle  (/?).  Ce  dernier  cercle  étant  or- 
thogonal aux  cercles  (c)  et  (c'),  son  centre  P  appartient  à  l'axe 
radical  de  (c),  (c'),  et,  comme  cet  axe  radical  doit  aussi  être  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres  aa\  il  faut,  pour  avoir  cet  axe. 


C)  Journal  de  Mathématiques,  i"  série,  t.  VII,  p.  121  ;  1862. 
(•     Je  reproduis  ici  l'élégante  démonstration  de  >I.  Mannhcini. 
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abaisser  du  point  P  une  perpendiculaire  sur  aa' .  A  la  limite,  la 
droite  aa'  devient  tangente  à  la  courbe  (a)  en  a,  et  la  perpendicu- 
laire P^,  abaissée  de  P  sur  cette  tangente,  coupe  le  cercle  (c)  aux 
deux  points  ce.,  où(c)  touche  son  enveloppe  (e,),  {e.). 
Le  triangle  c,  ac.  étant  isoscèle,  on  a 

Pr,  r=  P  />  +  hc,  =  P  />  -^  />ro=  Vb  +  Vh  —  Pc, -=  2  P  />  —  Pc, 


i3)  Pr,-hPr,=  ?.P/>. 

D'autre  part,  les  cercles  {p),  (c)  se  coupant  orthogonalement, 
le  rayon  PA'  de  (p)  est  tangent  à  (c)  au  point  de  leur  intersec- 
tion A",  et  Ton  a,  d'après  un  théorème  connu, 


(4) 


Pr;.Pc,,^P/.- 


Mais  PA=a  et  P&==p  =  Q,  puisque  la  droite  PZ>  est  le  rayon 
vecteur  du  point  h  de  la  podaire  (ft)  de  (r/),  représentée  par  l'équa- 
tion (2).  On  conclut  donc  des  équations  (3)  et  (4)  que  les  lon- 
gueurs Pc,  Pco  sont  les  racines  de  l'équation  (i)  répondant  à  une 
valeur  déterminée  de  l'angle  polaire  03.  En  faisant  varier  le  point  a 
sur(;a),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  point  h  sur  [b),  et  par  suite 
la  valeur  de  w,  les  points  c,,  c,  décrivent  la  courbe  (e,),  (>2)-  Pai' 
conséquent,  l'équation  polaire  de  cette  courbe  est  bien  l'équa- 
tion (1). 

On  voit  donc,  en  se  reportant  à  notre  définition  des  anallag- 
matiques,  que  toutes  ces  courbes  sont  comprises  dans  l'équa- 
tion (i),  l'équation  (2)  étant  l'équation  de  la  podaire  de  la  défé- 
rente par  rapport  au  centre  du  cercle  fixe. 

La  forme  de  l'équation  (1)  montre  en  outre  qu'en  y  changeant 

0  eu  -  on  obtient  la  même  courbe,  ce  qui  constitue  une  autre 
'           p'                                                              .  .         ,  ,    , 

propriété  fondamentale  des  anallagmatiques,  mentionnée  précé- 
demment. 

3.  Nous  avons  donc  à  nous  occuper  des  aires  des  courbes  repré- 
sentées par  réqualion  (i  ). 
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Soient  /\y  et  /'.,„/  les  valeurs  des  racines  de  celle  équation  ré- 
pondant à  une  même  valeur  déterminée  oj'  de  l'anj^le  o)  et  /■,,„."> 
/•.,„// les  valeurs  de  ces  racines  répondant  à  une  autre  valeur  dé- 
lermlnée  (.<)"  de  (o.  Considérons  les  aires  des  deux  secteurs  limités, 
I  un  par  la  courbe  et  les  rayons  vecteurs  /'i,,,/,  'i,,.,"'.  1  autre  par  la 
courbe  et  les  rayons  vecteurs  r,.^',  /■2,w";  nous  nommerons  ces  aires 
correspondantes,  et  nous  les  désignerons  respectivement  par  A, 
et  Ao.  On  a 

Ai=:-  /     r-,(l(x),      A., -=  -   /     /''-,(/m, 
'^^  J  ■  '       '^ ,'  . 

«^  la'  «    (u 

/•  1  -^  i>  +  \/i-*J  —  o"^ ,       r-i  z-  12  —  y/ 1>^  —  a- , 
(Toù  l'on  déduit  racilement 

Ai  ■=.   I      il-cho  —  -  a^  (w''  —  w'  )  -H    /      12  y/ii-  —  a-  doj, 

A,  =    /      il- dw  —  -  a^  (  m"  —  w'  )  —   /      12  y'i22  _  a-  c/w, 

ce  qui  donne  pour  la  différence  et  la  somme  des  aires  correspon- 
dantes d'une  anallagmatique 

(  5  )  A ,  —  Aj  =  2    /      i>  v'o-  —  a-  f/oj . 

(6)  A,  +  A.,=  2    /      t>"-V/to  —  a-(  oj"—  oj'), 

4.  Les  formules  (5)  et  ((i)  peuvent  être  obtenues  l'acilement 
par  des  considérations  géométriques. 

Considérons  les  aires  correspondantes  infiniment  petites  dAi 
et  (iAo  comprises  entre  chacune  des  branches  (C)),  (ea),  la  corde 
de  contact  Pci  et  la  corde  de  contact  du  cercle  (c'),  infiniment 
voisin  de  (c).  On  a 

dA ,  =;  -  P c,   .  doj,     c/A.,  =:  -  P c,  .  c/w. 

2  "  2  " 

Donc 

d\^~d\,^-{p7i'—V7.^)dto  ^-(Pf,-^  Pr,)(l*r,  —  PcoU/o., 
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ou,  on  vertu  de  Féquation  (3), 

dXi  —  dX^  =:P  b.CiCido). 
Mais  Cl  Co  =  2  bc2  ;  donc 

^Ai  —  dX^  =  '^P  b.  bc^  diii, 
d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  to'  et  lo",  on  trouve 


Li  —  A,  =  2    / 


Pb.bcydbj. 


Or,  P6  =  p  =  Q:  en  outre,   les   deux   cercles  (/?)  et  (c)  se  cou- 
pant orthogonalement,  on  a 


bci  =r  aCi  —  ab  ::=  ak  —  ab 

—  ¥ci  —Vk'  —  Tîb  --=  ¥b  —  PÂ-"  =  L>2  —  %\ 

On  retrouve  ainsi  la  formule  (5).    Pour  obtenir  la   formule  (6), 
prenons  la  somme 

rfA,  + rfA,^  -  (Pci  -i-Pc,  jdtsi. 

En  vertu  des  relations  (3)  et  (4),  on  trouve 

p^'+ p7/=  4p7>'— 2PCi.Pc2=  4P6'  — 2a2 

<:/A,  H-  r/A2  =  2  P  6    .r/w  —  a- c/co, 


et 


ou,  en  intégrant, 

Ai+A.2=2    Ç     P&".c/co  — a2(o/— w'), 

expression  identique  à  (6),  puisque  P6  =  Q. 

5,  Occupons-nous  de  l'interprétation  de  la  formule  (6).  L'in- 
tégrale /  Q-f/co  qui  y  figure  est  le  double  de  l'aire  comprise 
entre  la  podaire  (2)  et  les  deux  rayons  vecteurs  qui  limitent  les 
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aires  correspondantes  A,  et  A,  de  raiiallagmaliciuc.  Le  dernier 
terme  du  second  membre  de  l'équation  (6)  représente  le  double 
de  l'aire  du  secteur  circulaire  détaché  dans  le  cercle  fixe  (p)  par 
les  mêmes  ravons  vecteurs.  Par  conséquent,  si  l'on  nomme  la  pre- 
mière aire,  pour  abréger,  Vai/r  rorrcsjioiidante  de  ht  jxxlaire, 
on  peut,  d'après  l'équation  ((3),  énoncer  ces  conclusions  : 

I.  La  somme  des  aires  correspondantes  d'une  analla gma- 
tiqiie  est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  podaire  de 
la  déférente  ;  cette  somme  est  donc  exprimable  en  termes  finis 
quand  Vaire  correspondante  de  la podaire  de  la  déférente  est 
exprimable  en  termes  finis. 

La  demi-somme  des  aires  correspondantes  d'une  anallag- 
ma tique  est  égale  à  la  difj'érence  du  double  de  Vaire  corres- 
pondante de  la  pjodaire  de  la  déférente  et  de  l'aire  du  sec- 
teur correspondant  du  cercle  fixe. 

L'équation  (6)  peut  encore  être  présentée  sous  la  forme 

—  {-   f      li-c/to /       r'idoj  )  ="   /       il-dt'i  —  a-  i^io"—  w'). 

Les  quantités  entre  parenthèses  expriment  les  aires  comprises 
entre  chaque  branche  (e,),  (co  )  de  l'anallagmatique,  la  podaire  (b) 
et  deux  rayons  vecteurs  déterminés  issus  du  pôle  P.  On  a  donc, 
en  désignant  ces  aires  par  î,  et  îo,  la  relation 

(7)  .,—  =2—^      vJdoi  —  y.^^o"—oJ'), 

d'oii  l'on  conclut  : 

IL  La  différence  des  aires  comprises  entre  les  deux  brandies 
d'une  anallagmatique,  la  podaire  de  sa  déférente  et  deux 
rayons  vecteurs  quelconques  issus  du  centre  du  cercle  fixe 
est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  podaire  de  la 
déférente  ;   cette   différence    est    donc   exprimable   en    termes 
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Jinis  quand  l'aire  correspondante  de  la  podaire  de  la  défé- 
rente est  exprimable  en  termes  Jinis. 

Cette  différence  est  égale  au  double  de  l'aire  comprise  entre 
la  podaire,  la  circonférence  fixe  et  les  deux  rayons  vecteurs 
extrêmes  issus  du  centre  de  cette  circonférence. 

M.  Ribaucour,  en  considérant  les  aires  N),  N2  comprises  entre 
les  deux  branches  de  l'anallagmatique,  les  normales  extrêmes  et 
la  déférente,  a  démontré  la  relation  (*) 

(8)  X,  —  \o— -   ^     p'-'dto  —  a2  (co"—  10'), 

où  p'  est  le  ravon  vecteur  de  la  déférente  issu  du  centre  du  cercle 
fixe.  L'intégrale  /  p'-cho  étant  le  double  de  Vaire  correspon- 
dante de  la  déférente,  c'est-à-dire  de  l'aire  du  secteur  compris 
entre  la  déférente  et  deux  ravons  vecteurs  menés  du  pôle  aux 
pieds  des  normales  extrêmes  considérées,  l'équation  (8)  fait  voir 
(jue: 

III.  La  différence  des  aires  comprises  entre  les  deux  branches 
d'une  anallagmaticjue ,  les  normales  extrêmes  et  la  déférente 
est  exprimable  en  aire  correspondante  de  la  déférente  ;  par 
conséquent,  cette  différence  est  exprimable  en  termes  finis 
quand  l'aire  correspondante  de  la  déférente  est  exprimable  en 
termes  finis. 

Cette  différence  est  égale  au  double  de  l'aire  comprise  entre 
la  déférente,  la  circonférence  fixe  et  deux  rayons  vecteurs 
menés  du  centre  de  cette  circonférence  aux  pieds  des  normales 
extrêmes. 

6.  Appliquons  ces  résultats  généraux  à  quelques  courbes  par- 
ticulières. 

Considérons  en  premier  lieu  les  ovales  de  Descartes,  courbes 
anallagmatiques  dont  la  déférente  est  un  cercle.  Rappelons  d'a- 
bord quelques  propriétés  générales  de  ces  courbes. 


(')  Sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  surfaces  enveloppes  de 
sphères  {Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  V,  p.  339,  année  iSyg). 


MÉLAiNGES.  9.5; 

La  courbe  complète  se  compose  de  deux  ovales  conjugués  dont 
l'un  rt'iirerme  complètement  raulre  cl  qui  ont  un  axe  de  symétrie 
commun;  elle  possède  trois  foyers  dis|)Osés  sur  cet  axe  ;  un  foyer 
se  trouve  au  dehors  du  plus  grand  ovale  et  les  deux  autres  sont 
situés  dans  l'intérieur  du  plus  petit.  L'équation  polaire  des  ovales 
de  Descartes,  l'un  des  trois  foyers  étant  pris  pour  pôle  (  '  )  et  l'axe 
de  la  courbe  pour  axe  polaire,  est  de  la  forme 

(9)  /•-  —  2/{a  T- bcost») -\- ^-^:^  o, 

où  a,  6  et  a  sont  des  constantes.  Le  cercle  qui  sert  de  déférente  a 
son  centre  sur  l'axe  de  la  courbe  à  la  distance  b  du  pôle,  et  son 
rayon  est  égal  k  a;  a.  désigne  toujours  le  ravon  du  cercle  fixe. 

On  peut  faire  voir,  par  une  discussion  de  l'équation  (9),  que  les 
deux  racines  de  cette  équation  répondant  à  une  valeur  déterminée 
del'anole  o)  sont  les  ravons  vecteurs: 

1°  De  deux  points  situés  sur  /';//«  et  l'antre  oxaie  et  dun  même 
côté  du  fover,  lorsque  c'est  le  fover  intérieur  extrême  qui  est 
pris  pour  pôle  du  svstème  des  coordonnées  ; 

1^  De  deux  points  situés  sur  l'un  et  l'autre  ovale  et  de  diffé- 
rents côtés  du  foyer,  lorsque  le  pôle  est  au  foyer  moyen  ; 

3°  De  deux  points  situés  sur  le  même  ovale,  lorsque  le  pôle  est 
au  fover  extérieur. 

Ces  conclusions  tiennent  à  ce  que  l'équation  polaire  (9)  ne  re- 
présente en  réalité  que  l'ensemble  de  deux  moitiés  des  ovales  con- 
jugués, moitiés  disposées  d'un  même  côté  par  rapport  à  l'axe 
quand  le  pôle  est  au  foyer  intérieur  extrême,  et  de  côtés  diflerents 
quand  le  pôle  se  trouve  au  foyer  moyen  ou  au  foyer  extérieur. 
Pour  avoir,  dans  chaque  cas,  l'équation  de  l'autre  moitié  de  la 
courbe  complète,  il  faut  changer  de  signe  devant  le  terme  conte- 
nant la  constante  a,  la  courbe  complète  étant  ainsi  représentée 
par  les  deux  équations 

(   /•■-  —  2/{  h  ros o)  -{-  a  )  -^  a- r=  o. 

(10)  ' 

/   /•-  —  2  /■  I  b  ros  w  —  <7  )  -H  a-  •:=  o. 


(')  Les  ovales  de  Descartes  peuvent  donr  être  considéré»  de  trois  manières  dif- 
férentes comme  analla^matiques  ayant  une  cirronfércnre  {irinr  déféiente. 
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telles  que  les  points  déterminés  par  l'une  d'elles  sont  les  images 
par  réflexion,  relativement  à  Taxe  de  la  courbe,  des  points  déter- 
minés par  l'autre  équation.  On  est  conduit  à  ces  deux  équa- 
tions (lo)  en  prenant  l'équation  des  ovales  de  Descartes  en  coor- 
données rectangulaires,  dont  l'origine  se  trouve  à  l'un  des  foyers 
et  l'axe  des  x  est  dirigé  suivant  l'axe  de  la  courbe,  et  en  y  substi- 
tuant aux  coordonnées  rectangulaires  les  coordonnées  polaires, 
avant  la  même  origine  et  l'axe  des  x  pour  axe  polaire;  on  trouve 
ainsi  une  équation  du  quatrième  degré 

(i  i)  (/•-  —  2  br  cosco  H-  a-)-—  \ar  r-:=.  o, 

qui  se  décompose  en  deux  équations  (lo)  ('). 

7.  Puisque  la  déférente  des  ovales  de  Descartes,  considérés 
comme  courbe  anallagmatique,  est  une  circonférence,  et  puisque 
la  podaire  d'une  circonférence  est  une  conchoïde  de  cercle  ou  un 
limaçon  de  Pascal,  la  ligne  (6)  est,  dans  ce  cas  particulier,  une 
conchoïde  circulaire  ;  son  équation  est,  d'après  l'équation  (9), 

(12)  p  ^  <7  H-  Z^costo. 

En  vertu  du  premier  théorème  général  sur  les  aires  des  anallag- 
matiques,  la  somme  des  aires  correspondantes  des  ovales  de  Des- 
cartes est  donc  exprimable  en  aire  correspondante  de  conchoïde 
circulaire,  et,  comme  cette  dernière  aire  est  exprimable  en 
termes  finis,  il  doit  en  être  de  même  de  la  somme  des  aires  corres- 
pondantes des  ovales  de  Descartes. 

Pour  obtenir  l'expression  de  cette  somme,  portons  la  valeur  (1  y) 
de  0  dans  la  formule  générale  ((J);  il  vient 

Aj-hAo^ia  1      (a  H- Z^cosoj)- c/oj  —  a-(oj" — 0/). 
En  effectuant  les  intégrations  indiquées,  on  trouve,  après  quelques 


(')  J'étais  arrivé  à  ces  résultats  ainsi  qu'à  d'autres,  concernant  les  aires  des 
ovales  de  Descartes,  lorsque  je  pris  connaissance  du  très  intéressant  Mémoire  de 
M.  S.  Roberts  {On  the  avals  0/  Descartes),  où  ils  se  trouvent  déjà  exposés  et  au- 
(|uel  je  renvoie  par  consi-quent  le  lecteur.  \'oir  Proceedings  of  the  London  Ma- 
t  lie  mat  ical  Society,  vol,  III.  \\.  in'i. 
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rétliiclions, 

Aj-t-  A2=  (aa-H-  b'^  —  'x-){Lo"—  w')  -^  liab{sinoj"  —  sinto') 

H —  b-  (sin2  w" —  sin  2m'). 


U3) 


D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment  sur  les  racines  de  l'équa- 
tion (9),  on  devra  entendre  ici  sous  aires  correspondantes  A|,Ao  les 
aires  telles  que  F,c',  y',F,,  FiC^y'^F,  (Jig-  2),  quand  l'équation  po- 


Fi{;.  2. 


laire  (9)  de  la  courbe  est  rapportée  au  foyer  intérieur  extrême  F< 
comme  pôle,  les  aires  telles  que  FoC,  y",  Fo,  ¥2c".^Y-2^^'  quand 
l'équation  (9)  est  rapportée  au  foyer  moyen  Fo,  et  les  aires  telles 
que  Fgc'j'y'j'Fs,  Fgc'ô' y'I'Fj,  quand  l'équation  (9)  est  rapportée  au 
foyer  extérieur  F3.  Pour  avoir,  au  lieu  des  sommes  des  aires 

F,c'r!\F,  +  ¥,c,';',F„   F,c'i7^F,+  F,c;7;F„   F3c7y:F3+ F3c;:7^F3, 

respectivement  les  sommes  des  aires 

F,f/;  r,\  Fi  +  F,d'.,  0.,  Fi,  F,d]  o';  F,  +  F,f/:  ^'^F^,  Fsd";o";F,  +  F,d:o":F3, 

on  n'aura  qu'à  changer  a  en  —  a  dans  la  formule  (i3),  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  dit  au  n°  6  sur  les  équations  (10). 

Au  moyen  de  la  formule  [i3)   on  peut  déterminer  la  somme  S 
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des  aires  totales  des  deux  ovales  conjugués.  En  supposant  le  pôle 
au  foyer  intérieur  extrême,  il  faudra  poser  lo  =  o,  (ij"=  7:  et  dou- 
bler le  résultat,  puisque  chacune  des  deux  équations  (10)  ne  re- 
présente que  l'ensemble  des  moitiés  des  ovales  conjugués.  On 
trouve  ainsi 

(i4)  S  =  (2rt-+ 6-— a-)  2r. 

Cette  formule  admet  une  interprétation  géométrique  simple. 
Les  ovales  de  Descartes  possèdent  une  tangente  double  et  deux 
points  de  rebroussement  coïncidant  avec  les  points  circulaires  à 
l'infini.  Les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points  de  rebroussement 
se  coupent  en  un  point  nommé  fove?^  triple  (*),  dont  les  coor- 
données sont  p  =  b,  w  =  o.  Si  l'on  décrit  de  ce  point  comme  centre 
un  cercle  qui  passe  par  les  deux  points  de  contact  de  la  tangente 
double,  le  rayon  de  ce  cercle  sera  égal  à  \Jia-  -\-  b-  —  7.'-  (-). 
L'équation  (i4)  exprime  donc  que  la  somme  des  aires  totales  des 
deux  ovales  conjugués  est  le  double  de  Vairc  de  la  circonfé- 
rence ayant  le  foyer  triple  pour  centre  et  passant  par  les 
points  de  contact  de  la  tangente  double.  Ce  résultat  a  été  déjà 
obtenu  par  M.  S.  Roberts,  qui  est  arrivé  aussi,  quoique  par  une 
voie  différente,  à  la  formule  (i3)  ("'  ). 

(•)  Voir  Salmox,  Higher  plane  curves. 

(')  En  effet,  si  l'on  remplace  dans  Téqualion  (11)  les  coordonnées  polaires  par  des 
coordonnées  rectangulaires  ayant  la  même  origine  et  l'axe  des  Jc  dirigé  suivant 
l'axe  de  la  courbe,  on  aura 

(^'4-j'—  2  6j;  —  a-)'— 4a'-(j;'  — j-=;  =0, 

ce  qu'on  peut  écrire 

[( X  —  b )'■  ^ _}■■  —  2 a-  —  b^ -T-  3i' )]'■  -=:  'l a- (a°  —  3.' -^  2 b x) . 

Cette  équation  montre  que  la  droite 

«•  —  a-  -  -  2  6  j;  =  o 

est  la  tangente  double,  et  le  cercle  dont  il  s'agit  a  pour  équation 

(x  —  b}^  —  y- —  -2 a- —  b--~  a"-=  o. 

Or,  le  centre  de  ce  cercle  est  au  point  (x  —  b,  y  =  o)  et  son  rayon  est  égal  à 


\î2a-  —  b- —  a-. 
(")  Vuir  le  Mcniuire  cité  de  M.  S.  Roberts.  p.  \ÏS. 
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Lorsque  a  =  o,  les  ovales  de  Descaries  dég«^nèrent  en  une  coii- 
choïde  circulaire  dont  l'équation  est 

(i5)  r  =  2(a -h  b  cosm), 

et  la  formule  (i4)  donne,  pour  la  somme  des  aires  totales  de  la 
courbe  et  du  nœud  de  cette  conchoïde  si  a  <  6,  ou  pour  Taire 
totale  de  la  courbe  si  a  >  />, 

expression  connue  que  l'on  obtient  soit  en  évaluant  Taire  de  la 
conchoïde  (ij),  considérée  comme  épicycloïde  ('),  soit  en  calcu- 
lant cette  aire  directement  par  les  règles  du  Calcul  intégral. 

La  différence  s,  —  ôo  (n**  o)  des  aires  comprises  entre  deux 
branches  correspondantes  des  ovales  de  Descartes  représentées 
par  l'une  des  équations  (lo),  la  conchoïde  (12)  servant  de  podaire 
au  cercle  déférent  et  deux  rayons  vecteurs  issus  du  centre  du 
cercle  fixe  et  formant  les  angles  to',  to"  avec  Taxe  s'exprime 
aussi  en  termes  finis,  d'après  le  théorème  II  du  n°  o.  La  formule 
générale  (7)  donne,  pour  cette  différence, 

(.6)        - 

/       +'iab  (sinw" —  sinto')  4-  7  6'^(sin2w" —  sin  2oj'), 
l  ^ 

et  pour  la  différence  U  des  aires  totales,  en  posant  (.)'=  o,  (o"=  - 
et  doublant  le  résultat, 

U  =:  (  2  a-  -h  b-  —  2  a-  I  -, 
ce  qu'on  peut  écrire 

(l-)  U  =  (2a--H/>- — a-)-  —  -a-. 

Cette  formule  exprime  que  la  différence  T  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  aires  de  deux  cercles  :  du  cercle  considéré  précédem- 


(')  Voir  mon  Mémoire  Sur  les  aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mouve- 
ment plan  d'une  figure  de  forme  invariable  (Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, 2*  série,  t.  l\.  année  18-H). 
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ment,  ayant  le  foyer  triple  pour  centre  et  passant  par  les  points 
de  conlaet  de  la  tangente  double,  et  du  cercle  fixe  orthogonal  à 
toutes  les  circonférences  enveloppées  par  les  ovales. 

8.  Comme  second  exemple,  considérons  l'anallagmatique  qui 
a  pour  déférente  une  ellipse  dont  le  centre  coïncide  avec  le 
centre  du  cercle  fixe.  La  podaire  d'une  ellipse  relative  à  son 
centre  a  pour  équation,  en  désignant  par  a  et  h  les  deux  demi- 
axes  et  en  prenant  le  grand  axe  pour  axe  polaire, 

p-  =:  a'  ces-  CD  -1-  b-  sin-  w. 

En  remplaçant  £l-  par  cette  valeur  dans  les  formules  (6)  et 
(-),  on  obtient,  après  toutes  les  intégrations  et  réductions, 

o}—  b- 

Ai-hA2=  («--I- />- — ^■)(w" — w')  H (sinaw" — sin 2 tu'), 

£,  —  eg"   -  (a- H-  b- —  27})  (o)" —  oj')  H — (sin2w" —  sin 210'). 

Posons,  dans  la  première  formule,  oj'^o,  m"=t.^  et  doublons 
le  résultat;  nous  aurons,  pour  la  somme  S  des  aires  totales  des 
deux  branches, 

S  :=:(«-  +  b-  —  a-  )  2  TT. 

Dans  le  cas  particulier  où  y.  ^=  a  —  b,  il  vient 

S^=  liTzab; 

donc,  dans  ce  cas,  la  somme  des  aires  totales  est  égale  à  quatre 
fois  l'aire  de  l'ellipse  servant  de  déférente. 

En  posant  a=  b  dans  les  formules  précédentes,  on  arrive  au 
cas  où  la  déférente  est  un  cercle  concentrique  au  cercle  fixe  ;  l'a- 
nallagmatique se  compose  alors  de  deux  cercles  concentriques 
aux  premiers. 

9.  Considérons  enfin,  comme  dernière  application,  l'anallag- 
matique ayant  pour  déférente  la  spirale  logarithmique 

3'=  ab"'. 
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(loiil  le  pôle  coïncide^  avec  le  cenlre  du  cercle  fixe.  En  nciIu  de 
celte  propriété  que  la  lanj^ente  à  la  spirale  loi;:irithini(pic  lait  un 
anqle  constant  avec  le  ravon  vecteur  j)assant  pur  le  point  de  con- 
lacl,  on  s'assure  facilement  que  la  podaire  de  celte  spirah;  relative 
à  son  pôle  est  la  même  courbe  tournée  d'un  certain  angle  autour 
de  ce  pôle  et  que  l'équation  de  celle  podaire  est 

c  désignant  le  sinixs  de  l'angle  constant  formé  par  la  tangente  et 
le  rayon  vecteur.  En  portant  cette  valeur  de  p  ou  Q  dans  les  for- 
mules (6)  et('j),  on  obtient,  toutes  les  intégrations  efi'ecluées, 

A,  +  Ao  =  ^  (  h'--"  -  b'"''  )  -  a-2  (  c./'  -  0/  ) , 
I    G' C       j  n.M  7  9,..' \  0  /      "  /i 

£,— £0= j  {b-""   —  b-"  )  —  a-(io  —  oj). 

La  somme  des  aires  correspondantes  et  la  différence  des  aires  £,, 
£2  de  l'anallagmalique  considérée  s'expriment  donc  en  termes 
finis. 

10.  Dans  le  n"  o,  nous  avons  cherché  comment  on  peut  ex- 
primer la  somme  des  aires  correspondantes  A,,  Ao  ou  la  diffé- 
rence des  aires  £1,  £0  d'une  anallagmatique  pour  une  déférenl<î 
donnée.  On  peut  se  proposer  le  problème  inverse  et  chercher 
quelle  doit  être  la  déférente  pour  que  la  somme  des  aires  corres- 
pondantes A),  Ao  ou  la  différence  des  aires  s,,  £2  d'une  anallagma- 
tique s'exprime  en  aires  d'une  courbe  donnée. 

Cherchons,  par  exemple,  la  déférente  d'une  anallagmatique  pour 
laquelle  la  somme  des  aires  A)  -I-A2  ou  la  différence  des  aires  £)  —  £0 
comprises  entre  deux  ravons  vecteurs  issus  du  centre  du  cercle 
fixe  s'exprime  en  portions  de  cercle.  D'après  les  formules  géné- 
rales (6)  et  (- ),  il  suffît  de  prendre  pour  déférente  une  courbe 
dont  la  podaire  par  rapport  à  un  point  de  son  plan  soit  un  cercle 
ou  une  droite  et  de  faire  coïncider  ce  point  avec  le  centre  du 
cercle  fixe.  On  sait,  par  exemple,  que  l'ellipse  et  l'hyperbole  ont 
j)Our  podaire  relativement  à  l'un  de  leurs  foyers  un  cercle  et  que 
la  parabole  a  pour  podaire  relativement  à  son  foyer  une  droite.  On 
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peut  donc  prendre  pour  la  déférente  cherchée  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  ayant  le  centre  du  cercle  fixe  pour 
foyer.  Par  conséquent,  la  somme  des  aires  correspondantes  et 
la  différence  des  aires  £|,  £o  d'une  anallagmalique  ayant  pour 
déférente  une  conique  dont  un  foyer  est  au  centre  du  cercle 
fixe  est  exprimable  en  aires  de  cercles. 

Les  exemples  considérés  dans  les  n°'  6-10  suffiront  pour  faire 
voir  le  parti  qu'on  peut  tirer  dans  certains  cas  des  théorèmes  g*'*- 
néraux  énoncés  dans  cette  Note. 
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COMPTES  RENDUS  ET   ANALYSES. 

PETERSEX    (J,).    —   MÉTHODES    et   tiiéouiks    pouh    la    rksolution    des 

PROBLÈ.MES    DE    CONSTRUCTIONS    (JKO.MÉTRIQLES,    AVEC   APPLICATION   A    PLUS    DE 

4oo  PROBLÈMES,  traduit  par  0.  Ciie.min.  Paris,  Gaulliicr-Villars,  1880;  petit 
in-.i°,  1 1 1  paijes. 

Nous  sommes  un  peu  en  retard  pour  signaler  à  nos  lecteurs  cet 
Ouvrage  excellent  et  original  qui,  publié  en  iS66  et  en  langue  da- 
noise ('),  a  fait  peu  à  peu  son  chemin  et  sera  bientôt  traduit  en 
anglais,  en  allemand  et  en  italien.  Voici  comment  l'auteur  définit 
dans  sa  Préface  le  but  qu'il  a  voulu  atteindre  : 

«  L'Ouvrage  actuel  a  pour  objet  d'essayer  d'apprendi-e  aux 
élèves  comment  on  doit  attaquer  un  problème  de  construction. 
Après  avoir  résolu  un  grand  nombre  de  questions,  les  unes  ori- 
ginales, les  autres  extraites  des  nombreuses  collections  existantes, 
j'ai  essayé  d'analyser  l'enchaînement  des  idées  qui  conduisent  à  la 
solution  de  chacune  d'elles  et  d'en  faire  une  classification  sous 
forme  de  règles  générales.  S'il  se  trouve  que  mes  solutions  diffèrent 
de  celles  des  autres  auteurs  et  si,  dans  certains  cas,  elles  paraissent 
plus  compliquées,  c'est  que  j'ai  préféré  celles  qui  sont  métho- 
diques à  celles  qui  semblent  dues  à  un  hasard  heureux.  L'objet 
que  j'ai  principalement  en  vue,  c'est  la  méthode;  dans  la  plupart 
des  cas  je  n'ai  fait  qu'indiquer  la  clef  de  la  solution  et  j'en  ai  laissé 
la  discussion  détaillée  au  lecteur  ou  au  professeur.    » 

Ce  que  l'auteur  ne  dit  pas,  c'est  qu'il  a  résolu  hien  des  pro- 
blèmes d'une  manière  absolument  nouvelle  et  très  intéressante. 
Son  petit  Recueil  mérite  d'être  accueilli  avec  faveur;  ce  n'est  pas 
une  compilation,  un  ouvrage  de  seconde  main  :  en  bien  des  points 
M.  Petersen  a  fait  œuvre  de  géomètre. 

M.  Zeuthen  a  bien  voulu  nous  envoyer  la  liste  des  questions 
proposées  depuis  1872  aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique 
danoise,  questions  qui  ont  été  résolues  par  la  plupart  des  candi- 
dats. Le  simple  énoncé  de  ces  questions  prouvera  quels  services  le 


(')  Metlioder  og  Theoricr  til  I.ôsuiiif;  of  ffeonietriske  Koiistriiktioiiso[)frm'er,  cimendte 
pan  c.   '(00  Opf^tiK'iT.  Kiôbeiiliavn. 

Bull.  (les  Sciences  riKitliéiii,,    1"  Série,   t.    V.  f  Juillet  l8:îi.)  lo 
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Jivre  de  M.  Pelersen  a  rendus  à  renseignement  géométrique  dans 
son  pays,  ^"oici  quels  sont  ces  sujets  de  composition  : 

1872.  Construire  un  trapèze,  connaissant  les  diagonales, 
l'angle  qu'elles  font  entre  elles  et  l'angle  formé  par  les  côtés 
non  parallèles. 

1873.  Construire  un  triangle  ABC,  le  côté  BC  devant  être 
tangent  à  u/i  cercle  donné,  le  côté  CA  devant  être  tangent 
à  un  autre  cercle  en  A,  pendant  que  le  troisième  côté  AB, 
prolongé  s'il  est  nécessaire,  passe  par  un  des  deux  centres  de 
similitude  des  deux  cercles,  et  l'angle  G  étant  égal  à  ()o°.  Com- 
bien y  a-t-il  de  solutions? 

1871.  Inscrire  à  un  secteur  de  cercle  ABC  un  secteur  abc 
semblable  au  premier,  de  telle  manière  que  le  centre  c  se  trouve 
en  un  point  donné  de  l'arc  de  cercle  AB. 

187o.  Construire  un  cpiadrilatère  ABCD,  conncdssant  les 
deux  distances  des  milieux  des  côtés  opposés,  V an gle  formé  par 
les  deux  droites  joignant  ces  milieux  et  deux  angles  du  qua- 
drilatère, ces  deux  angles  pouvant  être  soit  deux  angles  consé- 
cutifs, soit  çlcitx  angles  opposés. 

1870.  Un  cercle  et  deux  droites  étant  donnés  dans  un  plan, 
const/uire  une  dioitc,  de  direction  donnée,  rencontrant  le  cercle 
en  deux  points  A,  B,  et  les  droites  en  deux  points  a,  b,  tels  que 
les  distances  Aa,  Bb  soient  égales  en  grandeur. 

Comment  résout-on  la  cpiestion  si  l'on  remplace  le  cercle 
donné  par  une  ellipjse? 

1877.  Construiie  un  trapèze,  connaissant  les  deux  diagoncdes, 
1(1  distance  de  leurs  milieux  et  la  hauteur. 

1878.  i"  Construire  un  triangle  dont  les  côtés  sont  paral- 
lèles à  des  droites  données  et  dont  les  sommets  se  trouvent  sur 
des  droites  données. 

a"  Mener  une  droite  parallèle  à  une  droite  donnée  de  telle 
manière  qu'elle  divise  dans  le  même  rapport  deux  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  plan.  Montrer  que  la  même  cjiiestion  n'est 
résoluble  pour  un  quadrilatère  gauche  cjue  dans  le  cas  oii  la 
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(Iroite  (InniK'C  sr  trouve  dans  un  plan  paraUi'lo  aux  cnlrs  quon 
ne  divise jKis. 

1879.  i*'  Conslruire  un  liianf^lc  dont  o/i  connaît  un  <(ngle,  le 
côté  opposé  et  le  rapport  des  deux  autres  côtés. 

2"  Construire  un  quadrilatère  ABCD  circonscriptible  à  un 
cercle,  connaissant  la  diJJ'érencc  des  ((ngles  opposés  B  et  D,  la 

différence  des  côtés  AB  et  AD  et  les  rapports  -=-=-  et  -^  des  di- 
stances du  centre  du  cercle  inscrit  aux  sommets  opposés. 

Les  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  ne  connaissant  que  la 
Géométrie  élémentaire,  il  faut  convenir  avec  M.  Zeuthen  que  la 
possibilité  d'avoir  de  bonnes  solutions  de  ces  questions  témoigne 
favorablement  des  bons  fruits  qu'a  portés  en  Danemark  la  premièi'e 
édition  du  Livre  de  M.  Petersen.  Nous  espérons  que,  dans  sa  tra- 
duction française;,  ce  Livre  sera  consulté  par  tous  nos  professeurs, 
et  nous  n'hésitons  pas  à  le  leur  recommander  sans  restriction. 


WORPITZKY  (J.l.  —  Lehrbicii  der  Difi-ehentivi.-  i  nd  Integral-Re(:ii.\i.\(;. 

I  vol  in-8°,  794  page^-  Berlin,  1S80. 

M.  Worpitzky  enseigne  le  Calcul  difïerentiel  et  intégral  à  la 
Kriegs-Akademie,  et  c'est  le  résumé  de  ses  leçons  quil  donne  au 
public. 

II  est  intéressant  de  voir,  sur  cet  exemple,  quelle  peut  être  la 
nature  de  l'enseignement  scientifique  dans  une  école  pratique 
d'Allemagne.  On  est  tout  d'abord  frappé,  en  parcourant  le  livre 
de  M.  W  orpitzkv,  de  l'absence  de  préoccupations  utilitaires  :  évi- 
demment le  but  principal  de  l'auteur  nest  pas  de  rendre  ses  lec- 
teurs familiers  avec  les  procédés  de  calcul  qu'ils  pourront  avoir  à 
appliquer  pour  la  solution  de  problèmes  pratiques,  mais  bien  de 
leur  donner  des  idées  justes  sur  les  éléments  de  la  Science  et  de 
leur  inspirer  tout  au  moins  le  goût  de  la  haute  science.  Au  sur- 
plus, il  s'explique  longuement  dans  sa  Préface  sur  l'importance 
qu'il  altrilnie  à  l'étude  des  Mathématiques  pour  la  formation  et  le 
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développement  des  intelligences,  et  c'est  ce  développement  qui  le 
j)réocciipe  tout  d'aboi'd. 

M.  Worpitzky  n'a  pas  cru  devoir  séparer  le  Calcul  intégral  du 
Calcul  diflerentiel;  il  est  certain  que  cette  séparation  est  souvent 
artificielle.  La  notion  d'intégrale  définie  ou  indéfinie  est  liée  inti- 
mement à  la  notion  de  dérivée  et  il  est  parl'ois  incommode  de  vou- 
loir se  passer  de  cette  notion  pour  la  démonstration  de  certains 
théorèmes  que  l'on  regarde  habituellement  comme  appartenant  au 
Calcul  difiV'rentiel.  On  remarquera  encore  que  l'auteur  a  exclu 
systématiquement  la  notion  de  différentielle,  et,  à  la  vérité,  cette 
notion  n'a  guère  d'utilité  (^)  tant  qu'on  n'aborde  pas  la  théoine 
des  équations  différentielles. 

Après  avoir  précisé  le  sens  du  moi  fonction,  l'auteur  définit  les 
dérivées  et  donne  les  règles  principales  de  différentiation  ;  il  éta- 
blit ensuite  la  notion  d'intégrale  définie,  en  se  bornant  d'ailleurs 
au  cas  où  l'on  peut  décomposer  l'intervalle  compris  entre  les 
limites  d'intégration  en  intervalles  partiels,  en  nombre  fini,  tels 
que,  dans  chacun  d'eux,  la  fonction  soit  finie,  continue  et  varie 
dans  le  même  sens.  Il  donne  ensuite  les  règles  élémentaires  d'in- 
tégration ;  nous  noterons,  en  passant,  la  forme  générale  que 
^L  \^  orpitzkv  donne  à  la  règle  d'intégration  par  parties,  règle  qui 
consiste  pour  lui  dans  l'égalité  : 

/  /■(  //,.  Il,,  ....  Il „.  .!■)  d.r 
=  I  /{  iii.  II., //,,,  ./•)  d-x- 


cLv 


où  //|,  u-2.,  .  •  • ,  fin  sont  des  fonctions  quelconques  de  x. 

Il  traite  ensuite  de  la  répétition  des  opérations  de  différentia- 
tion et  d'intégration;  puis  il  aborde  le  théorème  de  Taylor  :  ce 
théorème  est  démontré  en  donnant  au  reste  la  forme  d'une  inté- 
grale définie,  puis  appliqué  au  développement  de  (i  -\~  x)™\  ce  dé- 


(')  Nous  np  pouvons  arcepter  sans  réserves  cette  assertion  de  noire  savant  col- 
laborateur. J.  H. 


CO.MI'TKS   UHNDL'S   KT   A  N  A  I.  VSi;S.  u6y 

veloppemenl  coiuliiit  à  la  iiolion  d<'  la  lonctiun  exponentielle,  el 
celle  dernière  à  la  nollon  de  la  fonction  lo<;arlllmii(pie.  L'auteur 
fait  avec  soin  l'élude  de  la  façon  dont  se  coinporle,  pour  j:  mlini, 
la  fonction 

ç(.r,  n,p)  =  l'>.v  r.r  l-.r.  .  .l"Kv{l"^y^f', 

OÙ 

l^^  —  j',      /' .r  =:  Le,      Pu-  =  l/.r,      .  .  . 

et  oîi  p  est  supérieur  à  —  i  :  celte  élude  est  faite  en  vue  de  la 
démonstration  des  règles  très  générales  que  fournit  la  considéra- 
tion de  cette  fonction  pour  la  détermination  de  la  convergence 
soit  des  intégrales  à  limites  infinies,  soit  des  intégrales  relatives  à 
des  fonctions  qui  passent  par  l'infini  entre  les  limites  d'intégration, 
soit  des  séries  infinies;  la  considération  de  la  même  fonction,  lors- 
qu'il V  a  divergence,  conduit,  dans  des  cas  très  étendus,  à  des  ren- 
seignements importants  sur  la  nature  de  la  divergence  :  toutes  ces 
règles  résultent  sans  difficulté  des  identités  évidentes 


f 


d.v 


'f^^-,  ii,o) 


=  l"^^jc-—  l"+^a. 


L'auteur  traite  ensuite  des  séries  et  des  produits  infinis,  de  leur 
convergence  conditionnelle  ou  inconditionnelle,  des  séries  à  double 
entrée,  de  la  diff'érentiation  cl  de  linléuration  des  séries  dont  les 
termes  sont  fonctions  d'une  variable. 

Passant  ensuite  à  la  considération  des  folictions  de  variables 
imaginaires,  il  prend  l'égalité 


pour  point  de  départ  de  la  définition  des  fonctions  circulaires, 
fonctions  dont  l'étude  est  faite  indépendamment  de  leur  significa- 
tion trigonométrique;  il  donne  leurs  développements  en  séries,  en 
produits  infinis,  et  les  développements  de  leurs  puissances  en  séries 
de  Fourier.  Il  traite  ensuite  de  la  dilférentiation  et  de  l'intégra- 
tion des  fonctions  de  variables  imaginaires,  ainsi  que  de  leur  dé- 
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veloppement  en  série  suivant  les  puissances  de  la  variable,  et 
termine  ce  Chapitre  en  établissant  les  propriétés  essentielles  des 
équations  algébriques  entières  :  l'existence  d'une  racine,  pour  une 
telle  équation /(j:")  =  o,  est  prouvée  par  l'absurdité  à  laquelle  con- 
duirait l'égalité 

iT.i         r  dx 

7\^)  " J  [^^- --■)/[-) ' 

ap])liquée  à  un  contour  circulaire  infiniment  grand,  si  la  fonction 
/{z)  ne  s'annulait  pour  aucune  valeur  finie  de  z. 

Dans  le  reste  du  Volume,  où  l'on  trouvera  l'étude  des  formes 
illusoires,  la  décomposition  des  fonctions  rationnelles  en  éléments 
simples,  l'intégration  des  différentielles  rationnelles  binômes,  al- 
gébriques et  transcendants,  enfin  la  recherche  des  maxima  et  des 
minima  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  il  convient 
de  signaler  un  chapitre  entier  consacré  à  la  formule  sommatoire 
de  Maclaurin. 

Enfin  un  Ap|)endice  contient  les  éléments  de  la  Géométrie  ana- 
Ivlicjue  et  les  applications  géométriques  les  plus  simples  du  Calcul 
différentiel  et  intégral. 


M  E  LAN  G  E  S. 

TRAVAUX  CONCERNANT  LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS 
ET  LA  THÉORIE  DES  PERTURBATIONS; 

Par  m.  n.  RADAU. 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes,  telle  qu'on  l'enseigne 
d'ordinaire,  se  montre  hérissée  dépines  dès  qu'on  a  dépassé  les 
premières  étapes  des  approximations  successives.  Il  se  trouve  aussi 
qu'elle  n'assure  pas  toujours  d'une  manière  suffisante  l'économie 
du  travail,  de  fortes  variations  des  éléments  elliptiques  pouvant  se 
compenser  mutuellement  et  ne  produire  que  de  faibles  changements 
des  coordonnées.  On  a  donc  cherché  d'autres  voies,  et  essayé  tour 
à  tour  des  moyens  d'intégration  très  divers.  Au  point  de  vue  pra- 
tique, les  méthodes  de  quadrature  ont  rendu  de  grands  services,  et 
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elles  uoiil  pas  dit  leur  dernier  mot.  11  luut  eiisuile  eiler  les  nié- 
ihodes  de  Ilanscn,  appliciihlcs  aux  pcrlnrhalions  spéciales  comme 
aux  perturbations  absolues,  qui  commencent  à  se  répandre  aujour- 
d'hui, et  auxquelles  se  rattachent  les  récents  travaux  de  M.  Gvldén. 
Enfin  on  a  tenté  d'utiliser  d'une  manière  plus  directe  les  intégrales 
connues  du  problème  des  trois  corps.  C'est  à  ce  sujet  que  je  me 
propose  d'entrer  dans  quelques  détails.  Je  commencerai  par  rap- 
peler brièvement  les  données  du  problème,  en  partant  de  la  trans- 
formation orthogonale  dont  je  me  suis  occupé  plus  longuement 
ailleurs  (*). 

1.  On  sait,  que,  lorsque  les  coordonnées  X,  \  ,  Z  sont  remplacées 
par  leurs  dillerences,  les  équations  difFérenlielles  du  mouvement 
de  trois  corps  perdent  la  forme  canonique,  en  d'autres  termes,  que 
les  accélérations  ne  sont  plus  les  dérivées  partielles  d'une  même 
fonction  L.  On  peut  leur  rendre  cette  forme  au  moven  dune 
transformation  orthogonale  indiquée  par  Jacobi,  qui  ne  change 
pas  la  direction  des  axes,  mais  s'applique  de  la  même  façon  aux 
coordonnées  X,  aux  coordonnées  Y  et  aux  coordonnées  Z.  La  ma- 
nière la  plus  simple  d'opérer  cette  transformation  consiste  à  rap- 
porter la  planète  principale  [/){')  au  corps  central  [ffio),  et  la 
planète  troublante  (/??,  )  au  centre  de  gravité  commun  des  corps  wîq 
el  m  (-  ).  Lorsqu'il  s'agit  de  la  Lune,  c'est  la  Terre  qui  est  le  corps 
central,  et  m,  représente  le  Soleil. 

On  posera  donc 


\ 

-\o  =  .r. 

X. 

—  Xo  =  .r,  - 

\, 

-X  =x.- 

-m"' 

M  =  A;?„  +  /;i,    et   des   relations    analogues   serviront    à    Iraiis- 


(')  Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  t.  V,  1868.  —  Joirrnal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  mai  1869.  —  Voir  aussi  deux  Mémoires  de  AI.  Emile 
.Malliieii  {Journal  de  Mathématiques,  1876  et  1877). 

(-)  I)"aprcs  une  remarqiio  que  je  dois  à  .M.  Tisserand.  NcwI'mi  aur;iil  di'j,!  indiciué 
'•c'Itc  I  raiisfiii-niiil  inn  ~|H'ii,jli'  |hiiii'  .Iiipitrr  cl   S.iliiriic-. 
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tonner  les  coordonnées  ^  ,  Z.  Soit  encore 


(I) 


M,  =r  nid  -+-  ffi  -+-  "'i  j      [J- 


mnit 

"AT 


~m7' 


les  équations  du  mouvement  prendront  la  forme 


„_   I    ^  „  _    I     ÙV. 

X    —  —  •)       X .  —  — — 

!-«.   ax  [Xj   c/.f, 


La  fonction  des  forces  U  dépend  des  trois  distances  planétaires 
/•(distance  de  m  à  /?io),  R( distance  de  m  à  wz,)  et  Rq (distance  de 
m^  à  m^  ).  En  désignant  par  /•,  la  distance  de  />?,  au  centre  de  gra- 
vité de  niQ  4-  nu  nous  aurons 


R5 


R2 


/■T  + 


,  m 


Al 


/•/•i  .ç, 


—  2  ^-r  /V,  5, 


M 


r-  z^x-  -hv''  -^ 


XI  +  rj  -^^-i, 


n\  s  —  XX  i  +  7Ji  +  ^::i. 

La  fonction  des  forces  U  et  la  fonction  perturbatrice  Q  ont  pour 
expressions 


ni^nii        /«m, 

~r7"^~r~ 


Rn 


R 


7?ï,  |J.    /   /' 
2  /•,      \  /•, 


mnto 


nii  M 


352 


m  ^        /• 

—    (35  —  35^) h 

/«  /•, 


et  les  équations  différentielles  peuvent  s'écrire 


Mx  _  I   du 

r^  <j.  ôx 


M,x, 


I     du 


Pour  simplifier  l'écriture,  je  suppose  ici  que  la  constante  de 
l'attraction  x  est  contenue  dans  dt,  c^est-à-dire  qu'on  a  mis  partout 
dt'  à  la  place  de  v,dt-.  Les  lettres  accentuées  représentent  tou- 
jours des  dérivées  prises  par  rapport  au  temps. 
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!2.    Kii  mlioiluisaiil  les  \;iiiiil)les  [J../"',  !J-)''.  u;',  cl  posant 


T=  -  a(.z-'2+j'2  +  :;'2), 


n  =  T  +  T,  —  u, 


où  T—  T,   if présente  la  Torce  vive   du  svstènie,  les  équations  du 
mouvement  pouiraient  encore  s'écrire 

dt   ~  d{iJ.yy  dt       ~~        dx' 


et  l'intégrale  des  forces  vives  serait  H  =const. 
Soient  encore 

(2)  /^=i ,    Ai  =  r, — — - 

'  '  1 

les  deux  fonctions  qui  deviennent  les  constantes  des  forces   vives 
dans  le  mouvement  non  troublé,  où 

/<  =  — ■>      A 1  = 1 

en  désignant  par  la,  2«,  les  grands  axes  des  deux  ellipses  ;  l'inté- 
grale des  forces  vives  prendra  la  forme 

(3)  A-^A,  rrzii  —  11. 

En  outre 

dh  ,  àiî  ,  ()iï  ,  ihl 

—r-    X     — —     -i-   )'     — —     -H   Z     -7—  5 

dt  ox       '      ÔY  Oz 

ou  bien,   en  regardante,  r,  ;  comme  fonctions  du    temps    t,    et 
X\,   >',,  z^  comme  fonctions  du  temps  /|, 

dh  _  r/ii       dh,  _(Li_ 
~di~~  ~dt''     ~dt   ~'  TiT^' 

Les  fonctions  A.  //,  sont  des  constantes  arbitraires,  des  éléments 
des  orbites  troublées;  elles  en  déterminent  les  dimensions  al)S(i- 
lues. 
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Remarquons,  en  passant,  qu'on  a  aussi 
,  I  ,  ,  <)V  mm,,  ôll 

(4)  -  {'^'")     =2T  +  /-— -=2Ah 1-   ,■  , 

2  or  /•  0/' 

(5)  -  (;j./--  +  ;jL,  /•7)"=  U  +  lU. 

Si  l'on  désigne  encore  par  /  la  vitesse  aréolaire,  par  a[3v  les 
cosinus  qui  en  déterminent  le  plan  (le  plan  de  l'orbite  instantanée), 
les  trois  projections  de  f  seront 

et,  en  posant 

les  intégrales  des  aires,  rapportées  au  plan  invariable,  pourront 
s'écrire  comme  il  suit  : 

(6)  Âa  +  Â-iai^o,     /cp^k,p,  =  o.     A-y+/m7,:=K; 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  orbites  se  coupent  dans  le  plan  inva- 
riable (K  étant  la  résultante  de  A',  A,,  si  l'on  considère  K,  A-,  A', 
comme  des  forces  normales  au  plan  fixe  et  aux  deux  orbites). 

Les  fonctions  y,  f^,  ou  bien  A,  A,,  deviennent  les  constantes 
des  aires  dans  lemouvement  non  troublé,  où/=  y/M/?,/,  =  y/M,/?, , 
en  désignant  par />,  /^,  les  paramètres  des  deux  ellipses.  On  voit 
que  A'  (aussi  bien  que  A  a,  k[6,  Ay)  peut  jouer  le  rôle  de  constante 
arbitraire,  d'élé/ne/H  de  l'orbite  troublée. 

3.  Comme  les  orbites  planétaires  sont  approximativement 
planes,  il  est  naturel  d'introduire,  à  titre  de  constantes  arbitraires, 
les  deux  angles  qui  déterminent  le  plan  de  l'orbite  instantanée. 
Une  méthode  plus  élégante  consiste  à  introduire,  avec  Hansen, 
trois  axes  mobiles  dont  deux  sont  situés  dans  le  plan  de  l'orbite, 
et  qui  dépendent  de  trois  constantes  arbitraires. 

Hansen  appelle  coorchyniK'es  idéales  des  coordonnées  mobiles 
ç,  r,,  L^,  déterminées  de  telle  manière  que  non  seulement  ;,  r, ,  w, 
mais  encore  |',  y/,  XI  soient  les  mêmes  fonctions  du  temps  et  des 
éléments  dans  le  mouvement  troublé  que  dans  le  mouvement  non 
troublé;  en  posant,  par  exemple, 

;  ■-  'j..r  -H  3  »■  +  •.'■;. 


I 

()l^ 

[J. 

ôc 

= 
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on  aura 

o=:a'.r  +  py  v  +  v'^-, 

et  de  même  pour  /,,  ^.  Il  se  trouve  alors  que  Taxe  instantané  de  ro- 
tation du  système  doit  toujours  coïncider  avec  le  rayon  vecteur.  Si 
nous  prenons  pour  plan  des  Ç7,  le  plan  de  l'orbite  instantanée, 
nous  aurons  ^  =  o,  XI.  =  o,  et  les  équations  du  mouvement  devien- 
nent, pour  la  planète  considérée, 

1  ^ 

où  ^^,  r,"   sont   les  rotations  du  système    autour  des    axes   ç,  r, , 

et  /■"  sa  rotation  totale,  qui  a  lieu  autour  du  rayon  vecteur.  Il  est 

entendu  qu'après  la  différentiation  on  fera  ^=0. 

Soit  encore  a  la  longitude  dans  l'orbite,  comptée  à  partir  de  l'axe 

des  ;  ;  on  aura 

;  =  /•  ces  u,     T|  =:  /■  sin  11, 

et  ;•,  li  seront,  comme  q,  r,,  des  coordonnées  idéales,  c'est-à-dire 
qu'on  aura 

o/' =:  o,     o«  =  o,     oç=o,     or,  =  o, 

comme  on  a  oj"  =  o,  ov  ^^  o,  oz  =^  o,  en  indiquant  par  le  svmbole 
0  la  diflerentiation  par  rapport  aux  constantes  arbitraires  qui  fi- 
gurent dans  l'expression  des  coordonnées,  lorsqu'on  introduit  les 
éléments  elliptiques.  Mais  il  y  a  là  une  difficulté  sur  laquelle  Jacobi 
appelle  l'attention  dans  une  lettre  adressée  à  Hansen,  que  l'on 
trouve  dans  le  Tome  II  des  Opuscula  mathematica. 

En  effet,  Jacobi  critique  la  définition  des  coordonnées  idéales, 
proposée  par  Hansen,  parce  que  les  quantités  qui  déterminent  la 
situation  de  l'axe  des  ;  ne  sont  pas  de  véritables  constantes  arbi- 
traires ou  éléments,  dans  l'acception  consacrée  du  mot.  Si  nous 
désignons  par  a-  la  distance  de  cet  axe  à  la  ligne  des  nœuds,  l'angle  o- 
est  déterminée  par  l'équation  différentielle 

ch  =  cos/c/S-, 

qui  n'est  pas  directement  intégrable;  on  ne  saurait  donc  considéior 
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0-  comme  une  lonclion  des  constantes  arbitraires  i,  ^.  Toutefois 
Jacobi,  en  s'appuvant  sur  un  précédent  créé  par  Lagrange,  propose 
d'étendre  le  nom  d'éléments  à  des  quantités  de  cette  nature,  défi- 
nies par  des  intégrales  de  la  forme 

f  {k  (la  ^Wdb +  ...), 

où  A,  B,  .  .  .  sont  des  fonctions  des  constantes  arliitraires  a,  b,  .  .  . . 
On  pourra  donc  appeler  éléments  l'angle  a,  l'angle  w  qui  exprime 
la  distance  du  périhélie  à  l'axe  des  ç,  etc.,  et,  en  posant  u  =  v  +  rn, 
où  V  est  l'anomalie  vraie  dans  l'ellipse  osculatrice,  on  aura 

<)v       ^ 
u'  =  (•'  H-  ct'  =  -—  5        «  z=:  or  H-  m' dt  =;  o, 
ôt 

en  indiquant  toujours  par  des  accents  les  dérivées  totales. 

i.  Les  relations 

$=:/-cos«,     T,  =  /sin« 
donnent 

et  les  équations  du  mouvement  deviennent,  pour  la  première 
orbite, 

■îl  —  1  !^ 

/••■*         \i.    Or 


En  même  temps 


^'  -  •,.  ù% 


2         V  /- 


Si  l'on  fait  toujours  H  =  T-f-Tj  —  U,  et  qu'on  observe  que  U  ne 
renferme  pas  les  vitesses,  comme  T  -f-  T,  ne  renferme  pas  les 
angles  //,  U\,  on  pourra  donner  aux  deux  premières  de  ces  trois 
équations  la  forme  suivante  : 

dr  _      OU  d{[xr')  _       iï^ 

'di  ~  à{iJ.r')'         dt       "        à/-  ' 
du  _     ôH  r/(|x/)  __       àR 
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A  CCS  ('(Huilions.    (|iii    (li'lcrmincnt  le   iiioiivcinenl   orbilaire,    Il 
l;itit  ajoulcr  celles  (|ui  cl(^'lerMiiiicnl  le  |)lan  de  l'orbite. 
Soient  : 

/  riiicliuaisoii  tle  lOrhile  sur  le  plan  fixe, 
B-  la  loni;ilu(l('  du  mrnd  dans  le  |)lan  fixe, 
(7  la  longitude  du  iKcud  dans  lorljite, 

•j  l'angle  ([ue  l'ail   le   rayon   vecteur  avec  le  nœud  ascendant  (ce 
([u'on  appelle  Wfruuinent  de  la  lalitade). 

On  aura  d'abord  w  =  "J  H- a- ;  le  cosinus  de  l'angle  (r,  /•,"),  qui 
figure  dans  U  et  dans  Q,  et  que  nous  avons  désigné  par  s,  s'expri- 
mera par  j,  'j, ,  /,  /, ,  .9-  —  S-| ,  et  Ton  aura 

olU  _  ^jU  _  _  r)U 

d'j        du  ôri 

en  mettant  ii  —  t  à  la  place  de  u.  Par  suite  de  l'introduction  des 
axes  mobiles,  dont  la  position  initiale  est  arbitraire,  le  nombre  des 
variables  contenues  dans  A  est  maintenant  de  quatorze  au  lieu  de 
douze;  mais,  si  nous  conservons  u  au  lieu  de  //  —  t,  les  variables 
G-,  <ri  restent  en  dehors  du  système  à  intégrer.  11  faut  maintenant 
chercher  l'expression  de  la  dérivée  'j'. 

Par  des  considérations  géométriques  très  simples,  on  trouve 
d'abord 


,.0 


I   /•"  eos'j  =  /  , 
(8)  •   /■"  sinu  =  .9'  sin  /. 

(  <3'  z^B'  ces  /, 

/''  étant  la  rotation  du  plan  de  l'orbite  autour  de  la  ligne  des 
nœuds,  et  /-"sinj  sa  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à 
cette  ligne. 

Puis  Ion  voit  aisément  que  -^  est  la  force  perturbatrice  nor- 
male au  plan  de  l'orbite,  qui  produit  la  rotation  actuelle  de  ce 
plan  autour  du  ravon  vecteur,    et  que  le  déplacement  virtuel  o^ 

équivaut  à  une  rotation  o/=  — ? —  autour   du   nœud.   Il  s'ensuit. 
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en  posant  toujours  [J-J  =  A", 

ô^         sin  u   Oi 


(9) 


(9U 

A<     ^  colu  — -Tj 

.dU 

A  J    =r  COti  -^TT  • 


On  a  aussi 


(AcosO-^, 


en  vertu  de  ridenlité 


ds  .  ds  .    .  ().f 

-^;—  —  cosi  -T — h-  cot'j  sni  i—-.=zo, 

ad-  (h  ai 


dU       dU 

=  o, 


et,  puisque 

on  peut  écrire  l'intégrale 

A  ces  i  -+-  A ,  cos  /,  =:  K. 
Ensuite 

A  sin  <  =  A"i  sin  ;',, 

^1  — S-  =  i8o». 

Ce  sont  les  intégrales  des  aires,  que  nous  n'avons  plus  besoin 
de  démontrer,  puisque  nous  les  avons  établies  plus  haut  sous  une 
forme  peu  différente;  nous  avons  déjà  dit  que  les  deux  orbites  se 
coupent  dans  le  plan  invariable,  sur  lequel  se  comptent  les  lon- 
gitudes 5-,  â■^. 

S.  Nous  désignerons  par  J  =  i  -\-  i,  l'inclinaison  mutuelle  des 
orbites,  et  nous  compterons  les  angles  u,  'J,  du  nœud  ascendant 
de  chaque  orbite  ;  nous  aurons  dès  lors 

—  .ç  =  cos'j  cos'Ji  -+-  sinu  siii'Ji  cos  J  f 

=:  cos  (u  —  'jj)  —  2  sinu  sin'j,  sin^  -  J, 
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cl  lc>  iiil('gi;ilt's  dos  t^lros  (loiinciit  encore 

siii  /        siii  /,         siii  J 
K^  t=:  /.^'  -h  /.]  +  ■?.  /./,■,  cos  J  =  (  /.•  -^  /.-,  )•-  —  ,',  /./.  1  sin^  -  J, 

d'où   il  résiille  cjiic  la  somme  des  vitesses  aérolaires  A  -(- A",  varie 
fort  peu,  si  les  orbites  sont  peu  inclinées  l'une  sur  l'autre. 

On  voit  que  s  ne  dé[)end  que  des  trois  angles  'j,  'j,,  J.  Le  nœud 
a  été  éliminé;  et  si  nous  remplaçons  cos  J  par  sa  valeur  tirée  des 
intégrales  des  aires,  les  inclinaisons  disparaissent  à  leur  tour  et  il 
ne  reste  dans  H  que  les  huit  variables  /■,  /■,,  /',  //,  u,  u, ,  k,  k,. 

En  dilTérentiant  l'expression  de  la  constante  K  par  rapport  à  A", 
on  trouve  d'ailleurs 

.       ,     .     .âS 

cos  l  —  /i  Mil  /  -7-    r=  O, 

et  il  s'ensuit  qti'en  remplaçant  cosj  par  sa  valeur  on  aura 

,     au 

Or   on    avait  u'  =  -jj-]  et,  puisque  u'  =  u'  —  7',  il  vient 

,       ÔW 

les  vitesses  A",  k^  étant  contenues  à  la  fois  dans  T  H-T,  et  dans  L  . 
Les  équations  du  mouvement  prennent  donc  la  forme  suivante  : 


(II) 


Leur  ensemble  forme  un  système  de  huit  équations  simultanées 
du  pi'emier  ordre,  qui  peut  s'intégrer  séparément,  et  auquel  s'a- 
joute la  quadrature 

Les  inclinaisons  /.  «",  se  déterminent  finalement  par  A",  A,.  On  a 


c/r 

d[\}.r'  )  _ 

,)\\ 

TTt  ~ 

ôt        ~ 

dr 

(h 

âW 

dk 

d\\ 

Tu  " 

-  dk  ' 

dt  " 

d-j 
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d'ailleurs  l'intégrale  des  forces  vives  H  =  const.  Mais,  le  système 
ci-dessus  ne  pouvant  jamais  être  intégré  que  par  approximation, 
il  importe  d'introduire  d'autres  variables  qui  puissent  jouer  le  rôle 
de  constantes  arbitraires,  d'éléments  des  orbites  troublées,  ce  qui 
veut  dire  que  leurs  variations  ne  doivent  dépendre  que  de  la  fonction 
perturbatrice.  A  cet  égard,  il  est  à  remarquer  que  k,  S-,  a- jouissent 
déjà  de  cette  propriété,  car  on  a  évidemment 


^/3- 

d^ 

di        âil 

dk 

d.l  _ 

ôil 

dt  ~ 

'  ÔK' 

Tft—W 

dt  " 

"  (h  ~ 

d^ 

Il  en  est  de  même  de  la  variable  li,  déjà  définie  plus  baut,  que 
Ton  peut  introduire  à  la  place  de  ;■',  en  vertu  des  relations 

h  =  -  -JL     r'^  +  •— 

dh  _  du    ,       du     , 
dt         <)r  (,u 

Oil    ,       ôil  f 

ai  (h  l'- 

on /"=  -•  Si  nous  exprimons  les  coordonnées  polaires/*,  u  en  fonc- 
tion de  t  -A-  ~  et  de  diverses  constantes  arbitraires,  de  telle  façon 
que  leurs  dérivées  totales  se  confondent  avec  leurs  dérivées  par- 
tielles prises  par  rapport  à  t  ou  à  t,  nous  aurons 

dh         d9. 

^'^^  TTt^lh' 

6.  On  V  arrive  par  l'emploi  d'une  ellipse  osculatrice  qui  satisfait 
aux  équations  du  mouvement  dans  l'iiypotlièse  de  ù^o.  L'élé- 
ment h  représente  alors  le  grand  axe  (  A  =  —  ^  j ,  et  A'  le  pa- 
ramètre [k  =  \j'Mp);  les  mêmes  éléments  déterminent  encore  l'ex- 
centricité e  et  le  moyen  mouvement  /*,  car  on  a 

^  =  I  -  e^       -  =  n^ 

a  '      «^ 

Les  nouvelles  constantes  arbitraires  qui  acbèvent  de  définir  l'el- 
lipse keplérienne  sont  l'époque  t  et  la  longitude  du  périhélie  ro, 
comptée  à  partir  de  l'axe  des  ^,  que  l'on  peut  aussi  remplacer  par 
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la  dislance  du  pcriliclic  au  nœud  7:  ;  on  a  dans  ce  cas  ra  ^  7:  -j-  t. 
En  désignant  par  p-  l'anomalie  vraie,  par  £  l'anomalie  excentrique, 
on  a  les  relations 

P  '' 

-  =:  I  -+- e  COSC,         -  tir  I — eCOSE, 

/■  a 


I                / 1  +  e  I  .  ,  . 

tans:-  c  =  4  / tans:-  s,       s  —  e  sins  =r  nff  -h-:), 


V 


t'=  — 

(9A 

Z'-^" 

^'-^' 

-'  =  — 

dk 

Les  vitesses  elliptiques  devant  coïncider  avec  les  vitesses  orbi- 
taires,  les  dérivées  /•',  u'  sont  égales  aux  dérivées  partielles  des 
variables  /',  u  prises  par  rapport  à  t;  par  conséquent, 

En  partant  de  ces  relations,  on  trouve 

(i4) 


En  prenant  la  dérivée  partielle  de  Q  par  rapport  à  /,•,  on  suppose 
ici  que  A'  existe  dans  les  expressions  des  coordonnées  ;■,  v  aussi 
bien  que  dans  cos  J.  On  a  vu  plus  haut  qu'en  prenant  k  seulement 
dans  cos  J  on  avait 

^=^' 
on  a  de  même 

en  prenant  A"  seulement  dans  les  coordonnées  /■,  <■;  cela  résulle  de 
la  relation  cj'  =  tt'  H-  o-' .  Enfin 

^-       ÔK 
On  voit  aussi  qu'on  aura 

.      I        .  dà 

(i5)  (/i  +  A,)'  ;=  2sin-  -  J  sin  ('J  -\-'->i)  -p- 

Dull.  des  Sciences  mathém.,  i^  Série,  t.  V.  (Juillet  1881.)  IQ 
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Sous  cette  forme,  les  équations  sont  préparées  pour  la  variation 
des  constantes.  Nous  allons  les  modifier  de  manière  à  éviter  l'em- 
ploi des  éléments  elliptiques  variables,  le  point  de  départ  étant 
dès  lors  une  ellipse  invariable,  comme  dans  Tune  des  méthodes  du 
Livre  II  de  la  Mécanique  céleste.  On  verra  comment  M.  Weiler  a 
tenté  de  résoudre  le  problème  ainsi  modifié.  Mais  auparavant  il  ne 
sera  pas  sans  intérêt  de  rappeler,  brièvement  certains  détails  des 
méthodes  de  Ilansen,  à  cause  des  rapprochements  qui  s'offriront 
d'eux-mêmes. 

7.  On  sait  que,  pour  le  calcul  des  perturbations  spéciales  des 
petites  planètes,  Hansen  a  renoncé  à  l'ellipse  osculatrice.  Dans 
sa  méthode,  on  emploie  une  ellipse  keplérienne  où  l'époque  t  est 
seule  variable  (*),  tandis  que  «,  p,  e,  ii,  m  sont  des  constantes 
absolues,  déterminées  une  fois  pour  toutes  de  manière  à  repré- 
senter des  éléments  osculateurs  à  l'origine  du  temps.  Au  rayon 
vecteur  fictif /v  pris  dans  cette  ellipse,  on  compare  le  rayon  vec- 
teur actuel  /■,  en  posant  ;■=  /'«(i  +p)  et  en  les  faisant  coïncider 
en  direction,  de  sorte  que  u^  v  -\-tï5.  On  a  donc 

(16)  /=:/-2«'=/^'=(i+p)2,-|(/, 

et 

(17)  rl,'^f,{i  +  -J), 

oii/o  =  \'^^P  est  la  valeur  de/  à  l'origine  du  temps.  Par  défini- 
tion, on  a  aussi,  à  l'origine  du  temps,  p=  o,  p'  =  o,  t  =To,  z'  =^o, 
les  dérivées  des  variables  p,  t  devant,  pour  i  ^  o,  se  confondre 
avec  les  dérivées  nulles  des  quantités  analogues  prises  sur  une 
ellipse  osculatiùce.  Pour  déterminer/,  on  a  la  quadrature 

(>8)  /-/o-=--f^^dt 

(nous  écrivons  ici  Q  sous  sa  forme  ordinaire).   Puis 

V'  +  p/  V  /o 


—  20 — 


(')  Hansen  met  à  la  place  de  t  une  fonction  du  temps  z  =  t  -h  ôz;  mais  cela  re- 
^ient  à  faire  varier  l'époque. 
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et,  en  supprimant  les  termes  du  second  ordre, 

(19)  -.--.,= j[-t^-',^yt, 

les  intégrales  étant  toujours  prises  de  manière  qu'elles  s'annulent 
pour  ;  =  o.  La  valeur  de  p  se  trouve  par  une  double  quadrature. 
En  différentiant  l'équation 


on  a  d'abord 


I  -1-  p  \  +  C  COS  (' 


/•p'— (14- ?)/■'=:—  -sine/, 


puis 


r  p  —  (  I  +  ?  )  /■  = sine/'—  -  cos  r  •■^-  ■ 


Les  dérivées  ;•''  et/'  étant  remplacées  par  leurs  valeurs  tirées  des 
équations  du  mouvement,  il  vient 

,       ,  „        Mo  I    do.         ^sinc  f)i2         M  i  f- 

On  a  d'ailleurs  p  =  o,  p'  =:  o,  pour  ^  =:  o.  Le  facteur  (-rr,  —  i  )  peut 
être  remplacé  par  2  " — ~^' 

8.  Les  valeurs  de  p  et  de  t  une  lois  obtenues  par  des  quadra- 
tures, on  connaît  les  coordonnées  polaires  /•,  u,  c'est-à-dire  la 
position  de  la  planète  par  rapport  aux  axes  mobiles  qui  tournent 
avec  l'orbite.  Il  reste  à  tenir  compte  du  déplacement  de  ces  axes. 
Par  une  ingénieuse  transformation,  Hansen  a  ramené  cette  partie 
du  calcul  à  la  recherche  de  la  différence 

où  ^0  signifie  la  valeur  de  z  qu'on  obtient  en  remplaçant  les  varia- 
bles /,  7  par  /o»  ^0-  Cela  revient  à  faire  tourner  les  axes  mo- 
biles (ç,  Y,,  s)  d'un  angle  cr  —  c-q  autour  de  la  normale  à  l'orbite, 
et  d'un  angle  i  —  ;'«  autour  de  la  ligne  des  nœuds.  Les  axes  (ç,v;) 
sont  ainsi  amenés  dans  les  positions  (io>  ''lo)'  et  /•  dans  la  position  r-Q, 
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sans  rien  changer  aux  valeurs  des  variables  H,t, ,  /",  u,  déjà  déter- 
minées. On  a  évidemment 

z  =1  r  cos  {z,  r)  =  ç  cos(::,  ç)  +  r,  cos  (-^.Tj), 
Zo  ■=  r  cos  {z,  r^)  =  Z  cos  {z/^ç,)  +  r,  cos(::,t,o); 

la  variable  ^o  6st  donc  simplement  une  fonction  linéaire  donnée 
de   ç,  y,.  En  posant  Az  =^  rs^  nous  avons 

s  =  cos(g,/-)  — cos(^,  /'o) 
^  sin  i  sin(;<  —  a)  ■ —  sin/'o  sin  (;/  —  Œq). 

Cette  expression  représente  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  pertur- 
bation de  la  latitude  b,  puisque  cos(::, /•)  =  sin^.  Comme  elle 
n'est  pas  affectée  par  la  rotation  instantanée  de  l'orbite,  on  peut 
la  différentier  en  li^aitant  i,  o-  comme  des  constantes,  et  il  vient 

—  s'  —:  sin  i  co?>{u  —  a)  —  siii/q  cos(  u  —  CTq)  5 

le   second   membre  représente  la  perturbation   de  la  latitude   du 
ravon  vecteur  perpendiculaire  à  r;  je  le  désignerai  par  Sp. 

En  nous  rappelant  que  les  équations  du  mouvement  ont  la 
même  forme  en  z  et  en  E,  7,,  nous  pouvons  écrire  (  '  ) 

,      ,„      M  d.i        â9.  .diî  ôLi  fhl 

/  •*  ():■       az-o  0^  oç  On 

où  5?,  Sr,  sont  les  perturbations  de  la  latitude  des  deux  axes. 

Si  l'on  fait  tour  à  tour  coïncider  l'axe  des  ^  avec  le  rayon  vec- 
teur /•  et  avec  un  rayon  vecteur  y  parallèle  à  la  projection  de  la 
force  perturbatrice  sur  l'orbite,  on  voit  facilement  que  la  somme 
des  deux  derniers  ternies  peut  être  représentée  par 


Ces  termes  sont  du  second  ordre  et  peuvent  généralement  être 


(')  Je  me  suis  efforcé  de  simplifier  la  démonstration  de  ces  équations.  On  peut 
consulter,  sur  la  méthode  de  Hansen,  une  thèse  de  M.  Périgaud  (1877).  Une  dé- 
monstration géométrique  des  formules  (aS)  a  été  donnée  par  M.  L.  Hopff,  en  1862 
{Astronom.  Aarhrichten,  n°  1353). 


négligés.  On  trouNc  donc  /s  j);ii-  lu  (l<)ul)l('  (|uadiaUire 

(21)  {rs)  -+-  —  {rs)  =  cost  —  - 

La  latilude  /j  s'ohlicnl  ensiiilc  par  la  lornudc 

(22)  sin^  =  siiw'y  sin  (  «  —  ^q) -^  s. 

Faisons  maintenant  tourner  le  système  (^o>  '''lo)  autour  de  Taxe 
des  :;  dun  angle  2r  —  S-q  —  F  ;  le  nœud  deviendra  B^o  -\-  T,  et  Tangle 
r  pourra  être  choisi  de  manière  que  les  différences  \x  =x- —  Xq, 
\v  =  V — Vo,  des  coordonnées  relatives  à  la  nouvelle  ligne  des 
nœuds  soient  proportionnelles  à  \z-,  ou  que  les  rapports  des  A 
soient  indépendants  de  u.  Celte  condition  est  remplie  quand  rel  /'o 
coïncident  pour  l'intersection  des  plans  (;,  r,  )  et  (;o>  '^io)-  En  effet, 
cette  intersection  fait  alors  des  angles  égaux  avec  les  axes  q  et  Zq, 
et  avec  deux  rayons  conjugués  quelconques  /■,  /•,),  d'où  il  suit  que 
les  lignes  qui  joignent  les  extrémités  des  couples  /•,  /'o  sont  toutes 
parallèles,  et  que  leurs  projections  A.r,  \\-,  \z  ont  les  mêmes  rap- 
ports, quel  que  soit  ?/.  Les  équations  qui  fournissent  la  longitude  / 
peuvent  dès  lors  éti'e  mises  sous  cette  forme  : 


•/.eus/. 


I  ces  b  sm  (/  —  :7y  —  r)=:  ces  i^  sin  (  «  —  Iq)  —  s  tang  <„ 

(23)- 

/  ces  b  cos  (/  —  HTq  —  r)=:  ces  (il  —  ^o  )  H — ^5 

où 

^  ^=  sin  ;"sin(7  —  7o),     //  tr=  sinf  C05(  j  —  ^0)  —  '^i"  'o- 
y.  =  I  -h  cos  i  cos  l'o  —  sin  i  sin  i'q  cos  (  t  —  t^  ) 

•/.  sin  (Sr  ■ —  S'y  — •  r)  =:  (cos;  H-  cos /y)  sin  (7  —  7^,). 

On  prend  d'hahitude  t^  =  ;?o.  Les  quantités  F,  sp,  sq  sont  du 
second  ordre  et  le  plus  souvent  négligeables;  mais  on  peut  les  dé- 
terminer aisément  en  fonction  de  s  et  Sp. 

9.  Au  lieu  de  faire  varier  l'époque  -:,  comme  le  veut  cette  mé- 
thode, il  y  aurait  peut-être  avantage  à  faire  varier  le  périhélie  w. 
Le  point  de  départ  serait  alors  une  ellipse  keplérienne  complè- 
tement déterminée,  qui  changerait  seulement  de  position  ;  />  et  *• 
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seraient  des  fonctions  données  du  temps.  On  aurait,  dans  ce  cas, 

(24)  /-^''^/o.       /•^''=/„(l4-p)% 

j5)  «'  =  «/+  70',       /  — /o(l  +  p)2-i-/-2T;T'. 

Après  avoir  déterminé  y  —  /o  comme  dans  le  cas  précédent,  on 
trouverait  ttj  par  la  quadrature 

[/— /o—  (2p-i-p')/o]^- 

L'équation  différentielle  en  o  peut  s'établir  comme  il  suit. 
La  relation  i  -^  o  =  —  donne  d'abord 

puis,  en  remplaçant/-",  /'^parleurs  valeurs, 

Mais  cette  équation  se  prête  mal  aux  quadratures,  et  il  y  a  lieu 
de  la  transformer. 

Pour  y  arriver,  remarquons  que  les  deux  coordonnées  fictives 

Xe  =  t'c  ces  V,       Ye  =  /'e  sin  (' 

sont  des  fonctions  données  du  temps  qui  satisfont  aux  équations 
différentielles 

'  e  '  e 

Soit  maintenant  o  une  fonction  des  coordonnées  véritables,    et 
posons 

(27)  j   <f'  =  ^-^é+?7^      ' 

(   0    =  %'Xe  +  P>e, 

nous  aurons 

Mo 
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t'I  par  suilr 

(28) 


ri 
ri 


puisque  .?',','■,'  — JV-^t.  =/o- 

SI  nous  [)renons  '^  =  /• — ■  /■,.,  nous  aui'ons,  triiiic  [)art. 


et  de  1 

autre 

\ 

(29)  . 

y  0  ■  ,-• 

= 

^  Or 

Hd7- 

-h 

r 
r 

■n 

1 

OU  bien,  en  négligeant  des  termes  très  petits, 

—  /o  ^  =  r'c  sine    -r h  lU : —     H (?  —  f^cosc)  sin  r. 

\  \dr  ^         r\      I  /•, 

<  •jo)  ' 

f       /u  ? '  =  'V  ces  ( Y  ^  +  2/y  ■  — ^'  j  +  — ^  (  ?  —  e  ces  (•  )  ros  r. 


Ces  deux  quadratures  fournissent  a,  ,3.  Les  intégrales  doivent 
s'annuler  pour  ^  =  o,  puisque  p  =  o,  p'  =  o,  à  l'origine  du  temps. 

Pour  appliquer  sa  méthode  au  calcul  des  perturbations  absolues, 
Hansen  introduit  les  éléments  de  l'ellipse  osculalrice  à  côté  des 
éléments  constants  qui  sont  employés  ici.  Mais  nous  n'avons  pas, 
pour  le  moment,  à  nous  occuper  de  cette  application,  qui  nous 
écarterait  trop  de  notre  sujet. 

10.  On  pourrait  encore  modifier  l'énoncé  de  la  méthode  en 
écrivant  p^  à  la  place  de  p  et  posant />o(  1  +  p  )  =7^»  <^le  sorte  que 
l'équation  de  l'ellipse  deviendrait 

P 

-  =:  I  +  e  cosr. 

r 

A  la  place  de  la  variable  /■,  on  introduirait  ainsi  le  paramètre 
variable  d'une  ellipse  keplérienne,  dans  laquelle  les  éléments  c, 
n,   T    seraient  des    constantes    numériques    données;  la  relation 
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71-  cû  =M  n'aurait  plus  lieu,  puisque  a  serait  variable  en  vertu  de 
la  relation  p  =  a(\  —  e-).  Mais  cette  conception,  qui  est  le  point 
de  départ  des  récents  travaux  de  iN[.  ^^  eiler,  me  paraît  moins  claire 
que  celle  d'une  ellipse  auxiliaire  invariable.  L'emploi  du  paramètre 
variable  ne  sert  qu'à  compliquer  sans  nécessité  les  démonstrations. 
Notre  équation  r-v'  =  fo(i  +  p)-  devient,  chez  M.  Weiler, 


où  /  est  une  constante  absolue.  Mais,  sous  prétexte  d'abréger  l'é- 
criture, il  modifie  ensuite  l'unité  de  temps,  l'unité  de  longueur,  etc., 
de  sorte  que  les  distances  et  les  vitesses  n'ont  plus  chez  lui  la  si- 
gnification qu'on  y  attache  d'ordinaire,  ce  qui  rend  la  lecture  de 
ses  Mémoires  difficile  (^).  Je  me  bornerai  donc  à  donner  une  idée 
de  ses  recherches,  en  suivant  une  marche  différente  qui  me  paraît 
plus  simple. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  perturbations  mutuelles  de  trois  corps 
célestes,  en  partant  des  équations  transformées  par  la  substitution 
orthogonale  de  Jacobi.  Nous  nous  servirons  pour  cela  d'une  el- 
lipse auxiliaire  invariable,  qui  change  seulement  de  position 
(u' =  c'+rn').  Mais  il  faut  maintenant  aborder  le  problème  dans 
toute  sa  généralité,  tandis  que,  dans  la  méthode  exposée  au  n°  10, 
on  n'a  en  vue  qu'une  première  approximation  numérique. 

11.  Cherchons  d'abord  à  établir  les  relations  qui  nous  fourni- 
ront /■  en  fonction  de  />.  Nous  y  arriverons  en  posant,  comme  au 
n«9, 

mais  en  prenant  cette  fois  2'^  =  /•-  —  f^. 

Les  nouvelles  variables  a,  ,3  seront  alors  déterminées  par  les 
équations  différentielles 


(')  Grundzùge  einer  neuen  Storungstheorie.  Leipzig,  i'6-2.  -—  Astronom.  Nach- 
rtc/(/e«,  n- 2?91--2'29î,  2311-2317:  i88o. 
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où  il  reste  à  remplacer  o  par  sa  valeur.  Si  l'on  admet  que  l'ellipse 
auxiliaire  était  une  ellipse  osculatrice  à  l'origine  du  temps,  on 
aura,  pour  t=  o,  es  =  o,  'j'  =  o,  puisque  /'  coïncide  alors  avec  r'^  , 
et  il  s'ensuit  qu'il  iaudra  prendre  a^  =  o,  ^jo  =  ^  pour  ^  =  o. 
Celle  condition  détcijuinc  les  constantes  qui  entrent  dans  les  in- 
tégrales par  lesquelles  se  trouvent  a,  |^. 
En  vertu  de  (4),  nous  avons 


^{r^r^2h 


d*où 


en  désignant  par  r  le  terme  du  second  ordre 


inmn  2r 


_I-(,._,,.  =  ^(3,=.+  ,.). 


Par  conséquent, 


(3l) 


(    iVo-?  —         -^e      '-^  -i-2{h—/lo)  +  "•     ■ 


Ces  deux  équations  sont,  au  fond,  identiques  avec  celles  qui, 
chez  M.  ^^  eiler,  déterminent  le  paramètre  variable,  et  qui  servent 
de  base  à  sa  théorie  des  perturbations.  Mais  M.  Weiler  ne  fait 
pas  oLf)  =  0,  ^0  =  o,  ce  qui  suppose  que  l'ellipse  auxiliaire  n'est 
pas  osculatrice  pour  t  =  o. 

Les  seconds  membres  des  équations  ci-dessus  dépendent  de  l'é- 
lément (/i  —  hty),  et  Ion  se  rappelle  que 


2  h^=  [i.  (  /•'- 


./- 


^') 


/i'=, 


,  (hî      /  du 


Or 


/•'  Ôi' 


L'intégrale  des  forces  vives  donne  encore 


An  4-  Il  y—  h  y 


290  PREMIÈRE  PARTIE. 

où  Qq  est  une  constante  comme  Iiq  et  A,o  ;  on  a  enfin  l'identité 

or  â/\ 

du 
et  ces  deux  relations  permettent  d'introduire  /i,  et  -r—  à  la  place  de 
'^  di\        ^ 

Jo 
h  et  de  -—  • 
or 

Dans  son  Mémoire  de  i8j2,  !M.  Weiler  propose  de  déterminer 

d'abord  l'élément  q  =:z  i(h  —  Aq),  après  quoi  on  procéderait  à  la 

détermination  des  éléments  a,  Jîi  (  cliez  lui  k,  h  ),  d'où  se  déduirait 

le  paramètre/»  à  l'aide  de  la  relation 

■ (p"- —  pV)  =  -  (a  cosc  H-  [j  sin  r  ). 

Connaissant/»,  on  tirerait  la  valeur  de  f  de  l'équation  qui  dé- 
finit A,  et  l'on  trouverait  l'élément  r,  par  l'équation 

„, '  ,   ^r.  ~  /  ^'  —  /~  ^/'' 


3r  et  ï  étant  déterminés  par  les  équations  connues. 

Mais,  dans  sa  dernière  publication,  M.  Weiler  abandonne  ce 
mode  d'intégration  pour  s'engager  dans  une  voie  toute  différente, 
qu'il  nous  reste  à  indiquer. 

12.   M.  Weiler  commence  par  déterminer  l'élément 

à  l'aide  de  l'équation 

(i5)  S':=r  2  sin- -  J.sin  (j  +  u,  )  — -  , 

1  Os 

qui  a  été  établie  au  n°  6,  et  dont  le  second  membre  est  très 
petit,  si  l'inclinaison  J  est  petite.  Connaissant  S,  on  peut  se  servir 
de  l'intégrale  des  forces  vives  pour  exprimer  /"et y*!  en  fonction 
d'autres  variables,  susceptible^  d'être  déterminées  directement 
comme  S.  Pour  y  arriver,  il  y  a  lieu  d'introduire  d'abord,  à  la 
place  de  h  —  //q,  le  nouvel  élément 

(32)  g^.^^h-K)-xJ-^^^, 
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qui  ne  contient  plus  /.  En  effet,  nous  avons  (en  faisant y^  =  -M/^u  ) 


/■ 


Myvo 

i\.  \  I  -        r- 

En  tenant  compte  des  relations 


20=:/-—  ri ,     II'  =  /•,.  il  +  'f  ' ,    /o  /■(,.  /"é  =  M  eVe, 
on  trouve 


yu  ^  —  ^^'e  'f         J'e  'f  » 


I  M 

(33)  -  ^r"-  =  — aMeaH- 'i'2 -1- —  (r— Te)-. 

[■'■  '  e 

Posant  toujours 

,-  =  ,-,(i--p), 
on  a  encore 

i  grl  =-  2Mea  +  /-  ?'^+  ^  (/-^  -  /7)^-  M  ^^'  (/•  -  r,r-. 

On  voit  que,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre,  on  au- 
rait simplement 

(34)  é'  =  -2!xMe4. 

Ces  relations  nous  permettront  de  démontrer  que  la  dérivée  de 
la  fonction 

|j.Mea/,o -h  a,  Mi^iOti/o 


(35) 


'"t./io         '"îe/o 


peut  s'intégrer  directement,  tandis  que  celle  de  la  variable   a  n'a 
pas  cette  propriété. 

En  indiquant  toujours  par  le  signe  -  la  somme  de  deux  termes 
symétriques,  correspondant  aux  deux  orbites,  nous  avons  d'abord 

où  V  représente  l'ensemble  des  termes  du  second  ordre.  Ensuite 

S^-/Vio=  ^2  (  h  -  K)  iy\o-  :2/o/io(S  -  So)  -X, 
où  le  terme 
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est  encore  du  second  ordre.  On  tire  de  là 

2X|i.Mea/,o  ^  _  V2  (/,  _  /,„)  ,.Y,„  +  2/;/,,  (S  -  SJ  +  À  +  Y, 
ou  bien 

2  2:;^Mea/„zr=-  X2(A  -  /t,)  r]./,,  +  2/o/,o  (S  -  S„)  +  t, 

en  désignant  par  s  la  somme  A4-  Y  augmentée  d'un  terme  qui  dé- 
pend de  {h  — ha)  {r-  —  j'I). 

La  dérivée  de  l'expression  ci-dessus,  qui  représente  le  numéra- 
teur de  'i,  peut  être  formée  à  l'aide  de  l'équation  par  laquelle  se 
détermine  a'.  En  nous  rappelant  que  Me  i>  :^  ff^r^-r'^,  nous  trou- 
vons 


d'où 


—  2Z  ;xMea'/io  =  ^\'.i  {h  —  h,)  +  r  — 
Pour  abréger,  je  poserai 

,  _  X;j.Mca/'i„ 


('■|/io)'- 


on  trouvera  'V  en  formant 

(«— Z>)S;jLMpa/,o—  {a'  —  b')I.ixMeoi'J\,,. 
Or,  on  a,  d'une  manière  générale, 

(«  —  6)  (A«'  +  B^.')  —  («'—  b')  {Xa  +  BZ;)  =  (A  +  B)  {ab'  --  ba'). 
En  faisant  ici 

remarquant  que 

A  +  B  =  2(o-o„), 

et  laissant  de  côté  les  termes  du  second  ordre,  l'application  de 
cette  formule  donne 

—  2  (a  —  6)2  -y  =  2  (<>  —  i>o)  iab'  —  ba' ) 

+  {a-b)  ^/•^a'  +  (>'-6')2/o/,o(S-So). 
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l'.ii  ioiiaiil  coiiiijU'  de  l'identité 


0/  ()/■, 


on  aurait  encore 


a  —  A  )  1  r-r-  a  = 


(</  —  h)  ^  r-f^  a'=(a'—  /;')  i,.    ~  a  —  iî(a//  —  ba')\ 
()/■  or 

par  conséquent, 

On  voit  que  'V  ne  dépend  que  de  la  l'onction  perturbatrice  Q  et 
de  S,  en  dehors  des  quantités  données  a,  b  et  des  ternies  du 
second  ordre  que  nous  avons  supprimés  ici.  L'élément  'l  s'obtient 
donc,  comme  S,  par  une  quadrature.  Connaissant  S  et  'i/,  on 
pourra  aussi  intégrer  les  équations  en  a',  |j'.  En  effet,  nous  avons 

—  2  Z  ;j. M  e  a  /'lo  =  V  2  (^  //  _  //^  )  r/  —  2/, /;„  (  S  —  So )  —  s. 
Or, 

Z2  (7/  —  //„)(7  =  2(A  —  //„■)  (a  —  h)  -î-  2  (o  —  iio)  ^; 

par  suite. 

(  36  )  —  V  =  /'  —  'h-~ z , 

a  —  a 

en  supprimant  le  terme  du  second  ordre  s.  On  peut  donc  exprimer 
(  /i  —  Ao)  en  fonction  des  variables  S,  à,  déjà  connues,  et  les  équa- 
tions différentielles  en  y.',  |j'  deviennent  ainsi  des  quadratures. 

13.  Il  nous  reste  à  exprimer  par  les  mêmes  variables  l'in- 
connue/. jNous  avons 

(32)  i.-^f^=h-ho-^s; 

d'où,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  premier  ordre, 

(3;)    -;j-(/-/o)  =  -j:r--'^ ^^^ 

On   a  ainsi  f  en    fonction   de  S,  -L,  a  et  de  quantités   données. 
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En  confondant  ici  /"  avec  />,  et  nous  rappelant  que  l'I  r'  =/oi  cette 
relation  peut  s'écrire 

l^(/-./o)  ('''-*-,  )  =  ^—r-  '^  +  "^TTf-  ^1  +  û  -Q„_  ^/  (S-So), 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elle   peut  se  déduire  directement 
de  la  suivante  : 


IM/ 


f,)^''  =  -(h 


Pour  trouver  les  termes  du  second  ordre  qui  ont  été  négligés, 
il  suffit  de  remarquer  que  l'équation  /- — ff^  =  r>.C  donne 

La  marche  que  j'ai  suivie  ici  est  beaucoup  plus  directe  que  celle 
par  laquelle  M.  Weiler  arrive  aux  mêmes  résultats  en  partant  de 
l'équation 

dans  laquelle  il  remplace  [f-ifi  par  S  —  i-if. 

Lorsqu'on  a  déterminé  /  —  /o  à  l'aide  de  l'équation  (37),  la  re- 
lation S=  ikf  ^  y-ifi  fournit  la  valeur  de  f^,  les  inclinaisons 
î,  if,  J  se  déduisent  des  intégrales  des  aires,  le  noeud  5-  s'obtient 
par  une  quadrature,  et  le  périhélie  par  la  relation  suivante  : 


t'  +  COs/Sr'r: 

_  ./^ 

./" 

/■- 

/",: 

14.  Cette  esquisse  rapide  suffira  pour  donner  une  idée  des  prin- 
cipes sur  lesquels  repose  la  méthode  de  M.  Weiler.  Je  ne  crois  pas 
nécessaire  d'entrer  ici  dans  de  plus  amples  détails  sur  l'intégration 
des  équations  destinées  à  fournir  successivement  les  valeurs  des 
éléments  troublés.  Il  est  d'ailleurs  à  présumer  que  la  méthode  en 
question,  telle  qu'elle  a  été  ébauchée  par  M.  Weiler,  n'a  pas 
encore  reçu  sa  forme  définitive,  et  qu'il  sera  possible  de  la  sim- 
plifier sous  plus  d'un  rapport.  M.  Weiler  affii'me  qu'elle  procure 
de  grands  avantages  au  point  de  vue  des  inégalités  séculaires;  mais 
les  indications  qu'il  a  données  à  ce  sujet  sont  encore  trop  vagues 
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pour  qu'on  puisse  se  rendre  un  compte  exact  de  la  réalité  de  ces 


avantages. 


COMPOSITIONS  DONNÉES  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LES 
DIFFÉRENTES  FACULTÉS  DE  FRANCE,  EN  1880. 

SESSION   DE   JUILLET. 


Marseille. 

Composition  cV Analyse.  —  La  tangente  MT  menée  d'un  point 
quelconque  M  d'une  surface   à  une  sphère  donnée  de  rayon  a  est , 

dans  un  rapport  constant  r-  avec  la  moyenne  proportionnelle  entre 

la  distance  OP  du  centre  O  de  cette  sphère  au  plan  tangent  à  la 
surface  au  point  M  et  la  longueur  MN  de  la  normale  en  ce  point 
à  la  surface,  cette  normale  étant  terminée  par  sa  trace  \  sur  un 
plan  diamétral  fixe  de  la  sphère.  On  demande  : 

i"  De  trouver  l'équation  générale  de  la  surface  ; 

a"  De  trouver  l'équation  de  la  surface  :  i"  lorsque  le  ravon  a  de 

la  sphère  est  nul  ;  2"  lorsque  le  rapport  -  est  égal  à  l'unité  ; 
3"  De  discuter  ces  divers  résultats. 

Composition  de  Mécanique.  —  Deux  points  M,  M'  mobiles  dans 
un  plan  sans  frottement  sont  reliés  par  un  fil  flexible,  inextensible 
et  sans  masse  qui  passe  sans  frottement  dans  un  anneau  très  petit 
situé  dans  le  plan.  Le  point  M' étant  astreint  à  décrire  une  droite  AB 
du  plan  et  le  fil  étant  tendu,  la  vitesse  initiale  du  point  ]M  étant  per- 
pendiculaire au  rayon  OM,  on  demande  d'étudier  le  mouvement 
du  système  dans  le  cas  général  et  dans  celui  où  la  droite  AB  passe 
par  le  point  O. 

Il  n'y  a  pas  de  forces  appliquées. 

Epreuve  pratique.  ■ —  Etant  données  la  latitude  géographique  co 
d'un  lievi,  l'ascension  droite  a  et  la  déclinaison  0  d'un  astre,  cal- 
culer l'azimut  et  la  distance  zénithale  de  cet  astre  au  temps 
sidéral  /. 
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Besançon. 

Composition  d' Analyse.  —  Déterminer  une  courbe  telle  que, 
menant  par  un  point  quelconque  la  tangente  MT  et  la  normale 
MN,  les  diagonales  du  quadrilatère  formé  pour  ces  deux  droites  et 
les  deux  axes  O^  et  Or  fassent  un  angle  donné  h. 

Composition  de  Mécanique .  —  Déterminer  la  figure  d'équilibre 
d'un  fil  fixé  en  deux  de  ses  points  et  attiré  par  un  centre  fixe  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Épreuve  pratique .  —  On  donne  la  distance  zénithale  d'un  astre, 
sa  distance  polaire  et  la  latitude  du  lieu.  Calculer  l'angle  horaire  du 
plan  méridien  qui  contient  l'astre. 

Bordeaux. 

Composition  d'Analyse.  —  On  a  deux  plans  dont  l'un  se  meut 
parallèlement  à  lui-même  avec  une  vitesse  constante,  tandis  que 
l'autre  tourne  aussi  avec  une  vitesse  constante  autour  d'vme  droite 
fixe  A  perpendiculaire  à  la  direction  du  premier.  La  droite  d'inter- 
section rencontre  dans  chacune  de  ses  positions  une  surface  de  révo- 
lution ayant  pour  axe  l'axe  de  rotation  du  second  plan. 

Etudier  la  courbe  tracée  par  ces  rencontres  sur  la  surface  de 
révolution.  On  considérera  plus  spécialement  le  cas  où  la  surface 
de  révolution  est  un  cône.  Calculer  alors  les  angles  de  contingence 
et  de  torsion  de  la  courbe. 

Examiner,  si  le  temps  le  permet,  le  cas  d'une  sphère. 

Composition  de  Mécanique.  —  Première  question  (lemme).  — 
Une  figure  plane  A,  située  dans  le  plan  .r>',  tourne  avec  ce  plan 
autour  de  l'axe  des  y;  la  vitesse  angulaire  to  est  constante.  On 
demande  les  expressions  simplifiées  de  la  résultante  R  des  forces 
centrifuges  nées  du  mouvement  et  du  couple  G,  qu'on  obtiendrait 
en  transportant  cette  résultante  parallèlement  à  elle-même  au  centre 
de  gravité  de  la  figure. 

Seconde  question  (application).  —  Une  tige  pesante  homogène 
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a  SCS  extrcmilés  A  cl  B  ohligr'Cs  de  rester  ruiic  siiila  \eili<;ilc  D  »  , 
l'aiilre  siii- lliorizonlale  O./',  le  plan  jy  lonriie  avee  la  vilesse  con- 
stanle  w  autour  de  Or.  On  néglige  le  liotienient.  On  demande  : 

i"  La  position  d'équilibre  de  la  tige  Alî  pour  une  viles^e  angu- 
laire donnée  to  (détermination  de  l'angle  h  (piCllc  l'ail  avec  l'hori- 
zontale) ; 

2°  Les  pressions  exercées  par  la  tige  sur  les  axes  Ox,  Or  ; 

3"  J.es  équations  diflérentielles  du  mou\enient  dans  le  cas 
général  ; 

4"  La  détermination  complète  du  mouvement  lorsque  la  tige 
est  très  légèrement  écartée  de  sa  position  d'équilibre. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  de  2'"  en  2'",  et  pour  des  angles 
horaires  variant  de  4''  «  4''^o"',  la  hauteur  au-dessus  de  l'horizon 
d'une  étoile  dont  la  déclinaison  est  i°2i'i4",32.  La  latitude  est 
de  ^^"^o' loj' ,0.  On  vérifiera  l'exactitude  des  calculs  par  la  mé- 
thode des  différences. 

Grenoble. 

Composition  de  Mécanique.  —  Etudier  le  mouvement  d'un 
point  matériel  dans  un  plan,  en  supposant  qu'il  soit  attiré  par  un 
point  fixe  de  ce  plan,  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance 
de  la  distance. 

Indiquer  les  différentes  formes  de  la  trajectoire  au  moyen  de 
son  équation  différentielle.  Dans  quel  cas  peut-on  effectuer  com- 
plètement l'intégration? 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  l'azimut  du  centre  du  Soleil 
à  3^'  10'"  de  l'après-midi  (temps  moven  lavec  les  doiint-es  suivantes  : 

Latitude  du  liru 4  J"  '  '   i*" 

Déclinaison  australe  du  Soleil i7°8'  o" 

Equaliiiii  du  tein|)- 1  '!'"  (S''. 

Lyon. 

Composition  d'Aniiljse.  —  Déterminer  en  coordonnées  curvi- 
lignes iu,  c)  le  ravon  de  courbure  d'une  section  normale  à  une 
surface. 

iiltll.  des  Scirnccsmitthêin.,  i'  Série,  l.  V.     .liiill.'t   1881.)  20 
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Faire  voir  que  ce  rayon  passe  par  un  maximum  et  un  mini- 
mum, quand  on  fait  varier  le  rapport  -7-- 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  ma- 
tériel soustrait  à  l'action  de  toute  force  extérieure  et  assujetti  seu- 
lement à  se  mouvoir  sur  un  ellipsoïde  donné. 

Epreuve  pratique.  —  Le  17  juillet  1880,  à  midi  moyen  de 
Paris,  la  planète  Mars  a  pour  coordonnées  héliocentriques 

Longitude  héliocentrique 167° 5' 26",  3 

Latitude i°37'37",8 

Logarithme  du  rayon  vecteur o,22o42i3 

Au  même  instant  la  longitude  du  Soleil  est  ii5"i2'9",2.  On  a 
longitude  du  rayon  vecteur  de  la  Terre  =^  0,0069929.  Déterminer 
la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la  planète  à  l'instant 
considéré. 

Montpellier. 

Composition  cU Analyse.  —  Intégration  de  l'équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  n  à  coefficients  constants  :  1°  lorsqu'elle 
est  privée  de  second  membre  ;  2"  lorsqu'elle  possède  un  second 
membre  fonction  de  x. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  matériel 
pesant  assujetti  à  se  trouver  constamment  dans  un  plan  qui  tourne 
uniformément  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  ce  plan.  Le 
mobile  éprouve  en  outre  la  résistance  d'un  milieu  supposée  pro- 
poitionnelle  à  la  vitesse. 

Kpreu\e  pratique.  —  Les  liauteurs  apparentes  de  deux 
étoiles  sont  respectivement  égales  à  /\^"o'^g"  et  '-o"34'9"-  Leiu- 
dislance  apparente  est  58"8'48"  : 

1°  Calculer  les  éléments  nécessaires  pour  déterminer  la  distance 
vraie  de  ces  étoiles  ; 

2"  Former  avec  ces  éléments  le  tableau  des  calculs  à  efl'ectuer 
pour  arriver  à  son  expression  numci'ique. 
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Nancy. 

Composition  (/'A/ufhse.  —  i"  Intcgrcr  l'cquation  aux.  difTé- 
rentielles  partielles 

JT  do       ^  .,  ^  âo       ,  w^'o       ,  do 

2°  Trouver  la  valeur  de  l'intégrale  définie  /  e~^'  dx  et  en  con- 
dure  les  valeurs  des  intégrales 

Composition  de  Mécanique.  —  i"  En  un  point  O  de  la  surface 
delà  Terre,  situé  à  la  latitude  À,  on  considère  un  plan  poli  P,  sup- 
posé vertical  et  perpendiculaire  au  plan  méi'idien.  Un  mobile 
pesant  assujetti  à  demeurer  dans  le  plan  P  est  lancé  du  point  O 
avec  une  vitesse  initiale  donnée. 

Etudier  le  mouvement  du  mobile  dans  le  plan  P,  en  tenant 
compte  de  la  rotation  de  la  Terre.  Calculer  la  réaction  du  plan. 

2°  Un  corps  solide  dont  deux  points  sont  fixes  est  en  équilibre 
sous  l'action  de  forces  données.  Rechercher  les  pressions  sup- 
portées par  les  deux  points  fixes. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique. 

Poitiers. 

Composition  d'Ana/jse.  — ■  Trouver  les  courbes  telles  que,  si 
par  le  point  N  où  une  normale  quelconque  MN  rencontre  l'axe  Ox 
on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  M,  cette  droite  passe  par 
un  point  A  donné  sur  l'axe  O  )'. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  ces  courbes. 

Composition  de  Âlécanique.  —  Un  point  matériel,  non  pesant, 
est  lancé  avec  une  vitesse  v^,  parallèlement  à  une  droite  fixe  vers 
laquelle  il  est  attiré   avec  une  force  proportionnelle  à  la  distance 
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et  dont  la  valeur  est  |j.  à  Tunité  de  distance;  il  éprouve  en  outre, 
de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il  se  meut,  une  résistance  pro- 
portionnelle à  sa  vitesse  et  dont  la  valeur  est  ik  pour  une  vitesse 
égale  à  l'unité. 

Etudier  les  divers  cas  que  peut  présenter  le  mouvement  de  ce 
point  suivant  les  grandeurs  relatives  de  y/jjt.  et  de  K. 

Epreuve  pratique.  —  Quels  seront,  le  18  juillet  1880,  l'azi- 
mut et  la  distance  zénithale  d'Arcturus,  l'heure  sidérale  étant  i8'\ 

Ealitudo  Poitiers j6"34'5'j" 

Ascension  droite  Arctiirus 14'' 10"  i3\97 

Déclinaison  boréale 19° 48' ai", 7 

Toulouse. 

Composition  d/.inahse.  ■ —  i"  On  considère  la  surface  repré- 
sentée en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

^^.r^  =:  a  y-, 

n  étant  une  constante.  Trouver  ses  lignes  asymptotiques. 
2"  Intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 

d'Y  ,fl'-y 

-~,  +'îa'  —r—,  +  a*  v^=  cos(7.r, 

dx  *  (tj-  - 

où  rt  est  une  constante. 

Composition  de  Mécanique.  —  Soit  un  fil  /,  inextensible  et 
sans  poids,  aux  extrémités  duquel  sontattachées  deux  petites  masses 
pesantes  m,  m';  l'une  d'elles  m'  glisse  sur  un  plan  horizontal  fixe  PQ. 
tellement  placé  que  le  fil  «AB6  s'enroule  sur  iin  cUindre  droit  par 
un  quart  de  cercle  AB,  ce  cylindre  tournant  autour  d'un  axe  hori- 
zontal passant  par  le  centre  O  de  la  circonférence  AB.  On  de- 
mande la  loi  du  mouvement  de  chacune  des  masses  m,  m'  et  du 
cylindre  ainsi  que  les  tensions  des  lirins  de  fil  «A,  B6. 

On  tiendra  compte  du  frottement  de  glissement  de  la  masse  m' 
sur  le  plan  PQ  et  de  la  résistance  de  l'air,  résistance  que  l'on  sup- 
posera proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  rotalion 
du  cvlindrc. 
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Epreuve  jii(ili(iiie.  —  Hésoiidre  un   triangle  sphéiiijiie  géodc- 
si(jue,  coiiiuiissanL  deux  colés  h,  e  el  l'angle  compris  A. 


Rennes. 

Composition  (V Aiidhse.  —  i"  I  rouxer  une  courbe  (elle  (jue 
l'angle  INIOT  sous  le(juel  on  voit  d'un  point  donné  O  la  portion 
MT  de  tangente  à  celte  courbe  comprise  entre  le  point  de  contact 
xM  et  une  droite  fixe  DD'  soit  constant. 

i"  C  étant  le  point  de  rencontre  du  rayon  vecteur  OM  avec  la 
droite  CC  parallèle  à  DD'  et  menée  à  égale  distance  du  point  O  et 
de  cette  droite,  trouver  le  lieu  géométrique  du  [)Oint  P  conjugué 
harmonique  du  point  C  par  rapport  aux  deux  points  O  et  M,  et 
conclure  de  là  une  manière  simple  de  déduii'e  les  points  de  la 
courbe  en  question  d'une  courbure  connue,  ainsi  que  la  con- 
struction de  la  tangente. 

Examiner  spécialement  le  cas  où  l'angle  MOT  est  égal  à  ()o". 

Composition  de  Mécanique.  —  Définir  le  mouvement  tauto- 
chrone.  Un  point  sollicité  par  une  force  qui  ne  dépend  que  de  la 
position  ayant  un  mouvement  rectiligne  tautochrone,  donner  l'ex- 
pression de  celte  force. 

Expression  de  la  composante  tangentielle  dans  le  mouvement 
tautochrone  curviligne.  Détermination  de  la  courbe  tautochrone 
dans  le  cas  d'un  point  pesant,  et  étude  de  ce  mouvement. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  :  intersection  d'un  paraboloïde  de 
révolution  et  d'un  plan. 

Clermont. 

Composition  cCinah  se.  —  Donner  une  méthode  pour  avoir  les 
courbes  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure  p  est  une  fonction 
donnée  de  l'angle  a  que  la  tangente  à  la  courbe  fait  a\ec  une  di- 
rection fixe 

?-=J\^-)- 

....                                 .  ,    ,                          . ,    ,           u 
Applicatu)n  aux  cas  où  f  {rj.)  ^^  a  cosa.  /  (  a  )=  —  • 


3o2  PREMIERE  PARTIE. 

Composition  de  Mécanique.  —  Théorie  du  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  axe  fixe.  Cas  où  le  corps  se  réduit  à  trois 
points  de  masses  ni,  ni' ,  ni",  situés  sur  une  même  perpendiculaire 
à  cet  axe. 

Epreaxe  pratique.  — Enunlieu  delà  Terre,  on  observe  l'azimut 
a  d'une  étoile  à  son  lever  et  sa  hauteur  méridienne  A.  On  demande 
la  latitude  du  lieu  et  la  déclinaison  de  l'étoile. 


Dijon. 

Composition  d'Analyse.  —  Exposer  une  méthode  permettant 
de  déduire  l'intégrale  générale  d'une  équation  difTérentielle  linéaire 
d'ordre  quelconque  de  celle  de  la  même  équation  privée  de  son 
second  membre.  Appliquer  cette  méthode  à  l'intégration  de 
l'équation 

d-u  du  9.r^  H-  6.r  +  2 

dx'^  dx  x'-^ 

Composition  de  Mécanique.  —  Soient  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires  Ox,  Oy,  O^,  l'axe  des  z  étant  vertical  et  dirigé  vers 
le  haut  ;  on  considère  un  paraboloïde   de  révolution  ayant  pour 

x^-\-  v'^      ^         . 
équation  z  = '- —  Un  point  matériel  pesant  mobile  sur  la  sur- 
face est  repoussé  par  l'axe  Oz  proportionnellement  à  la  distance. 
Etudier  le  mouvement  du  point,  sachant  que  les  coordonnées  ini- 
tiales du  mobile  sont 

a 

xo  —  a,     ro=  o»     ^0—  ■;  ' 

et  les  projections  de  la  vitesse  initiale 

(<'x)o=o,     {i^y)o=b,     (i'-)o=o,     b>o. 

Former  l'équation  différentielle  de  la  projection  de  la  trajectoii'e 
sur  le  plan  des  x>',  et  discuter  cette  courbe  dans  les  cas  où  elle  a 
des  branches  infinies. 

Epreuve  pratique.  —  L'excentricité  d'une  planète  étant  sup- 
posée égale  à  |,  calculer  l'anomalie  vraie  et  l'anomalie  moyenne 
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correspoiidanl  à  ui»o  anomalie  cxcciilriquc  égale  à 


SIÎSSIOM   Dlî   NOVI'MHUi:. 


Marseille. 


Composition  d'Analyse.  —  i"  Recherche  des  lignes  asyniplo- 
liques  et  des  lignes  de  courbure  de  la  surface 

z  =  nixy- 

2°  Angles  sous  lesquels  les  premières  lignes  sont  coupées  |)ar  les 
secondes. 

3"  Courbes  suivant  lesquelles  ces  deux  sortes  de  lignes  se  pro- 
jettent sur  le  plan  des  xr. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  M  non  pesant  est  mo- 
bile dans  un  canal  circulaire  poli;  ce  point  est  sollicité  par  une 
force  perpendiculaire  à  un  diamètre  fixe  AB  de  ce  cercle  et  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  point  Pvl  à  ce  diamètre.  Trouver  le  mou- 
vement du  point  M. 

Epreuve  pratique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique,  con- 
naissant les  trois  cotés. 

Besançon. 

Composition  d'Analyse.  —  On  demande  de  calculer  la  surface 
détachée  sur  une  des  nappes  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan 
sécant  donné. 

Composition  de  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  pendule  dans 
un  milieu  résistant,  en  supposant  la  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse.  Cas  des  petites  oscillations. 

Epreuve  pratique.  —  Epure  de  Géométrie  descriptive. 


■io4  rHEMlÈRE  PARTIi:. 

Bordeaux 

Composilwn  d'A/ufhsr.  —  Equalion  difTérentielle  des  trajec- 
toires orthogonales  des  courbes  représentées  par  une  équation  con- 
tf'nant  un  paramètre  variable. 

Extension  aux  trajectoires  obhquangles. 

Application  aux  trajectoires  orthogonales  des  courbes  représen- 
tées par  l'équation 

.1-  H-  V-  —  :?  À  .(■  +  a-  =;  o, 

A  étant  h;  paramètre  variable. 

Etendre,  si  le  tenq^s  le  permet,  la  recherche  des  trajectoires 
orthogonales  ou  obliquangles  au  cas  des  courbes  représentées  par 
des  équations  en  coordonnées  polaires. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  point  matériel  M  assujetti 
à  rester  sur  une  droite  CD  est  attiré  vers  le  point  O  par  une 
force  qui  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ce  corps 
part  sans  vitesse  d'un  point  A  de  la  droite.  On  demande  : 

i"  De  déterminer  la  vitesse  du  point  M  à  un  instant  donné 
(indiquer  diverses  méthodes j; 

■>."  De  trouver  la  pression  exercée  parle  point  M  sur  la  droite  OA; 

3"  De  résoudre  complètement  le  problème  en  supposant  les 
angles  O  et  X,  que  font  les  droites  OM,  OA  avec  la  perpendiculaire 

à   CD,    assez,  petits  j)our    que   Ion   puisse   poser  vosH  =^  i  ■ 5 

cos  a  =  1 Exprimeren  fonction  de  H  le  tenq^s  ^que  le  mobile 

met  à  atteindre  une  position  M  quelconque  ; 

4"  De  déterminer  la  longueur  L  du  pendule  simple  OM'qui,  vu 
du  point  O,  paraîtrait  osciller  dans  le  même  temps  que  le  point  M 
(OM  et  OM'  doivent  toujours  former  le  même  angle  B  avec  la  per- 
pendiculaire à  CD,    au  degré  d'approximation  indiqué). 

hpreiiKC  jHiitique.  —  Le  1  2  mars  i8<S(),  on  a  observé  a  d'Orion 
vers  l'Ouest,  à  i4"23'i5",  23  au-dessus  de  l'horizon.  On  demande 
de  calculor  l'iienre  sidérale  de  l'obscrsatoire  eti'a/.inuit  de  l'étoile 
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à  1  iiislaiil  (le  robsersalion.  Les  coordonnées  dea  d'Orion  sont 

ai  =  .j''48"'42%:îi  , 

0  rrr  """î?/  5"*",  9.. 

La  latitude  du  point  d  ohscrvalioii  est  4  i"J<''i9"iO. 

Caen. 

Coiupositinn  de  Géométrie  aixtlyliqiw.  —  Trouver  le  lieu  des 
fovers  d'une  livperliole  dont  on  connaît  un  sommet  et  une  asvni- 
ptote. 

Composition  (PAnahse  et  rie  Mécanique.  —    i"  Calculer 
/  "  "  r/-cos- j^' H- /y- sin- .r 


•-eos-^'  ^r-  (l-  siii"  ^i 


rLv. 


2"  Déterminer  sur  une  surface  gauche  de  révolution  les  trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  rectilignes. 

3"  Déterminer  l'accélération  totale  d'un  point,  connaissant  son 
mouvement  relatif  par  rapport  à  certains  axes  et  le  mouvement  de 
ces  axes. 

4"  Une  barre  homogène  et  très  mince,,  reposant  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  poli,  est  choquée  par  une  bille  dont  la 
vitesse  est  perpendiculaire  à  la  barre;  en  supposant  les  deux  corps 
parfaitement  élastiques,  on  demande  le  mouvement  qu'ils  pren- 
dront après  le  choc. 

Épreuve  /)/•(( tique.  —  Résolution  d'un  triangle  sphérique. 

Grenoble. 

Composition  d\ina/\se.  —  Trouver  une  courbe  plane  telle  que, 
si  d'un  point  fixe  pris  dans  son  plan  on  mène  des  ravons  vecteurs 
à  ses  différents  points,  le  lieu  de  la  projection  du  centre  de  cour- 
bure sur  le  rayon  vecteur  correspondant  soit  une  courbe  symé- 
trique de  la  proposée  par  rapport  au  point  fixe. 

On  vérifiera  que  la  coui'be  trouvée  satisfait  bien  à  la  condition 
énoncée. 


3o6  PREMIÈRE  PARTIE. 

Composition  de  Mécanique.  —  On  donne  un  cylindre  verlical 
à  base  circulaire,  et  par  un  poinl  B  de  sa  surface  on  lance  un  point 
matériel  pesant,  assujetti  à  rester  sur  la  surface  de  ce  cylindre.  La 
vitesse  initiale  est  V„;  elle  fait  un  angle  a  avec  la  génératrice  du 
point  B. 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  du  point.  On  demande 
en  outre  de  déterminer  à  quelle  hauteur  maximum  il  s'élèvera. 

Quelle  doit  être  la  vitesse  initiale  V„  pour  que  le  point,  en 
atteignant  cette  hauteur  maximum,  se  retrouve  sur  la  génératrice 
du  point  de  départ  B? 

Trouver  la  forme  que  prend  la  trajectoire  du  mobile  lorsqu'on 
développe  la  surface  cylindrique  sur  un  plan. 

Calculer  la  réaction  du  cylindre  sur  le  point. 

Épreuve  pratique.  —  On  a  mesuré  en  un  lieu  de  la  Terre  les 
hauteurs  d'une  étoile  et  du  centre  de  la  Lune  au-dessus  de  l'horizon , 
ainsi  que  leur  diflerence  d'azimut,  et  l'on  demande  sous  quel 
angle  leur  distance  serait  vue  du  centre  de  la  Terre,  en  tenant  compte 
de  la  rétraction . 

Données. 

o 

Hauteur  de  l'étoile 9-7,35' 

Hauteur  du  centre  de  la  Lune 35, .ii)' 

Différence  des  azimuts i3  ,  i  5' 

Parallaxe  horizontale  de  la  Lune..  57', 2" 

Réfraction  0  =  Ôo^jG  tang,:;,  z  étant  la  distance  zénithale  de 
l'astre. 

Lyon. 

Composition  d'Analyse.  —  On  demande  d'intégrer  l'équation 

(  r^H-  2 a'r')  dy  —  ly^ dx  -\-  {œ -\- y)  {x dy  —  xdx)  =  o. 

On  indiquera  déplus  la  marche  à  suivre  pour  trouver  un  facteur 
d'intégrabilité  homogène  quand  l'équation  à  intégrer  présente  cette 
forme. 

Composition  de  Mécanique.  —  Un  mobile  libre  non  pesant  est 
attiré  vers  deux  centres  fixes  par  deux  forces  proportionnelles  à  la 
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distance  et   dont  les  intensités  sont  respectivement  comme  i  à  3, 
à  runilé  de  dislanc»\ 

On  demande  d'étudier  le  nionvement  du  nîol)ilc  en  supposant 
qu'il  soit  d'abord  en  repos  et  que  le  mouvement  ait  lieu,  soit  dans 
le  vide,  soit  dans  un  milieu  résistant.  On  admettra  dans  ce  dernier 
cas  que  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  vitesse  et  a  un  coeffi- 
cient très  faible. 

Eprem^e  pratique.  —  Eu  un  lieu  dont  la  latitude  est  égale  à 
48°5o'49',  on  trouve,  à  un  moment  donné,  pour  hauteur  d'une 
étoile  i3"5y'52"et  pour  déclinaison  8"25'45'',2.  On  demande 
l'angle  horaire  de  l'étoile  au  moment  de  l'observation. 

Montpellier. 

Composition  d'Analyse.  —  Déterminer  l'équation  finie  d'une 
courbe  gauche  d'après  les  conditions  suivantes  : 

1°  La  courbe  est  située  sur  la  surface  du  cône  j?--j-  )-=  k'-z'-\ 
2°  Toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  rencontrent  le  cercle 

z  ^  h,     X-  -r- y-  :=  a-. 

Rectification  de  la  courbe.  Calcul  de  la  surface  du  cône  com- 
prise entre  l'arc  et  la  courbe  de  deuv  génératrices  fixes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Equations  de  l'équdjbre  d  un 
fil  flexible.  Application  à  la  chaînette. 

Epjveave  pratique.  —  On  a  trouvé  pour  les  distances  zéni- 
thales de  deux  étoiles  les  valeurs 

z  ■=^~'i'^  19' 26".  5, 
^'  =  4o»53'56",3, 

leurs  déclinaisons  étant  d'ailleurs 

D  =  690  55' 36',  4. 
D'=8i»34', 

et  la  différence  .*R  ^ —  ^-R'  de  leurs  ascensions  droites  étant 

78»  49' 38%  3. 


3o8  PREiMIÈRE  PARTIE. 

On  demande  :  i"  d'indiquer  les  opérations  à  efTectuer  pour  trou- 
ver l'angle  du  vertical  dune  de  ces  étoiles  et  de  son  |)lan  horaire; 
a°  en  supposant  que  cet  angle  ait  été  trouvé  égal  à  43° 29' 8", 3, 
calculer  la  latitude  du  lieu  et  l'angle  horaire  correspondant  à  l'ob- 
servation des  deux  astres  faite  simultanément  par  deux  observa- 
teurs. 


X 


Nancy. 
Composition    d\inalyse.    —     i"    Soit    une    intégrale    définie 

b 

f(x)dx,   dans  laquelle  /(.r)  devient  infinie  pour  une  valeur 


a:=  c  comprise  entre  a  cl  ù;  supposons  qu'on  puisse  mettre /"(j:) 
sous  la  forme 

/(./■)  := 

•^^     '        {c-.ry 

n  étant  positif,  et  cp  (x)  n'étant  pas  nul  pour  .r  =  c  et  restant  fini 
entre  x  =  a  el  x  =^  b. 

On  demande  d'expliquer  dans  quel  cas    /    f(^x)dx  sera   fini, 

dans    quel   cas  /    f  {x)  dx  sera  infini. 

Exemples  à  prendre  : 

C"^  s\nx  dx         C"  „       •      „      , 

I 1       /     co?,^''x  iin-i X  dx. 

On  demande  de  démontrer  que  /     f{x)dx  peut  être  indéter- 

miné.  Les  candidats  choisiront  pour  exemple  /       — ?  et  montre- 

J_i     ^' 

ront  comment  cette  intégrale  pourra  devenir  déterminée  si  l'on 
fait  varier  .r  de  —  i  à  -r-  i  en  le  faisant  passer  par  des  valeurs 
imaginaires. 

2°  Prouver  que  l'équation  différentielle 

^  ,.  d-y  dy  ,      ,      ■. 

^'-''-^dp-'-'di-^"^"-^'^^'  =  ''' 

où   n    est  un    nombre  entier  positif,  peut  être    satisfaite  par  un 
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polviiome   enlioi'  el   coninienl   on    |)eiil   en    conclure    la   solution 


Composition  de  M(k'ani(/ue.  —  i"  Démontrer  le  principe  de 
d'Alemhert. 

2"  Etudier  le  mouvement  du  pendule  cycloïdal  dans  un  mdieu 
qui  résiste  proportionnellement  à  la  \itesse. 

EpreuK'c  prulitiue.  —  Résolution  d'un  triangle  spliéricjue. 

Toulouse. 

Composition  cV Analyse.  —  On  considère  la  surface  enveloppe 
de  la  sphère  représentée  par  l'équation  contenant  deux  paramètres 
arbitraires  a  et  b, 

F  et  C2  étant  deux,  fonctions  données  quelconques.  Trouver  les 
lignes  de  courbure  de  cette  surface.  On  montrera  que  les  lignes 
de  courbure  sont  des  lignes  planes  et  c[ue  les  plans  dun  des  sys- 
tèmes sont  parallèles  au  plan  des  jz. 

Composition  de  Mécanique .  —  Une  plaque  pesante,  homogène, 
infiniment  mince,  d'égale  épaisseur  et  dont  la  Ibrme  est  celle  d'un 
triangle  rectangle,  peut  tourner  dans  un  plan  vertical  autour  d'un 
axe  perpendicvdaire  à  ce  plan  et  passant  par  le  sommet  de  l'angle 
droit.  Déterminer  : 

1"  L'angle  que  fait  l'un  des  cotés  de  l'angle  droit  avec  l'hori- 
zontale située  dans  le  plan  d'oscillation  de  la  plaque  et  passant 
parle  sommet  de  cet  angle  droit,  quand  la  plaque  est  en  équilibre; 

2"  L'amplitude  des  oscillations  que  la  plaque  exécute  lorsqu'on 
l'abandonne  à  son  poids  après  avoir  amené  le  coté  considéré  dans 
une  position  horizontale. 

EpreuK^e  pratique.  —  Une  étoile  dont  la  déclinaison  est  +  i  5° 
passe  au  méridien  d'un  lieu  à  2''  (temps  sidéral).  La  latitude  du 
lieu  est  3")".    V  quelle  lieure  sidérale  l'étoile  se  couchera-t-elle  ? 


3io  PREMIERE   PARTIE. 

Rennes. 

Composition  cV Analyse.  —  Intégration  de  Texpression 

\dx  4-  \dy  +  7.dz, 

dans  laquelle  J",  J',  :;  sont  trois  variables  indépendantes  et  X,  Y,  Z 
trois  fonctions  données  de  ces  variables.  Prouver  que,  si  l'expres- 
sion est  une  différentielle  exacte,  la  valeur  de  l'intégrale 


(Lr  ajr  J 


/■'■( 


dans  laquelle  on  regarde  )'  et  z  comme  des  fonctions  de  x,  est 
indépendante  de  ces  fonctions,  pourvu  que  leurs  valeurs  limites 
soient  toujours  les  mêmes. 

Composition  de  Mécanique.  —  Ln  mobile  sollicité  par  une 
force  dirigée  vers  un  point  fixe  et  fonction  de  sa  distance  à  ce 
point  est  observé  par  une  personne  placée  au  centre  d'action, 
perpendiculairement  au  plan  qui  contient  ce  centre,  et  la  vitesse 
initiale  du  mobile  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  sur  elle- 
même.  Le  rayon  vecteur  qui  joint  l'observateur  au  mobile  paraît 
tourner  uniformément  avec  la  vitesse  angulaire  t./.  Quelle  est  à 
chaque  instant  la  vitesse  angulaire  co  de  l'observateur  et  quelle  sera 
la  trajectoire  apparente? 

Si  la  force  est  proportionnelle  à  la  «''"'"^  puissance  de  la  distance, 
que  devra  être  l'exposant  de  cette  puissance  pour  que  les  calculs 
puissent  se  ramener  aux  fonctions  élémentaires?  Examiner  spécia- 
lement les  cas  /?  =  I ,  /?=  ^ —  ?.. 

Eprea^'e  pratique.  —  Epure  :  intersection  dune  sphère  et  d'un 
cône. 

Clermont. 

Composition  d'Analyse.  —  Trouver  les  aires  des  boucles 
formées  par  les  courbes  dont  les  équations  suivent  : 

2"     .r-"     -+-  V-"      =a{jfY)"-\ 
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Dans  les  deux  cas,  //  désigne  un  nombre  entier  posil il'. 

C(>/)i/>(isiti(>/i  (le  Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  pesant 
sur  la  courbe 

gns  _  j 

ax  H-  ,ç =  o, 

n 

sacbant   (ju'il   v   a   une  résistance  proportionnelle  au   carré  de  la 
vitesse,  cette  résistance  étant  exprimée  par  la  formule  R^/a-. 

Epreuve  pr(iti(iue.  —  On  donne  la  déclinaison  et  l'ascension 
droite  d'une  étoile.  On  demande  de  calculer  la  longitude  et  la 
latitude. 

Lille. 

Composition  d' Analyse.  —  i"  Intégrer  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre 

i"  Des  lignes  asvmptotiques  sur  une  surface  à  courbures  oppo- 
sées. Equation  différentielle  de  ces  lignes.  Détermination  de  leur 
plan  osculateur.  Leur  courbure  peut-elle  s'obtenir  par  l'emploi  du 
théorème  de  Meusnier,  relatif  à  la  courbure  des  sections  obliques 
d'une  surface? 

Composition  de  Mécanique.  —  i"  Etablir  les  trois  équations, 
dites  équations  d^Euler,  qui  déterminent  le  mouvement  d'un 
corps  solide  autour  d'un  corps  fixe  sous  l'action  de  forces  données. 

2"  Un  pendule  composé  est  formé  :  i"  d'une  tige  OA  pesante  et 
homogène,  de  longueur  connue  ia  et  de  masse  M;  2°  d'un  corps 
de  forme  quelconque,  de  masse  u,  dont  le  centre  de  gravité  B  peut 
être  fixé  en  un  point  variable  de  la  tige  OA.  On  connaît  le  rayon 
K  de  giration  de  ce  coi'ps  par  rapport  à  un  axe  mené  par  son 
centre  de  gravité,  parallèle  à  l'axe  de  suspension  horizontale  Oc. 

Comment  varie  la  durée  des  oscillations  infiniment  petites  de 
ce  pendule  avec  la  position  du  point  B  sur  la  tige?  (On  ne  déplace 
le  corps  B  le  long  de  la  tige  que  par  un  mouvement  de  translation.^ 
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Epreuve  pratique.  — La  longitude  de  Moscou  étant  35'^i7'3o" 
et  sa  colatitude  34"i4'47">  trouver  l'azimut  de  Moscou  sur  l'ho- 
rizon de  Paris,  azimut  compté  du  INord  et  sa  distance  sphérique 
à  Paris.  On  sait  que  la  colatitude  de  Paris  est  4i"9'8". 


SUR  QUELQUES  POINTS  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ('); 
Par  m.  HER.MITE. 

L'importante  Commvmication  de  M.  Hermite  que  nous  analy- 
sons comprend  deux  Parties  bien  distinctes  :  la  première  se  rap- 
porte à  la  théorie  des  fonctions  analytiques  uniformes,  la  seconde 
à  la  notion  de  coupure. 

L  II  s'agit  principalement  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  : 

Soit  fi(x),  f.2{x),  ...  une  suite  indéfinie  de  fonctions 
rationnelles,  telles  que  f\jc)  ne  devienne  infinie  que  pour 
x^a^,  et  supposons  que,  les  modules  de  la  suite  indéfinie 
ax,a2i  ...  allant  en  croissant,  on  ait  la  condition  linK/,,  =  00  . 
On  peut  alors  toujours  Jormer  une  fonction  anal)  tique  uni- 
forme F(.r),  avec  le  seul  point  singulier  00  ,  /tenant  d'autres 
pôles  cjue  cii,  a.,,  . . .,  et  telle  que  la  dif/erence  F(.r)  — f{-^)  soit 
finie  pour  x  =  a... 

Considérant  d'abord  le  cas  où  les  fonctions  /,  (j"),  f^Çjc),  ... 
seraient    de    la    forme  ?  ?  •■•■>   comme   les  fractions 

.f  —  <7j        .X  «, 

auxquelles  donne  naissance  la  considération  de  la  dériyée  loga- 
rithmique d'une  fonction  <î>(.r)  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
M.  Hermite  distingue  deux  circonstances  : 

1°  Il  existe  un  entier  positif /?  tel  que  la  série  des  quantités 


soit  conyerffente. 


+-  ; r:r-T  H O 


(')  Helsingfors,  1881  ;  in-4°,  28  p.  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  .Mittag-Leffler  (Âcta 
Societatis  Scient iariim  Fennicœ,  t.  XII). 

(')  Le  symbole  \n\  flésipne  le  niorliilc  rie  fi. 
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Pusanl  alors 


Pv(.r)  =  -'--h-^  -^ 


a.,        a.:  a:; 


'        -Pv(.r) 


a.,  —  .V  a"  (  «V  —  ./■  j 


el  la  série 


a.'  { «V  —  •■^'  ) 


v=l 

convergera  uniformément  et  inconclllionnellement  clans  le  do- 
maine de  tout  point  autre  que  les  points  «(,  a^,  .  •  . ,  comme  on  le 
voit  tout  de  suite  en  considérant  la  série  des  modules;  cette  série 
représente  une  fonction  F(^)  qui  satisfait  manifestement  aux 
conditions  de  l'énoncé. 

2"  Mais  l'hypothèse  d'où  a   été   déduite  la   construction   de  la 
fonction  F(^)  ne  peut  pas  toujours  être  réalisée,  et  l'on  est  alors 

amené  à  retrancher  de  la  fraction un  polynôme  VJ x)  dont 

a.,  —  .r         ^      ■  - 

le  degré  ne  reste  pas  fini  conmie  précédemment;  posant  alors 


P.(,r)  =  -  +  -:^H-.. 

•  -H 

on  a 

^                     V    (   ■n\ 

.r' 

a.,  —  .r                            a'\ 

(r/,—  .r) 

et  Ton  considère  la  série 

^  a',  (  CL,  —  j-  ] 

- 1 

déjà  utilisée  par  M.  "W'eierslrass  et  qui  converge  pour  toute 
valeur  de  la  variable  autre  que  les  points  «,,  «o,  . . .,  ainsi  que  la 
série  des  modules,  puisque  la  racine  v''^"'*^  du  module  du  terme  de 
rang  V  a  pour  limite  zéro,  lorsqu'on  suppose  v  inhni;  elle  repré- 
sente encore  une  fonction  analvtique  F(^)  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'énoncé. 

Bull,  dr^  Srirnce^  mnihrni.,  ■?'  Soiio,  t.  \'.   r.TiiilloI   iSSi.)  21 
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Le  théorème,  ainsi  démonlré  dans  le  cas  de  la  dérivée  logarith- 
mique d'nne  fonction  holomorphe  (t^(x),  conduit  à  la  décompo- 
sition en  facteurs  primaires  d'une  telle  fonction  :  en  effet, 
l'expression 


F(.r) 


*(a-) 


n'ayant  plus  de  pôles,  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  holo- 
morphe qu'on  peut  représenter  par  G'(^),  et  de  la  relation 


y 


a,  —  ./• 


-Pv(.r) 


=  G'(^-) 


on  conclut,  en  posant 


P,(.r)=  f   I\(.r)f/.r, 


Supposons  maintenant  que   les    fonctions  rationnelles    /,  (x), 

y*2(-^)i  •  •  •  soient  de  la  forme  ' — ■,  = — •>  ■  •  ■  -,  en  sorte  qu'on 

ail  affaire  à  une  fonction  uniforme  à  infinis  simples. 

S'il  arrive  encore  qu'il  existe  un   nombre  entier  ii  tel  que   la 
série 


R, 


R, 


Rv 


soit  convergente,  on  continuera  de  faire 


P,(.r)  =  -  +  ^  + 


F(.r)=^R. 


a.,  —  ./■ 


Pv(-r) 


=yr: 


R,.r" 


a.;  [a.,  —  ./■  ) 
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La  série  qui  figure  dans  le  second  membre,  ainsi  ([ue  les  séries 
des  dérivées,  convergent  uniformémcnf.  parlouL  ailleurs  qu'aux 
pôles  ;  rcxislence  de  la  fonction  ¥(jc)  et  celle  de  ses  dérivées 
sont  ainsi  entièrement  démontrées. 

Il  ne  reste  plus,  en  supposant  toujours  que  les  infinis  des 
diverses  fonctions  rationnelles  sont  simples,  que  le  cas  où  les 
séries 


sont  divergentes  pour  toute  valeur  de  n.  Faisant  alors 


P,(^)  =  -  +  —  H H  -— -, 

a.,        a.;  a"< 

il  s'agit  de  déterminer   les   entiers  w,,    par   la  condition    que    la 
série 

Zu  K'  (  «V  —  -f  ) 

soit  convergente  dans  tout  le  plan. 
En  posant 


la  série  des  modules 


1 


K  .r"> 


a';\  (  a.,  —  jc  ) 


se  décompose  en  deux  parties  qui  répondent,  l'une  à  l'iiypothèse 
p,,5o,  l'autre  à  l'hypothèse  pv>>o;  on  rend  la  première  conver- 
gente en  supposant  que  les  quantités  co,  satisfassent  à  la  condition 

Wv  —  Pv  ^  V  ; 
quant  à  la  seconde,  on  peut  l'écrire 


1 


et,  en  posant 


\a.,\^\a.,-^Y     (a>i), 
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le  ternie  général  devient 


Si  l  on  lait  maintenant 

a  (  tOv  ■ —  pv  )  ^^^  w,^  +  t., , 

£^  étant  une  quantité  positive  telle  que  (o,,  soit  un  nombre  entier 
non  inférieur  à  v,  on  s'assurera  sans  diflîculté  que  la  racine  v'^'"" 
du  terme  général  qui  précède  a  pour  limite  zéro  quand  v  aug- 
mente indéfiniment. 

Enfin,  le  cas  où  les  fonctions  rationnelles  yi,(jr)  ont  des  infinis 
multiples  se  déduit  du  cas  où  elles  n'ont  que  des  infinis  simples, 
cas  où  la  proposition  est  entièrement  démontrée. 

II.  Dans  la  seconde  partie  de  sa  Lettre,  M,  Hermite  met  en 
pleine  lumière  une  propriété  capitale  de  ces  fonctions  d'une  va- 
riable imaginaire  z  qui  tirent  leur  origine  de  la  considération 
d'une  intégrale  définie  telle  que 


f 


propriété  relative  aux  lignes  de  disconlinuité  d'une  telle  fonc- 
tion. 

Supposant  d'abord  que  la  variable  d'intégration  t  soit  réelle 
et  aille  en  croissant  de  /q  i^i  Ui  et  que  les  fonctions  F(^,^), 
G(i,  z)  soient  liolomorphes  en  t  et  en  z,  il  est  clair  qu'une 
pareille  intégrale  a  une  valeur  déterminée  tant  que  la  valeur  de 
z  est  telle  que  l'équation  en  t 

G{f,z)z=o 

n'ait  pas  de  racine  réelle  comprise  entre  /)  et  ^2.  Si  dans  cette 
dernière  équation  on  fait  varier  t  de  ^,  à  t-,,  le  point  dont 
l'affixe  z  est  défini  par  cette  équation  décrira  une  ou  plusieurs 
courbes,  dont  l'ensemble  sera  le  lieu  des  points  du  plan  pour  les- 
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quels  la  tunctioii  cesse  dèlrc  définie  par  l'intégrale 


Or,  en  excluant  les  points  de  ces  courbes  pour  lesquels  Tune  des 
(pianlilés 

iH/,.)=-^,    Q('..-)  =  ^ 

s'annulerait,  l'auteur  met  en  évidence  ce  lait  capital,  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  que  prend  la  fonction  en  deux  points  infiniment 
voisins  de  la  courbe  de  discontinuité,  situés  de  part  et  d'autre  de 
cette  courbe  sur  la  normale  en  l'un  de  ses  points,  est  finie,  et  il 
calcule  la  valeur  de  cette  différence. 

Soit,  en  effet,  M  un  point  de  la  courbe  pour  lequel  ^  =  9, 
r  =  i^;  un  calcul  simple  montre  d'abord  que  l'affîxe  Z  d'un  point 
de  la  normale  en  ce  point  peut  être  mise  sous  la  forme 

p(o,  n 

Â  étant  une  quantité  positive,  et  s  représentant  l'unité  affectée  du 
même  signe  (ou  d'un  signe  contraire)  que  la  partie  réelle  de 

si  l'on  veut  avoir  affaire  (ou  non)  à  un  point  situé  sur  la  partie 
supérieure  de  la  normale. 

N  et  N'  désignant  deux  points  opposés  sur  celte  normale,  un 
calcul  facile  montre  que,  en  négligeant  sous  le  signe  d'intégration 
des  quantités  qui  n'influent  pas  sur  la  valeur  limite  de  la  diffé- 
rence 

^(N')  -*(N) 

des  valeurs  que  prend  la  fonction  aux  points  N  et  N',  on  peut 
écrire 
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où  P  et  Q  ont  été  mis,  poui^  abréger,  à  la  place  de  P(0,  Ç), 
Q(9,  ^).  Sauf  dans  le  cas,  exclu  de  nos  suppositions,  où  ^  serait 
un  point  double,  l'équation  en  t 

n'a  que  la  racine  t  ^=  H  qui  soit  réelle  et  comprise  entre  to  et  ^,. 
On  voit  donc  que,  si  l'on  fait  tendre  A  vers  zéro,  la  partie  de 
l'intégrale  qui  correspond  à  des  valeurs  de  t  qui  ne  sont  pas 
voisines  de  0  a  une  limite  nulle.  D'après  cela  on  \oit  aisément 
que  cette  intégrale  a  la  même  limite  que 

P(e,0  .(_,  ^t-^y-^)y 

où  [x  et  V  sont  des  quantités  positives  infiniment  petites.  Cette 
limite  est  donc 

P(f),  r) 

11  n'est  pas  utile  d'insister  sur  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ce 
résultat.  M.  Hermite  rapproche  la  notion  si  simple  et  en  même 
temps  si  essentielle  des  lignes  de  discontinuité  présentées  par 
la  fonction  ^(z-)  de  la  nolion  de  coupure  introduite  par  Rie- 
mann.  Ce  nom  de  coupure  convient  certainement  à  ces  lignes  de 
discontinuité;  on  peut  toutefois  remarquer  que  les  coupures 
introduites  par  M.  Hermite  sont  complètement  déterminées  et 
qu'il  n'y  a  rien  de  pareil  pour  les  coupures  de  Riemann. 

M.  Hermite  donne  ensuite  quelques  applications  de  sa  formule. 

Si,  par  exemple,  f{t)  désigne  une  fonction  uniforme,  ne  con- 
tenant pas  ^  et  ayant  un  nombre  fini  ou  infini  de  pôles,  les  cou- 
pures relatives  à  la  fonction 

^{-■)=\    f{t+--)dt 


=/>< 

'^'n 


seront  des  segments  de  droite  parallèles  à  l'axe  des  abscisses, 
correspondant  à  chaque  pôle.  Pour  chacune  de  ces  droites  on 
trouve   aisément    que   la    différence   <I>(rs  )  —  <I>(N')   est   égale    au 
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produit  par  — at"  du  résidu  rclalif  au  pôle  corresj^ondanl;  ce 
rcsiillal,  immédiat  pour  les  pôles  simples,  subsiste  quel  que  soit 
l'ordre  de  multiplicité. 

Si /(^)  est  une  fonction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du 
numérateur  est  inférieur  de  deux  unités  au  degré  du  dénomi- 
nateur, l'intégrale 

*(^-)=-/     J\t-^-z)ch 

est  une  constante  dans  chaque  intervalle  compris  entre  deux 
coupures  consécutives;  la  valeur  de  cette  constante  change  quand 
on  passe  d'un  intervalle  à  l'autre,  et  les  résultats  précédents  per- 
mettent de  calculer  sans  difficulté  les  valeurs  de  ces  diverses 
constantes.  On  peut  maintenant  construire  la  fonction  f[t)  de 
façon  que  dans  chaque  intervalle  la  constante  représentée  par  la 
fonction  ^(z)  soit  donnée,  et  l'on  déduira  de  là  l'expression 
d'une  fonction  représentant  dans  chaque  intervalle  telle  fonction 
que  l'on  voudra,  résultat  analogue  à  celui  que  M.  Weierstrass  a 
communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  en  août  1880. 
Des  considérations  analogues  s'appliquent  à  l'intégrale 


f{t+z)dt, 


011  f{t)  est  une  expression  rationnelle  en  sin^  et  cosf,  sans 
partie  entière;  on  est  ainsi  conduit  à  la  formule  donnée  par 
l'auteur  dans  son  Cours  cV Analyse  (p.  SaS)  et  doù  résulte 
immédiatement  la  décomposition  de  la  fonction  f{t)  en  éléments 
simples. 

De  même  encore  la  considération  de  l'intégrale 

*(--)= r  f{t+z)dt, 
^  ta 

où  /(^)  est  une  fonction  uniforme  admettant  les  deux  périodes 
2K  et  2/K',  montre  naturellement  que  dans  l'intérieur  du  paral- 
lélogramme des  périodes  la  somme  des  résidus  de  cette  fonction 
est  nulle,   et  conduit,    par   conséquent,    à   la    formule    de    décom- 
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posilion  en  éléments  simples  qui  joue  un  rùlc  si   capital  dans  la 
théorie  des  fonctions  doublement  périodiques. 

Ces  quelques  applications  montrent  nettement  la  portée  de  la 
proposition  fondamentale  obtenue  par  M.  Hermite  dans  le  cas 
simple  où  il  s'est  placé.  La  question  qu'il  s'est  posée  en  suggère 
d'autres  plus  générales,  qui  ne  pouvaient  assurément  lui  échap- 
per :  il  en  signale  les  plus  importantes  à  la  fin  de  sa  Lettre  à 
M.  Mittag-Leffler;  sans  doute  elles  donneront  lieu,  dans  l'avenir, 
à  des  développements  d'un  singulier  intérêt. 

J.  T. 
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LUCAS  (Edouard^.  —  Récréations  matiiématiouks.  —  Paris,  Gautliier-Vil- 
lars,  1882.  In-8". 

Le  Livre  que  nous  annonçons  est  le  tome  premier  d'une  œuvre 
que  l'auteur,  professeur  de  INIathémaliqucs  spéciales  au  Ivcée  Saint- 
Louis,  a  l'intention  de  publier  rapidement.  Ce  Volume  se  rapporte 
spécialement  à  l'Arithmétique  supérieure  et  à  cette  branche  de  la 
Géométrie  qu'on  appelle  Géométrie  de  situation.  A  en  juger  par 
ce  travail,  il  n'v  a  pas  grand  mérite  à  prédire  que  l'Ouvrage  sera 
pour  notre  siècle,  avec  plus  d'originalité,  ce  que  les  Problèmes 
plaisans  et  délectables  de  Bachet  et  les  Récréations  mathéma- 
tiques d'Ozanam  ont  été  pour  nos  ancêtres  :  le  Livre  classique 
par  excellence. 

Après  une  Prélace  verveuse,  que  nous  recommandons  aux  lec- 
teurs qui  auraient  le  malheur  d'être  sceptiques  à  l'égard  des  Ré- 
créations mathématiques,  l'auteur  consacre  une  brillante  intro- 
duction à  l'historique  de  la  Géométrie  de  situation;  il  en  poursuit 
les  traces  dans  Leibniz,  Euler,  Vandermonde,  etc.,  et  remonte 
jusqu'aux  Indiens  pour  les  carrés  magiques.  Il  signale  les  applica- 
tions de  la  nouvelle  Géométrie  au  tissage;  il  fait  un  rapprochement 
très  imprévu  entre  la  méthode  de  construction  d'une  espèce  de 
carrés  magiques  qu'il  vient  de  découvrir  :  les  carrés  diaboliques, 
et  la  manière  de  construire  Tarmure  des  satins  réguliers,  indiquée 
par  lui  en  1867.  Enfin,  dans  le  passage  suivant,  il  a  le  double  mé- 
rite de  montrer  le  lien  des  diverses  parties  de  son  travail  et  de  don- 
ner une  lumineuse  philosophie  de  ses  jeux  :  <(  Les  jeux  des  traver- 
sées, des  ponts,  des  labyrinthes  ne  reposent  que  sur  la  théorie  des 
nombres  pairs  et  impairs,  c'est-à-dire  sur  les  congruences  de  mo- 
dule 2;  le  jeu  du  solitaii-e  s'appuie  sur  les  congruences  des  mo- 
dules 2  et  3  ;  le  jeu  du  taquin  sur  celles  des  modules  2,  4;  8;  le  jeu 
du  baguenaudier  sur  la  numération  binaire,  ou,  en  d'autres  termes, 
sur  les  congruences  avant  pour  modules  toutes  les  puissances  de  2  ; 
enfin  le  problème  des  reines,  les  carrés  magiques,  le  tissage,  sur 
les  congruences   de  module  quelconque.  Ainsi,  c'est  toujours  la 

Bull,  des  Sciences  mathèm.,   ■>"  Série,  t.  V.  (Août  i8Si.)  'i.'i. 
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théorie  des  congruences,  mais  habillée  de  vêtements  aussi  divers 
et  aussi  élégants  que  possible.  » 

La  première  récréation,  intitulée  le  Jeu  des  traversées  en  ba- 
teau, est  le  développement  de  ce  vieux  problème  :  Trois  i7iaris 
jaloux  se  trouvent  avec  leurs  femmes  au  passage  d'une  rivière 
et  rencontrent  un  bateau  sans  batelier;  ce  bateau  est  si  petit, 
qu'il  ne  peut  porter  plus  de  deux  personnes  à  la  fois.  On  de- 
mande comme?} t  ces  six  personnes  passeront,  de  telle  sorte 
qu'aucune  femme  ne  demeure  en  la  compagnie  d'un  ou  de  deux 
hommes,  si  son  mari  n'est  présent.  —  Tarlaglia  (')  s'était  pro- 
posé de  résoudre  la  dilticulté  pour  quatre  ménages;  mais  il  s'est 
trompé  :  la  chose  est  impossible.  Bachet  le  remarqua.  Depuis, 
M.  Labosne  a  généralisé  le  problème,  mais  sa  solution  laissait  à 
désirer  pour  l'élégance.  M.  Lucas  donne  un  premier  essai  plus 
simple;  puis,  dans  une  Note  à  la  fin  du  Volume,  une  autre  généra- 
lisation, qui  est  due  à  M.  Delannoy. 

La  seconde  récréation,  le  Jeu  des  vontsetdes  îles,  est  la  traduc- 
tion d'un  Mémoire  d'Eulcr  sur  le  Problème  des  ponts  de  Kônigs- 
berg;  en  voici  l'énoncé  :  Quelle  que  soit  la  forme  d'ira  fleuve, 
sa  distribution  en  bras,  par  des  îles  en  nombre  quelconque,  et 
quel  que  soit  le  nombre  de  ponts  jetés  sur  le  fleuve,  trouver  si 
l'on  peut  franchir  celui-ci  en  passant  une  fois,  et  une  seule,  sur 
chacun  des  ponts.  Cela  revient,  au  point  de  vue  géométrique,  à 
ceci  :  On  donne  une  figure  quelconque  réunie  par  des  droites  et 
fies  courbes,  quel  est  le  nombre  minimum  des  traits  continus,  sans 
arrêt  ni  répétition,  nécessaires  à  son  tracé  complet?  Cette  question, 
très  importante  dans  la  théorie  des  courbes  unicursales,  est  traitée 
dans  la  Note  II  placée  à  la  fin  du  Volume. 

Le  Jeu  des  lacykinthes,  qui  fait  l'objet  de  la  troisième  récréa- 
tion, est  la  réalisation  du  jeu  suivant  :  Choisissez  arbitrairement. 


(*)  Mort  en  i55^  et  non  en  iSSg,  comme  le  dit  RI.  Lucas;  c'est  à  M.  le  prince 
Bonconipagni  qu'on  doit  cette  importante  rectification  (  Testamento  inedito  di 
Nicolo  Tartaglia,  dans  la  collection  de  Mémoires  mathématiques,  publiée  en  sou- 
venir du  Père  Chelini). 
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sur  une  leuillc  de  papier  blanc,  un  nombre  quelconque  de  points; 
joignez-les  deux  à  deux,  et  autant  de  fois  que  vous  voudrez,  par  un 
nombre  quelconque  de  lignes,  droites  ou  courbes,  de  telle  sorte 
qu'aucun  point  du  système  ne  reste  isolé  des  autres;  vous  aurez 
ainsi  un  réseau  géométrique.  Recouvrez-le  d'une  feuille  de  carton 
opaque,  de  manière  à  ne  pas  conserver  le  souvenir  du  plan  du  la- 
byrinthe; cette  feuille  de  carton  est  percée  d'un  oculaire,  qui 
permet  seulement  d'apercevoir  une  petite  fraction  du  réseau.  Dé- 
placez le  carton  ou  Yécran,  de  telle  sorte  que  l'oculaire  se  trouve 
placé  sur  un  carrefour  A.  Il  s'agit  de  lui  faire  parcourir  deux  fois 
toutes  les  lignes  du  réseau,  d'une  manière  continue,  et  de  revenir 
ensuite  au  point  de  départ  A.  Pour  conserver  le  souvenir  du  pas- 
sage de  l'oculaire  sur  chacun  des  chemins  qu'il  parcourt,  on  trace 
sur  chaque  ligne  suivie  un  petit  trait  transversal,  à  l'entrée  et  à  la 
sortie  des  carrefours.  Par  conséquent,  les  deux  extrémités  de 
chaque  chemin  devront,  après  les  pérégrinations  du  vovage,  avoir 
été  marquées  deux  fois,  mais  non  davantage. 

Ce  problème  est  évidemment  un  cas  particulier  du  problème 
précédent.  Lorsque  tous  les  points  d'un  réseau  sont  pairs,  le  ré- 
seau peut  être  décrit  d'un  seul  trait;  il  en  est  de  même  si  l'on 
double  un  tracé  quelconque,  puisque  les  points  impairs  deviennent 
pairs.  Il  y  a  cependant  entre  ce  problème  et  le  précédent  la  diffé- 
rence que,  dans  le  cas  présent,  on  peut  décrire  la  figure  sans  la 
voir  entièrement. 

La  quatrième  récréation  est  consacrée  au  Problème  des  huit 
REiKES,  dans  le  jeu  des  échecs.  Il  s'agit^  comme  on  sait,  de  dispo- 
ser sur  l'échiquier  huit  reines,  de  façon  que  deux  quelconques 
d'entre  elles  ne  soient  jamais  situées  sur  une  même  ligne  parallèle 
à  l'un  des  bords  ou  à  l'une  des  diagonales  de  l'échiquier.  Après  un 
historique  très  curieux  de  l'exposé  de  divers  procédés,  nous  arri- 
vons à  la  véritable  méthode,  celle  de  M.  Laquière  :  elle  consiste  à 
écrire  successivement  tous  les  nombres  sur  un  échiquier,  comme 
dans  un  système  de  numération,  et  à  déduire  les  diverses  solutions 
des  premières  par  la  rotation  ou  le  renversement  de  l'échiquier. 
Grâce  à  ce  procédé,  M.  Laquière  a  pu  faire  effectuer  par  un  enfant, 
dans  une  après-midi,  le  tableau  des  92  solutions  sur  l'échiquier  de 
64  cases.  Lorsque  le  nombre  des  cases  devient  très  grand,  le  pro- 
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blême  devient  Impossible.  On  doit  alors  se  borner  aux  solutions  en 
quinconces  :  M.  Lucas  donne  des  théorèmes  qui  permettent  de 
résoudre  en  ce  cas  la  question. 

La  cinquième  récréation  sur  le  Jeu  du  solitaire  présente,  après 
quelques  exercices  simples,  une  remarquable  exposition  des  tra- 
vaux du  D''  Reiss  et  du  capitaine  Hermary  sur  la  théorie  des  im- 
possibilités de  ce  jeu  :  cette  théorie  n'est  au  fond  que  celle  des 
résidus  d'un  système  de  trois  nombres  entiers  x,  r,  z  suivant  le 
module  3;  .r  et  r  désignant  les  coordonnées  de  la  case  du  solitaire, 
et  z  le  nombre  de  boules  qui  se  trouvent  sur  cette  case.  La  récréa- 
tion se  termine  par  une  étude  du  solitaire  de  33  cases,  traduite  du 
D""  Reiss,  et  par  des  théorèmes  de  M.  Hermary  sur  les  solitaires  du 
^jièmo  ordre,  c'est-à-dire  sur  les  solitaires  dans  lesquels  la  règle  du 
coup  est  de  faire  franchir  à  une  boule  n  cases  consécutives  et 
d'enlever  une  boule  dans  chacune  des  cases  franchies. 

La  sixième  récréation  sur  la  Numération  bikaire  est  un  élégant 
exposé  des  usages  et  des  propriétés  de  ce  svstème  peu  étudié  :  à 
propos  de  la  théorie  des  nombres  parfaits,  l'auteur  donne,  dans  la 
Note  ly  placée  à  la  fin  du  Volume,  d'importants  renseignements, 
sur  des  formules  par  lesquelles  il  a  pu  décomposer  un  nombre  de 
plus  de  200  chiffres  en  56  facteurs  premiers. 

La  septième  récréation  sur  le  Jeu  du  baguejvaudier  offre  un  in- 
téressant exemple  de  l'importance  des  notations  en  Mathématiques; 
il  est  curieux  de  voir  combien  le  problème  général  du  baguenau- 
dier  est  simplifié  par  l'ingénieuse  notation  de  M.  Gros.  Tout  ré- 
cemment, M.  Badoureau  a  publié  (^Revue  scientijique,  8  octobre 
1881)  une  étude  sur  les  réussites  au  jeu  de  cartes.  La  théorie  de 
l'une  d'elles,  toujours  possible  quel  que  soit  le  nombre  des  cartes, 
revient  au  fond  à  celle  du  baguenaudier. 

La  huitième  récréation  clôt  dignement  cette  première  série  : 
c'est  une  étude  de  près  de  cinquante  pages  sur  le  Taquin.  On  y 
trouve,  non  pas  seulement  la  généralisation  du  taquin  bien  connu, 
c'est-à-dire  le  taquin  rectangulaire  à  dimension  quelconque,  mais 
l'auteur  étudie  un  système  continu  de  cases  carrées  juxtaposées,  et 
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de  telle  l'orme  qu'on  voudra  :  c'est  le  Tiujiiin  continental.  Puis 
vient  le  Taquin  complet,  où  il  s'agit  de  choisir  le  cube  à  enlever  de 
telle  sorte  que  l'on  puisse,  en  suivant  la  marche  ordinaire,  arriver  à 
une  position  finale  convenue.  La  solution  de  ce  problème  repose 
sur  la  théorie  des  écarts,  de  même  que  la  solution  des  précédents 
s'appuie  sur  la  théorie  des  inversions  et  des  permutations. 

Chaque  récréation  est  précédée  d'un  petit  historique  que  re- 
lèvent souvent  de  piquants  détails.  Le  Livre  est  suivi  d'une  liste 
complète  de  tous  les  Ouvrages  publiés  sur  la  matière  :  Brochures, 
Mémoires,  Lettres,  etc.  Enfin  le  Volume  sort,  luxueusement  im- 
primé, avec  titre  en  deux  couleurs,  fleurons,  culs-de-lampe,  fron- 
tispices, etc.,  des  presses  de  M.  Gauthier-Villars;  nous  n'en  dirons 
pas  davantage.  L'auteur,  qui  s'entend  en  épigraphes,  et  l'éditeur 
semblent  avoir  pris  pour  devise  certain  précepte  d'Horace  :  Mêler 
rutile  à  l  agréable  ;  ils  v  ont  réussi  à  chaque  page. 

C  Henuy, 


GULDBERG  (C.-M")  et  MOHN  (H.).  —  Étlde  sur  les  mouvements  de  l'at- 
mosphère, 11"  Partie.  Programme  de  l'Université,  à  Christiania,  pour  le  2*  se- 
mestre 1880  (en  français),  53  pages. 

Les  auteurs  présentent  les  équations  générales  hvdrodvna- 
mlques  en  y  introduisant  la  force  centrifuge  composée  produite  par 
la  rotation  de  la  Terre  et  les  composantes  du  frottement.  Il  est 
évident  que  le  frottement  intérieur  a  lieu  pendant  les  courants' 
d'air  et  qu'il  a  sa  valeur  maximum  à  la  surface  de  la  Terre.  Quant 
aux  courants  d'air  horizontaux,  la  vitesse  du  vent  croît  avec  la 
hauteur  jusqu'à  un  maximum  et  en  même  temps  l'angle  entre  le 
vent  et  l'isobare  diminue. 

Regardons  un  cvclone,  c'est-à-dire  un  svstème  de  vents  aux  iso- 
bares circulaires  autour  d'un  minimum  barométrique  à  la  surface 
de  la  Terre;  aux  couches  supérieures  il  a  un  maximum  baromé- 
trique. L'air  afflue  suivant  la  surface  de  la  Terre  de  tous  côtés  et  les- 
courants  horizontaux  se  transforment  peu  à  peu  en  courants  ver- 
ticaux ascendants,  h.  une  certaine  hauteur  le  mouvement  vertical 
se  transforme  en  un  mouvement  horizontal  et  l'air  sort  d'un  maxi- 
mum aux  couches  supérieures.  On   n'a  pas  encore  réussi  à  repi'é- 
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senter  un  tel  système  par  des  formules  mathématiques;  mais,  en 
divisant  le  système  en  des  parties  diverses,  on  peut  établir  des  équa- 
tions qui  montrent  des  analogies  avec  les  systèmes  de  la  nature. 

S.  L. 


B.  BONCOMPAGNI.  —  Testamento  inedito  Dt  Nicolo  Tartaglu.  —  Napoli- 
Milano-Pisa,  Ulrico  Hœpli,  1881.  In-8°  de  5o  pages  et  fac-similé. 

Extrait  de  la  collection  qu'une  société  d'éminents  géomètres 
vient  de  faire  paraître  en  l'honneur  de  la  mémoire  du  Père  D. 
Chelini;  ce  travail  n'est  pas  un  des  moindres  joyaux  de  cette  jolie 
publication.  On  y  trouve,  publié  pour  la  première  fois  en  texte 
imprimé  et  en  fac-similé,  le  testament  de  Nicolas  Tartaglia,  con- 
servé aux  archives  des  notaires  de  Venise.  M.le  princeBoncompagni 
vient  de  donner  là  un  excellent  exemple,  qu'il  est  désirable  de  voir 
suivi  bien  vite  et  généralisé  par  les  érudits  mathématiciens;  on 
sait  combien  les  archives  de  notaires  apportent  chaque  jour  de 
documents  de  premier  ordre  à  l'histoire  littéraire  et  à  l'histoire 
de  l'art. 

L'original  de  ce  testament  présente  deux  feuillets  :  le  premier, 
au  recto  et  au  verso,  est  occupé  par  le  document  même;  sur  le 
verso  du  second  feuillet  se  trouve  une  note,  d'où  il  i^ésulte  que  le 
grand  géomètre  de  Brescia  est  mort  du  lundi  i3  au  mardi  i4  dé- 
cembre iSS^.  La  date  de  cette  mort  n'avait  jamais  été  précisée  et 
même  avait  été  inexactement  fixée  par  divers  historiens  et  biblio- 
graphes célèbres,  Libri,  Poggendorff,  Hankel,  Terquem,  etc.  C'est 
donc  une  acquisition  précieuse  pour  la  biographie. 

La  question  d'origine  élucidée,  le  savant  éditeur  étudie  l'authen- 
ticité de  son  document:  d'abord  il  le  trouve  indiqué  dans  divers 
catalogues,  puis  copié  sur  un  registre  spécial  avec  quelques  va- 
riantes par  le  notaire  érudit  Rocco  de  Benedetti  :  il  a  soin  de 
publier  cette  copie  immédiatement  après  la  reproduction  de  l'ori- 
ginal. Passant  ensuite  à  l'étude  du  testament,  il  en  rapproche 
diverses  particularités  d'emprunts  judicieux  faits  aux  œuvres  de 
Tartaglia  ou  à  d'autres  sources  :  il  précise  le  prénom  du  père  de 
Tartaglia,  l'existence  d'un  frère  aine,  d'une  sœur  cadette,  le  vrai 
nom  de  Tartaglia,  qui  était  Fonlana,  et  qui  a  été  changé  par  suite 
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des  liorrihles  circonstances  que  l'on  sait,  riial)llalit)n  du  célèbre 
géomètre  lors  de  la  rédaction  de  l'acte;  il  identifie  deux  libraires, 
cités  dans  le  testament,  avec  les  célèbres  éditeurs  de  Tartaglia  : 
Troiano  et  Giordano  Ziletti  ;  enfin  il  signale,  à  la  Bibliothèque  du 
Musée  Correr  de  Venise,  une  pièce  qui  confirme  l'existence  du 
testament  et  ses  principales  données. 

Ce  travail,  si  remarquablement  consciencieux,  se  termine  par  une 
intéressante  liste  des  pièces  précieuses  exposées  dans  la  vitrine 
qui  renferme  le  testament  de  Tartaglia.  C.  H. 


ROHN  (K.).  —  LiNE.VRE  UXD  QUADRATISCHE  TRANSFORMATION  DER  HTPEREL- 
LIPTISCHEN  FUNCTIONEN  p  —  1,  SOWIE  IHRE  BeDEUTUNG  FUR  DIE  KuJIMER- 
SCHE   FlaCHE   ('). 

Ce  travail  a  pour  but  d'approfondir  Tétude  de  la  dépendance 
entre  les  fonctions  hyperelliptiques  et  la  surface  de  Kummer. 
L'objet  final  du  Mémoire  est  spécialement  d'élucider  les  relations 
mutuelles  entre  les  diverses  méthodes  au  moyen  desquelles  la  sur- 
face de  Kummer  a  été  rattachée  aux  fonctions  hyperelliptiques.  La 
première  méthode  est  due  à  Cayley,  la  seconde  à  Borchardt;  elles 
se  trouvent  l'une  et  l'autre  dans  le  tome  83  du  Journal  de  Crelle. 
Une  troisième  méthode  est  développée  dans  le  présent  Mémoire. 
Les  trois  méthodes  ont  entre  elles  une  relation  très  simple,  con- 
sistant en  ce  qu'elles  résultent  toutes  d'une  transformation  qua- 
dratique. 

Pour  atteindre  le  but  que  nous  nous  proposons,  il  est  nécessaire, 
avant  tout,  d'étudier  la  transformation  linéaire  et  quadratique  en 
elle-même,  et  d'obtenir  des  formules  aussi  simples  et  aussi  com- 
modes que  possible,  qui  permettent  de  bien  saisir  l'importance  des 
transformations  pour  les  fonctions  S'.  Tel  est  le  contenu  de  la  pre- 
mière Partie. 

Par  nne  transformation  linéaire,  toute  fonction  Sr,  abstraction 
faite  peut-être  d'une  racine  huitième  de  l'unité,  se  change  en  une 
autre  fonction  S',  tandis  que  les  six  ^impairs  s'échangent  entre 

C)  Matlicnialisrlie  Annalen.  t.  \\  .  p.  .liô-J.'/i. 
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eux,  ainsi  que  les  dix  27  pairs.  En  même  temps,  les  relations  qui 
ont  lieu  entre  les  27  se  changent,  dans  chaque  transformation, 
en  d'autres  relations  entre  les  ?j'.  Pour  décider  maintenant  en 
quelles  fonctions  2r'  du  système  transformé  se  changent  les  fonc- 
tions 27  du  système  donné,  il  faut  établir  la  correspondance  des  pé- 
riodes des  deux  systèmes. 

On  voit  maintenant  immédiatement  que  toutes  les  transforma- 
tions qui  diffèrent  uniquement  par  le  module  de  deux  périodes 
entraînent  la  même  correspondance  entre  les  fonctions  27  et  27',  et 
qu'un  changement  dans  les  périodes  doubles  n'a  d'influence  que 
sur  les  coefficients  composés  avec  les  racines  huitièmes  de  l'unité. 

Tout  le  système  doublement  infini  des  périodes  se  réduit 
maintenant,  mod.  2  périodes,  à  quinze  valeurs  de péi'iodes,  qui 
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naturellement  peuvent  se  représenter  par  les  quinze  lignes 
de  jonction  de  six  points.  Si  l'on  marque,  en  effet,  six  points  (par 
exemple,  aux  sommets  d'un  hexagone  régulier),  et  qu'on  leur 
attribue  les  mêmes  indices  que  ceux  des  six  27  impairs  :  STo^,  '^^i 
^o'o  ^02?  S'is,  ET),  on  pourra  faire  correspondre  les  quinze  lignes  de 
jonction  aux  quinze  périodes  de  la  manière  suivante  :  en  aug- 
mentant les  arguments  des  S^  impairs  d'une  demi-période  quel- 
conque, deux  de  ces  fonctions  se  changeront  toujours  l'une  dans 
l'autre.  Elles  sont  représentées  sur  la  figure  par  deux  points  por- 
tant les  mêmes  indices  que  ces  fonctions;  la  ligne  de  jonction  de  ces 
deux  points  représentera  dès  lors  la  période  entière  correspon- 
dante; ainsi,  aux  lignes  tracées  répondent  les  périodes  inscrites. 
En  vertu  de  cette  convention,  la  somme  des  valeurs  des  périodes, 
pour  trois  lignes  contenant  à  elles  toutes  six  points,  sera  ^o(mod.  i 
périodes;  de  même,  la  somme  des  périodes  d'une  figure  fermée 
^  o(niod.  2  pér.);  de  telle  sorte  que  l'on  obtiendra  immédiatement, 
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pour  toutes  les  lignes  de  jonction,  les  valeurs  des  périodes  corres- 
pondantes. 

Dans  une  transformation  linéaire,  aux  quinze  périodes  qui  sont 
distinctes  suivant  mod.  a  périodes  doivent  correspondre  quinze 
périodes  du  nouveau  système,  jouissant  delà  même  propriété,  c'est- 
à-dire  que  la  ligure  ci-dessus  doit  être  rapportée  à  une  seconde 
ligure,  avant  la  même  signification,  par  rapport  au  nouveau  sys- 
tème d'intégrales,  que  la  première  ligure  par  rapport  au  premier 
système  d'intégrales.  Cette  transformation  se  réalise  en  faisant  cor- 
respondre les  six  points  de  la  nouvelle  figure  aux  six  points  de 
l'ancienne  figure,  dans  un  ordre  de  succession  tout  à  fait  arbitraire  ; 
alors  les  quinze  lignes  de  jonction  de  l'une  et  de  l'autre  figure  se 
correspondent,  et  de  même  les  quinze  périodes  de  l'un  et  l'autre 
système.  Il  existe,  d'après  cela,  720  transformations  linéaires,  dis- 
tinctes entre  elles  suivant  mod.  2  périodes. 

Pour  voir  encore  comment  se  transforment  les  2r  pairs,  il  est  be- 
soin d'une  interprétation  géométrique  de  ces  fonctions  dans  la 
figure.  Cette  interprétation  est  facile  à  trouver.  En  effet,  les  six 
points  peuvent  se  grouper  de  dix  manières  en  sommets  de  deux 
triangles,  et  ces  triangles  ont  la  propriété  que  l'on  parvient  tou- 
jours à  un  '^ pair  en  ajoutant  à  l'argument  de  la  fonction  2;  im- 
paire d'un  sommet  la  moitié  de  la  période  représentée  par  le  côté 
opposé,  et  de  plus,  tout  couple  de  triangles  conduit  toujours  à  une 
seule  fonction'^  paire,  de  sorte  que  ces  dix  paires  de  triangles 
représentent  précisément  les  dix  J:  pairs. 

En  déterminant  ainsi  comment  doivent  se  correspondre  les  fi- 
gures de  deux  systèmes  d'intégrales,  on  obtient,  en  même  temps, 
au  moyen  de  cette  correspondance,  la  coordination  des  périodes 
et  des  lonctions  2r  impaires  et  paires  de  ces  systèmes  d'intégrales. 
On  parvient  ainsi  à  des  formules  de  la  forme 


t"?- 


Jj'^  étant  la  fonction  qui  résulte  de  Sr^  par  la  transformation  linéaire, 
x^  une  racine  huitième  de  l'unité,  et  0  un  facteur  de  proportionna- 
lité. Pour  déterminer,  de  plus,  cette  constante  Xî,  on  s'appuie  sur 
ce  théorème,  que,  dans  une  transformation  linéaire,  les  relations 
entre  les  Sr,  et  spécialement  ici  les  relations  de  Gopel,  doivent  se 
changer  en  d'autres   relations  de  même  espèce.    Dans  le  présent 
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Mémoire,  on  trouve  un  Tableau  au  moven  duquel  on  peutefTectuer 
aisément  le  calcul  des  racines  huitièmes  de  Tunité.  On  obtient, 
par  exemple,  la  correspondance  suivante  : 

>'  Cj'        C-'  &'       .         0-'  Cf'  0<  C-'      .  O'  Cj'         C-'  O'       .  C  O'  O'  ^' 

^  7*  ^  ^  I*  ^  •  7*  ^  7*  ^  7'  ^  7'  ^  *  ^  7*  ^  ^  7*  ^      •  ^  7*  7'  ^  ^  7'  7*  ^ 

~'i4!y~'i)   "*?  y~'oii    <"'2)  y "'12) '•-'3'  y"'i3»    "^s'  y-'p  "'23'y"'4'    '^03'  u^'n'  "'02»  v-'at 

D'une  telle  correspondance  on  peut  encore  en  déduire  3i  autres 
par  l'introduction  des  racines  quatrièmes  de  l'unité.  Ces  trans- 
formations correspondantes  ne  diffèrent  entre  elles  que  suivant 
mod.  4  périodes;  de  chacune  des  correspondances  ainsi  obtenues, 
il  en  résulte  encore  quinze  autres  par  des  changements  de  signes; 
les  transformations  relatives  ne  diffèrent  plus  alors  que  suivant 
mod.  8  périodes. 

Dans  la  transformation  quadratique,  on  peut  se  servir,  pour 
établir  la  correspondance  des  périodes,  d'une  figure  tout  à  fait  pa- 
reille à  celle  qui  a  servi  dans  la  transformation  linéaire.  Marquons 
encore  les  six  points  des  indices 

34,  3,  04,    i3,  02,    I  ; 

tirons  leurs  quinze  lignes  de  jonction,  et  attribuons  à  trois  de  ces 
lignes^  contenant  tous  les  six  points,  des  périodes  entières,  et  aux 
trois  autres  qui,  avec  les  premières,  complètent  un  hexagone,  attri- 
buons des  c/e/?? /-péri odes.  Les  autres  droites  reçoivent  alors  des 
périodes  telles  que  la  somme  des  périodes  de  chaque  figure  fermée 
(prises  avec  les  signes  convenables)  s'annule.  Si  l'on  rapporte  une 
telle  figure  aune  autre  dont  les  côtés,  comme  dans  la  transformation 
linéaire,  représentent  des  périodes  entières,  on  obtient  la  corres- 
pondance d'une  transformation  quadratique.  Comme  on  le  voit 
aisément,  on  peut,  d'après  la  définition  précédente,  construire 
quinze  figures  différentes  ;  elles  correspondent  aux  quinze  classes 
introduites  par  Hermite  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  t.  XL);  deux  transformations  de  même  classe 
peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  li- 
néaire. 

On  peut  aussi  se  demander  comment  les  fonctions  0  du  svstème 
transformé  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  S'  du  sys- 
tème donné.  La  réponse  à  cette  question  est  donnée  par  le  théo- 
rème suivant  :  Toute  transformation  quadratique  peut  s  obtenir 
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à  l'aide  de  deux  transformations  linéaires  et  d'une  Iransfor- 
niation  quadratique  complètement  déterminée,  qui  aux  pé- 
riodes 

fait  correspondre  les  périodes 

mi/m.,      m./-..,      o/l,      i/o. 

De  plus,  on  n"a  besoin  que  d'établir  le  syslème  complet  de  for- 
mules pour  cette  transformation  quadratique  spéciale  pour  en 
déduire,  au  moyen  seulement  de  deux  transformations  linéaires, 
les  formules  relatives  à  une  transformation  quelconque. 

Dans  chacune  des  quinze  classes  de  transformations  quadra- 
dratiques  il  existe  un  groupe  de  24  transformations  qui  se  distin- 
guent particulièrement  des  autres.  Désignons  les  six  périodes  qui 
forment  les  côtés  d'un  hexagone  pour  la  figure  du  système  donné, 
respectivement  par 

/>,,    p.2,    ...,    7^6 ; 

pour  la  figure  du  svstème  transformé,  respectivement  par 

I'\^        P'i,         •••>        /^6> 

et  rapportons  les  demi-périodes 


respectivement  à 

et  les  périodes  entières 

respectivement  à 


Pi       Pz       Pô 

— ,     — ,     — 

222 
P'i^     P':^     P'ey 

Pi'     P:,     Pô 
P'i:     P',^     P'ô- 


on  obtiendra  ainsi  une  transformation  singulière  comme  celle  que 
nous  avons  annoncée. 

Ces  transformations  singulières  ont  cette  propriété,  que,  en  les 
appliquant  deux  fois  consécutivement,  elles  conduisent  à  la  bissec- 
tion  des  fonctions  ^;  on  trouve  dans  le  Mémoire  un  système  de 
formules  répondant  à  ce  but. 
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Ici  se  termine  la  première  Partie  de  ce  travail,  et  commence  la 
seconde  Partie,  qui  traite  de  l'emploi  de  ces  transformations  dans 
l'étude  de  la  surface  de  Rummer.  11  existe  trois  méthodes  pour 
relier  la  surface  de  Rummer  avec  les  fonctions  hyperelliptiques. 
La  Géométrie  des  lignes  nous  fournit  la  première  méthode,  en 
faisant  voir  que,  à  chaque  point  de  la  surface  de  Rummer  appar- 
tiennent deux  paramètres,  et  qu'il  y  a  toujours  trente-deux  points 
correspondants,  comme  possédant  les  mêmes  paramètres.  Si  l'on 
part,  en  effet,  d'un  système  confocal  de  complexes 


i  —  i. 


O, 


toute  droite  de  l'espace  appartient  à  quatre  complexes  du  système, 
tandis  que  quatre  complexes  se  coupent  suivant  trente-deux  droites 
correspondantes.  Ces  droites  sont  déterminées  par  les  quatre  para- 
mètres des  complexes;  leurs  coordonnées  sont 

(/.-,- ).,)(/,,- À,)(/,,- ),,)(/,,_  X,) 

pa-?r=: — — (<  =  I,   2,...,b). 

Si  deux  paramètres  deviennent  égaux  entre  eux,  les  droites  de- 
viendront des  tangentes  à  la  surface  de  Rummer,  laquelle  est  la 
surface  des  singularités  du  système  de  complexes  confocaux.  Si  ).,, 
^2  sont  constants,  et  )\;(=Xi  =  A  variables,  on  obtiendra  trente- 
deux  faisceaux  des  tangentes;  aux  points  de  contact  de  ces  fais- 
ceaux (dont  les  tangentes  ont  toutes  les  deux  paramètres  ).,,}v2) 
on  peut  associer  les  paramètres  )., ,  Âo.  Pour  séparer  les  trente-deux 
points  A,,  )>2>  on  formera  les  intégrales 

/       d^'[  -+-  I       dv'\  I    /       (r/r'2  -i-   /       dv\ , 
et 

où,  suivant  Prym  ('),  r'j  et  c^  sont  les  intégrales  normales  de  pre- 

(')  Neue  Théorie  cler  ullraellijili.seken  Fanctione/i. 
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luière  espèce,  appartenant  à  la  lorme 


Les  limites  inlérieures  a,   3  sont  ici  choisies  de  telle  sorte  que 
Ton  ait 


^(    /      ^A-,/   f      fh-^^  —  o, 


ainsi  que  Prvm  le  lait  dans  le  Mémoire  cité. 

De  ces  deux  intégrales  on  tire  en  tout  32  valeurs  distinctes  sui- 
vant le  module  d'une  période  entière,  et  Ion  peut  se  demander 
comment  les  valeurs  de  ces  intégrales  correspondent  individuelle- 
ment aux  32  points  qui  leur  sont  associés.  Or  les  six  fonctions  2r 
impaires  formées  au  moyen  de  ces  intégrales  sont  [>roportionnelles 
aux  quantités  rh^V/i/ — ).,)(' A/ — /.o).  En  conséquence,  on  attri- 
buera comme  paramètre  à  chaque  point  les  deux  intégrales  pour 
lesquelles  les  ^  impairs  entraînent  la  même  combinaison  de 
signes  pour  les  radicaux  =  y  (  A'/ —  Ai  ;(  A"/ —  'f-2)  qiie  celle  qui  ré- 
pond aux  coordonnées 

des  tangentes  du  point. 

Cette  détermination  fait  correspondre  à  chaque  point  de  la  sur- 
face de  Kummer  un  et  un  seul  couple  de  paramètres.  Dans  cette 
représentation  des  points  par  des  intégrales  hvperelliptiques,  on 
obtient  des  résultats  très  simples.  Les  16  points  nodaux  ont  pour 
paramètres  les  16  couples  de  périodes  entières  (mod.  2  périodes,  de 
sorte  que  0/0  se  présente  aussi  comme  paramètre).  Les  paramètres 
des  16  points  des  coniques  dans  les  16  plans  doubles  deviennent 

2  /     ch'\  / 2  /     ch-\_. 
Pour  les  courljes  tangentes  principales  singulières,  on  trouve 

c'est-à-dire  que.  pour   cJiacunr   de  ces  courhrs,    s'eKannuit    une 
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fonction'^  impaire,  ou  ces  fondions,  étant  égalées  à  zéro,  re- 
présentent ces  courbes.  Les  dix  fonctions  S'  impaires,  égalées  à 
zéro,  donnent  les  dix  surfaces  fondamentales  du  second  degré, 
c'est-à-dire  leurs  courbes  d'intersection  avec  la  surface  de 
Kummer. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  coordonnées  d'une  droite  quelconque 
se  représentent  sous  la  forme  de  produits  de  deux  S"  impairs,  dont 
les  arguments  sont  formés  des  intégrales  du  système  précédent. 
On  a 

p^3=27;^(«i^   '/2)^0i("3-|-  "4),         P-^4=    y^'l3("l+   "2)^'i3("3+"4), 

p^5— Sr';,(?/i+  «2)^02  ("34-«4),  p^6=  y^i("i+  «2)^'i  («3+  '^), 
OU  l'on  pose,  pour  abréger, 

«1+ «2/«i  H- «'2  ^  /      ''/"  +   /      dul   I      du' ^  j      du'. 

Les  paramètres  des  quatre  points  d'intersection  d'une  telle  droite 
deviennent 

Ui-+-   U.2+   i/3-t-  «i,         ?/i  —   //2 It-i "4, 

?/,—  »2-H   "3+   "4-         "1—   "2—  "3+   «4, 

ce  qu'on  peut  aisément  interpréter  relativement  aux  tangentes,  aux 
doubles  tangentes,  etc.  On  arrive  ainsi  à  ce  résultat,  que  les  seize 
points 

»,+  E./2+  S'«3  4-  S%/,^  S'^/^^  Ee's"e%/6 

IU\  +  ZU',  +  Z"  u',-\-t"'  U,  +  ES  V  Z'"  U,  , 

oii  £,  c',  s",  £'"=  riz  I  forment  sur  la  surface  donnée  une  confi- 
guration de  Rummer.  Ces  seize  points  sont  situés  seize  fois  six  à 
six  dans  un  plan  sur  une  cojiique;  les  plans  touchent  la  sur- 
face de  Kummer  donnée,  et  les  coniques  passent  par  les  points 
de  contact  correspondants.  En  général,  seize  points  de  cette  es- 
pèce forment  les  points  nodaux  d'une  surface  de  Rummer,  tan- 
gente à  la  surface  donnée  le  long  d'une  courbe  du  huitième  ordre. 
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Si  l'on  applique  au  système  d'intégrales  ci-dessus  une  transfor- 
mation qiia(lr(iti(jin\  on  j)arvient  à  la  deuxième  méthode  de  repré- 
sentation de  la  surface  deKunuuer  au  moyen  des  fonctions  hyperel- 
liptiques  d'après  Borchardl.  Ce  passage  peut  s'effectuer  de  quinze 
manières  différentes,  correspondant  aux  quinze  classes  de  trans- 
formations quadratiques.  Il  y  a  toujours  ici  quatre  fonctions  sin- 
gulières, par  exemple  2î''„,  '^'ç^^,  2;'^,,  Sr'^,  et  l'on  obtient  ce  théorème  : 
Les  quatre  fonctions  tliêta,  Sr'^ ,  S;,, , ,  Sr'^ ,^ ,  S» .,  représentent  les 
coordonnées  ponctuelles  du  point  correspondant  de  la  surface 
de  Kunimer,  rapporté  à  l'un  des  quinze  tétraèdres  fondamen- 
taux ;  la  relation  de  Gopel  entre  ces  ^  est  V équation  de  la 
surface. 

Les  fonctions  3"g , &'q , ,  S" '3,,,  ^^  égalées  à  zéro  donnent  les  courbes 
d'intersection  de  la  surface  avec  les  faces  du  tétraèdre  fondamen- 
tal; l'annulation  de  toute  autre  fonction  thêta  donne  une  courbe 
du  quatrième  ordre  passant  par  huit  points  nodaux,  le  long  de  la- 
quelle la  surface  est  touchée  par  une  surface  du  second  ordre. 

En  effectuant  de  nouveau  une  transformation  quadratique  sur 
les  fonctions  2r',  on  parvient  aux  nouvelles  fonctions  ^",  que  Cayley 
a  rattachées  à  la  surface  de  Kummer.  Les  thêta  égalés  à  zéro  four- 
nissent ici  les  seize  coniques  dans  les  plans  doubles;  les  seize 
points  nodaux  obtiennent  par  là  les  demi-périodes  pour  para- 
mètres. 

A.  ces  trois  méthodes,  pour  représenter  la  surface  de  Kummer 
au  moven  de  fonctions  hyperelliptiques,  l'auteur  rattache  la  ques- 
tion des  courbes  le  long  desquelles  la  surface  est  touchée  par 
d'autres  surfaces.  La  surface  de  Kummer  est  enveloppée  par  trente 
faisceaux  de  surfaces  du  second  degré;  chaque  faisceau  passe  par 
huit  points  nodaux.  Les  courbes  de  contact  sont  représentées  par 
des  équations  de  la  forme 

On  en  déduit  aisément  l'équation  des  surfaces  enveloppantes. 
Outre  ces  surfaces  du  second  degré,  il  existe  encore  un  nombre 
sextuplement  infini  de  surfaces  de  Kummer,  tangentes  à  la  surface 
donnée  suivant  des  courbes  du  huitième  ordre,  dont  l'équation  est 
une  fonction  linéaire  des  six  thêta  impairs  Sri,,  Sr^,, 
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Enfin  on  trouve  ensuite  l'équation 


1 


p\.  /P'\^  /      pv  /       P' 

—  )  ^a  (  —  )  ->»  I  ('  H 1  :?a  (  r  H 


où  Ton  prend  pour  valeurs  successives  de  a  les  indices 

24,  3,  o4,   i3,  02,   I, 

les  signes  des  termes  étant  alternativement  positifs  et  négatifs.  De 
cette  équation  on  peut  déduire  toutes  les  relations  qui  ont  lieu 
entre  les  carrés  de  thêta  et  les  produits  de  thêta,  au  moyen  d'un 
choix  convenable  de  P  et  de  P'.  Rohn. 


MÉLANGES. 

CATALOGUE  DES  ÉTOILES  CIRCUMPOLAIRES  AUSTRALES 
OBSERVÉES  DANS  L'ILE  DE  SUMATRA; 

Par  FRÉDÉRIC  IIOUTMAN, 

en  l'année  1600. 

Traduit  du  hollandais  et  publié  par  M.  Aristide  .Marre. 
IlNTRODUCTION. 

Les  astronomes  de  l'Europe  n'ont  acquis  une  connaissance  vrai- 
ment satisfaisante  du  ciel  austral  que  par  l'Ouvrage  de  La  Caille, 
intitulé  :  Cœlum  australe  stelliferum,  seu  observatioiies  ad 
construendum  stellarum  australiiun  Catalogum  institutœ,  in 
Africa  ad  Caput  Bona'-Spei.  Cet  Ouvrage,  qui  donne  Je  Cata- 
logue de  194^  étoiles  du  ciel  austral,  fut  publié  à  Paris  par  les  soins 
de  Dominique  Maraldi,  en  1763,  un  an  après  la  mort  de  l'au- 
teur (  '  ) . 


(*)  La  Caille,  né  en  i-iS,  mort  en  1762,  victime  de  ses  excès  de  travail,  fut  l'un 
des  plus  habiles  astronomes  qui  aient  illustré  la  France;  au  rapport  de  Lalande, 
il  fil  à  lui  seul  plus  d'observations  et  dr  calculs  que  tous  les  astronomes  de  son 
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Cent  soixante  ans  auparavant,  en  i6o3,  avaient  paru  à  Augs- 
bours:  et  à  Amsterdam  deux  Livres  dont  les  destinées  lurent  bien 
différentes.  Le  premier  de  ces  Livres,  ouvrage  de  Jean  Bayer, 
ministre  de  TÉvangile  à  Augsbourg,  était  intitulé  L  ranometria ; 
il  contient  de  nombreuses  Cartes  astronomiques  dressées  d'après 
le  Catalogue  de  Ptolémée  et  les  observations  récentes  des  naviga- 
teurs portugais,  et  désigne  par  des  lettres  les  étoiles  des  diverses 
constellations.  Il  eut  un  très  grand  succès  (').  Le  second  de  ces 
Livres,  publié  à  Amsterdam  par  Frédéric  de  Houtman,  à  son 
retour  de  Sumatra,  passa  inaperçu  et  ne  fut  guère  connu  que  des 
seuls  Hollandais  en  Eui'ope.  Ce  petit  Volume,  destiné  spéciale- 
ment aux  navigateurs  et  voyageurs  dans  les  Indes  orientales, 
renferme  un  Recueil  de  mots  et  de  phrases  en  malais  et  en  mal- 
gache, et  à  la  suite  un  Catalogue  des  étoiles  australes  ;  il  est  devenu 
extrêmement  rare  et  pour  ainsi  dire  introuvaljle.  Mon  illustre  ami, 
M.  Yvon  Villarceau,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes, consulté  par  moi  sur  l'utilité  qu'il  y  aurait  à  remettre  en 
lumière  ce  Catalogue  des  étoiles  circumpolaires  australes,  m'écrivit 
alors  le  billet  suivant  : 

Mon  cher  -M.  .Marre, 

Les  observations  astronomiques  de  Houtman  van  Gouda,  que  je  ne  con- 
nais pas,  doivent  avoir  un  certain  intérêt  pour  l'Histoire  de  la  science,  car 


temps  réunis.  La  noblesse  de  son  caractère  était  à  la  hauteur  de  sa  science.  Domi- 
nique Maraldi  (1709-1788),  astronome,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  d'une 
famille  originaire  de  Nice,  était  alors  chargé  des  observations  météorologiques  à 
l'Observatoire  de  Paris,  il  avait  été  adjoint  précédemment  à  son  cousin  Cassini  de 
Thury,  pour  la  description  trigonométrique  des  côtes  et  frontières  de  France.  On 
sait  que  le  chef  illustre  de  la  famille  des  Cassini  avait  été  appelé  en  France  en 
1669  par  Colbert,  et  s'y  était  fait  naturaliser. 

(•)  Delambre,  dans  son  «  Histoire  de  l'Astronomie  moderne  »,  attribue  à  Jean 
Bayer  le  mérite  d'avoir  été  le  premier  à  désigner  par  des  lettres  les  étoiles  des  di- 
verses constellations.  Or,  dès  i5^o,  Alessandro  Piccolomini  avait  publié  à  Venise 
un  catalogue  des  étoiles  fixes,  où  chacune  d'elles  est  désignée  par  une  lettre  de 
l'alphabet.  Ce  catalogue,  ordinairement,  se  trouve  joint  à  la  Sfera  del  mondo,  im- 
primée dans  la  même  année,  i54o.  Alais  l'innovation  si  simple  et  si  utile  d'Ales- 
sandro  Piccolomini  ne  paraît  pas  avoir  été  mise  à  profit  par  les  astronomes  et  les 
navigateurs  de  cette  époque,  car  Frédéric  de  Houtman  ne  s'en  servit  pas  en  1608, 
et,  chose  plus  étonnante,  Hevelius  ne  l'employa  pas  en  1687,  dans  son  Firmament 
de  Sobieski. 

Bidl.  des  Sciences  mncliéni.,   -i'  Série,  t.  V.  (Août  1881.)  2.3 
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nous  n'avons  aujourd'hui  d'anciennes  et  bonnes  observations  du  ciel  aus- 
tral que  celles  exécutées  i5o  ans  plus  tard  par  La  Caille. 

Je  suppose  que  votre  auteur  donne  quelques  indications  sur  le?  instru- 
ments employés.  Quant  au  degré  de  précision  des  observations,  on  en  juge- 
rait aisément  par  la  comparaison  du  Catalogue  hollandais  avec  celui  des 
étoiles  de  La  Caille.  Je  crois  qu'il  serait  bon  de  mettre  au  jour  votre  trou- 
vaille, au  risque  de  vous  exposer  à  entendre  dire  que  la  chose  était  déjà 
connue. 

Frédéric  de  Houtman  n'a  fourni  malheureusement  aucune  in- 
dication sur  les  instruments  dont  il  fit  usage;  il  s'est  borné  à  faire 
connaître  les  résultats  de  ses  observations  astronomiques.  Si  la 
comparaison  de  ces  résultats  avec  ceux  de  La  Caille  amène  à  dé- 
couvrir quelques  erreurs,  on  devra  se  rappeler  que  le  Catalogue 
de  Tycho  Brahe,  qui  ne  contient  que  iSj  étoiles  de  l'hémisphère 
austral,  est  loin  d'être  parfaitement  exact,  puisque  Flamsteed  y 
a  signalé  des  erreurs  pouvant  s'élever  jusqu'à  3'  et  même  4'- 

On  n'oubliera  pas  non  plus  qu'Hevelius,  en  parlant  de  ses  plus 
illustres  devanciers,  n'a  pas  craint  d'affirmer  qu'il  restait  après 
eux  beaucoup  d'erreurs  graves  à  corriger  et  beaucoup  d'additions 
à  faire.  Enfin  Ton  voudra  bien  considérer  que,  dans  l'ile  de  Suma- 
tra, Frédéric  de  Houtman  n'eut  point  à  sa  disposition  d'observa- 
toire bien  installé,  ni  même  probablement  d'instruments  de  grande 
précision.  Quelques  mots  sur  l'histoire  de  l'observateur  et  celle  de 
son  frère  prédisposeront,  je  l'espère,  à  l'indulgence. 

Le  deuxième  jour  d'avril  iSgS,  Cornelis  de  Houtman,  le  véri- 
table fondateur  du  commerce  et  de  la  puissance  des  Néerlandais 
dans  les  Indes  orientales,  partit  du  Texel  pour  son  premier  voyage 
aux  îles  de  la  Sonde.  De  septembre  iSgS  à  février  1096,  il  s'arrêta 
en  divers  points  de  la  côte  de  Madagascar,  puis  arriva  à  Bantam, 
dans  l'île  de  Java.  Prisonnier  du  sultan  de  Bantam  pendant  les 
mois  de  septembre  et  d'octobre  1096,  il  fut  délivré  moyennant 
rançon  et  retourna  dans  sa  patrie.  Il  n'y  fit  pas  un  long  séjour,  car, 
dès  le  i5  mars  de  l'année  1098,  il  partait  de  nouveau.  Après  avoir 
visité  les  Comores,  les  Maldives,  la  Cochinchine,  il  mouilla  le 
2 1  juin  1 599  en  rade  d'Atchin  (  '  ).  Dans  ce  second  et  dernier  voyage, 
aussi  bien  que  dans  le  premier,   Cornelis   de  Houtman  était  ac- 


('  I  Ou  [lias  cxcictenifiit  .■llc/ic//.  suivant  rorllingraplie  malaise. 
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<(uii|)ai;iu'' (le  son  lière  Frédéric,  l'aiiLciir  du  Catalof^ue  des  étcjiles 
cire  unipolaires  auslrales. 

Arrêtés  l'un  et  l'autre  par  les  ordres  du  sultan  cpii  régnait  alors 
sur  le  pays  d'Atcliéh,  Padoidca  Sri  Sidtan  Alà  ed-dyn,  ils 
lurent  renfermés  dans  le  fort  de  Pédir,  sur  la  côte  nord  de  Su- 
matra. Mais  ils  parvinrent  à  s'échapper,  et,  le  3i  décembre  de  l'an 
1600,  ils  trouvaient  un  refuge  à  bord  du  vaisseau  commandé  par 
leur  compatriote  Paul  van  Caerden,  dans  la  rade  même  d'Atcliéh. 

Le  i*^'  janvier  i()oi,  l'audacieux  Cornelis  ïloutman  ne  craignit 
pas  de  se  présenter  devant  le  sultan;  le  lendemain,  il  était  saisi 
de  nouveau  et  reconduit  au  fort  de  Pédir.  De  là,  il  fut  transféré 
dans  l'intérieur  de  l'ile,  et  il  y  mourut,  sans  qu'on  pût  jamais  con- 
naître ni  le  lieu  précis,  ni  le  genre,  ni  la  date  de  sa  mort. 

Frédéric  Houtman,  qui  était  arrivé  gravement  malade  en  rade 
d'Atchéh,  avait  été  contraint  de  rester  à  bord  du  vaisseau  de  Paul 
van  Caerden,  et  n'avait  pu  accompagner  son  frère  Cornelis  au  pa- 
lais de  Padouka  Sri  Sultan  Alâ  ed-dyn.  C'est  à  cette  circon- 
stance qu'il  dut  la  vie  et  la  liberté.  Dès  son  retour  en  Hollande,  il 
publia  le  petit  Livre,  intéressant  pour  les  orientalistes  elles  astro- 
nomes, dont  voici  le  titre  reproduit  ci-dessous  : 

Spraeckende  Woord-boeck,  Inde  Malevsche  ende  Madagaskarsche 
Talen  met  vêle  Arabische  ende  Turksche  woorden.  Inhoudende  twaelf 
tsamensprekin ghen  inde  Maleysche  ende  drie  inde  Madagaskarsche 
Spraken  met  alderhande  woorden  ende  Namen  ghestelt  naer  ordre  van 
den  ABC  ailes  int  Xederduytsch  verduytst.  Noch  zijn  hier  hyghevoecht 
de  Declinatien  van  vêle  vaste  Sterren  staende  ontreiit  den  Zuyd-Pool  : 
voor  desen  tijdt  niet  ghesien.  Sonderlin g  mit  voor  de  ghene  die  de 
Landen  van  Oost-Indien  besoecken  :  ende  niet  min  vermakelick  voor  aile 
curieuse  Lief-hebbers  van  vreemdicheydt.  Ailes  ghesteldt,  gheobser- 
veert,  ende  beschreven  door  Frederick  de  Houtman  van  Gouda.  T'Am- 
stelredam,  By  Jan  Evertsz  Cloppenburch  Boeckvercooper  op't  Water 
in  den  grooten  Bybel.  M.  JVC.  ende  JJJ.  Met  Privelegie  van  atch  Jaren. 

C'est-à-dire  en  français,  à  la  lettre  : 

Vocabulaire  parlant  en  langues  malaise  et  malgache,  avec  quantité 
de  mots  arabes  et  turcs  :  contenant  douze  dialogues  en  malais  et  trois 
en  malgache,  avec  toute  sorte  de  mots  et  de  noms,  rangés  par  ordre 
alphabétique;  le  tout  traduit  en  néerlandais.  L'on  trouvera  encore  ci- 
jointes  les  déclinaisons  de  beaucoup  d'étoiles  fixes  qui  sont  situées  aux 
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environs  du  pôle  sud,  et  qui  jusqu'à  présent  n'ont  point  été  vues.  Très 
utile  pour  ceux  qui  voyagent  aux  Indes  orientales  et  non  moins  ré- 
créatif pour  les  amateurs,  curieux  des  choses  étranges.  Le  tout  arrangé, 
observé  et  écrit  par  Frédéric  de  Houtman  de  Gouda,  à  Amsterdam, 
chez  Jean  Evertsz  Cloppenburg,  marchand-libraire,  sur  Veau,  à  l'en- 
seigne de  la  Grande  Bible.  M.DC.III.  Avec  privilège  pour  huit  ans. 

Au  verso  du  feuillet  contenant  ce  titre,  l'éditeur  a  donné  l'ex- 
trait du  privilège.  Vient  ensuite  une  épître  dédicatoire  de  l'auteur 
à  Maurice,  prince  d'Orange,  comte  de  Nassau,  stathouder,  capi- 
taine général  et  amiral,  etc.,  et  aux  membres  du  Conseil  d'ami- 
rauté et  de  la  Compagnie  générale  de  navigation  des  Indes  orien- 
tales . 

Cette  épître  dédicatoire  se  termine  par  ces  lignes,  dont  nous  re- 
produisons fidèlement  le  texte  : 

Ten  laetsten  hier  noch  achter  byghevoecht,  de  Declinatie  van  sommighe 
vaste  Sterren,  by  my  op  de  eerste  voyagie,  ontrent  denZuyd-pool  gheobser- 
veert  :  Ende  op  de  iweede,  opt  Land  van  Sumatra,  met  meerdeer  neer- 
sticheyt  verbelert,  ende  in  ghetale  vermeerdert,  ghelijck  de  selve  (meer 
aïs  3oo)  te  sien  zijn  op  de  Hemeische  Globen,  die  (naer  de  Observatien  van 
denwijt-beroemden  Ticho  Brahe)  uytgegeven  zijn  van  Willem  Jansen  van 
Alckmaer;  woonende  tôt  Amsterdam.  Welcke  Sterren  dienende  voor  aile 
zeevarende  lieden,  die  by  Zuyden  de  Lynie  Equinoctial  haer  Navigatie  doen  : 
ende  tôt  een  Speculatie  aller  Lief-hebbers  der  Astronomie  oft  Matematische 
const. 

Nous  les  traduisons  ainsi  : 

Et  enfin  on  y  trouve  encore  à  la  suite  la  déclinaison  de  quelques  étoiles 
fixes  que,  lors  de  mon  premier  voyage,  j'avais  observées  dans  la  région  du 
pôle  Sud,  et  qu'à  mon  second  voyage  sur  la  terre  de  Sumatra  j'ai  revues  et 
corrigées  avec  plus  de  soin  et  portées  au  nombre  de  plus  de  3oo,  ainsi  qu'on 
peut  le  voir  sur  le  globe  céleste,  publié  par  Willem  Jansen  d'Alkmaar,  ha- 
bitant d'Amsterdam,  et  dressées  suivant  les  observations  du  fameux  Tycho 
Brahe.  Ces  étoiles  serviront  à  tous  les  gens  de  mer  qui  navigueront  au  sud 
de  la  ligne  équinoxiale,  et  seront  un  objet  d'étude  et  d'observation  pour 
tous  les  amis  de  l'Astronomie  ou  de  la  Science  mathématique. 

Frédéric  de  Houtman  a  donné  dans  son  Catalogue  des  étoiles 
circumpolaires  australes  la  situation  de  3o4  étoiles  distribuées 
dans  les  21  constellations  dont  les  noms  suivent  : 

Le   Phénix,  la  Couronne  australe,  l'Extrémité  méridionale  du 


I 
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INil,  le  Serpent  aquatique,  la  Dorade,  la  Colombe  avec  le  rameau 
d'olivier,  le  Navire  Argo,  le  Cenlaure,  la  Croix,  la  Mouche,  le 
Poisson  volant,  le  Caméléon,  le  Loup,  le  Triangle  austral,  l'Oiseau 
de  paradis,  l'Autel,  la  Queue  du  Scorpion,  le  Paon,  l'Indien,  le 
Héron,  la  Pie  indienne  ou  Lan  g. 


CATALOGUE  DES  ÉTOILES  CIRCUMPOLAIRES  AUSTRALES. 

Cy-après  s'ensuivent  les  étoiles  fixes  observées  par  Frédéric  de  Houtman  dans 
l'île  de  Sumatra,  revues  et  corrigées  à  l'aide  d'instruments  convenables  et  aug- 
mentées en  nombre,  à  l'usage  et  pour  l'utilité  de  ceux  qui  font  la  navigation  au 
sud  de  la  ligne  équinoxiale,  comme  aussi  pour  l'instruction  de  tous  les  amateurs 
et  de  ceux  qui  pourraient  en  avoir  besoin. 

Ces  étoiles  sont  rangées  d'après  leur  ascension  droite,  leur  déclinaison  et  leur 
ordre  de  grandeur. 

I.  —  Le  P/ze/^j:  (i3  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur. 

1.  L'étoile  la  plus  au  nord,  dans  la 

flamme 347 .  20  40 .  5o  5 

2.  Celle  du  milieu,  dans  la  flamme. .  348.35  44.  lâ  5 

3.  La  plus  au  sud  dans  la  flamme..  349.45  42.45  4 

4.  Une  étoile  dans  l'aile  droite  du 

Phénix 357.10  47.45  4 

o.  Une  située  dans  le  cou  du  Phénix.  i.  o  44.  5  x 

0.  Une  autre  aussi  dans  le  cou i.3o  45.34  4 

7.  Une  dans  le  corps 2.40  5o.  i5  4 

8.  Une  dans  la  poitrine 4.3o  47. 3o  4 

9.  Une  sous  la  patte  droite,  dans  le 

bois 7.20  59 .  3o  4 

10.  Une  sous  l'aile  gauche,  dans   la 

flamme 11.20  49.20  3 

11.  Une  sous  la  patte  gauche,  dans  le 

bois i3  57.  o  4 

12.  Une  au  bout  de  l'aile  gauche. .. .       18  44-45  3 

13.  Une  sous  la  même  aile,  dans  le  feu.       19.30  5i.25  3 

II.  —  Ln  Couronne  australe  (16  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur. 

1    L'étoile  la  plus  à  l'ouest,  dans  la 

Couronne v.69. 1 8  4 1 .  45  \ 
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Ascension.         Déclinaison.  Grandeui-, 

2.  La  deuxième,  en  suivant  dans  la  ^  ^  ^ 

Couronne 270  40 .  i  ô  5 

;j.  La  troisième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 270.  i o  39 . 1 8  5 

4.  La  quatrième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 271.26  43.16  5 

o.  La  cinquième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 273.28  44 -i*^  5 

6.  La  sixième,  en  suivant  dans  la  Cou- 

ronne      275.36  45.20  5 

7.  La  septième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 276.30  4^-3o  6 

8.  La  huitième,  en  suivant  dans   la 

Couronne 277.35  43  5 

9.  La  neuvième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 278 .  40  42 .  2  4 

10.  La  dixième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 279.45  40. 35  4 

11.  La  onzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 280 .  3o  38 .  5o  4 

12.  La  douzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 280  37 .  3o  5 

13.  La  treizième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 277 .37  37 .  40  5 

14.  La  quatorzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 274  38 .  20  5 

io.  La  quinzième,  en  suivant  dans  la 

Couronne 274 .25  40  5 

16.  La  dernière,  dans  la  Couronne. . .  274.50  41  5 


III.  —  L'Extrémité  sud  du  Nil,  avec  corrections  et  additions  (7  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur, 

o      ,  0     ,  e 

1.  Acharnar,  l'extrémité  du  Nil 20. 5o  59.20  i 

2.  La  première,  en  suivant 25.20  54. 3o  4 

3.  La  deuxième,  en  suivant 3i.25  53.45  4 

4.  La  troisième,  en  suivant 33. 5o  49 -So  4 

5.  La  quatrième,  en  suivant 35. 40  44-24  4 

6.  La  cinquième,  en  suivant 37.24  41-28  4 

7.  La  sixième, en  suivant,  dans  leNil.      41  -s*»  4 •  -So  3 
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IV.  —  Le  Serpent  a<iu(iti(inc  (  r()  étoiltîs). 

Ascension.  Déclinaison.  Oraiuli'iir. 

1.  La  lùte  (lu  serpent  aquatique. ...       26  63. 3o  -j. 

2.  Une,  dans  le  cou 38 .  20  65 .  o  i 

3.  La  seconde,  en  suivant 4 1  •  38  68 .  25  > 

4.  La  troisième,  en  suivant 39.00  6g.  18  5 

5.  La  quatrième,  en  suivant 34-4^  70  5 

6.  Lacinquième.en  suivant,  se  trouve 

au-dessus  du  petit  nuage 16. 5o  71 -45  5 

7.  La  sixième,  en  suivant 10.27  72.15  5 

8.  La  septième,  en  suivant 4 •  ^o  75. 10  5 

9.  Une  au-dessus  de  la  précédente  . .     356.42  74-6  5 

10.  Le  petit  nuage 14.25  75 

11.  La  neuvième,  en  suivant 4-3o  80.12  4 

12.  La  dixième,  en  suivant 359  79.3o  6 

13.  La  onzième,  dans  la  queue 332.45  83. 40  4 

14.  Le  bout  de  la  queue 3 12. 34  78.46  4 

15.  Une  devant  la  poitrine  du  Serpent 

aquatique 56  65 . 4  5  4 

16.  Encore  une  au-dessous  de  cette 

dernière 62. 3o  74  4 

V.   —  La  Dorade  (\  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

0      ,  o     ,  P 

1.  L'étoile,  à  l'extrémité  de  la  queue.      62  53. 20  3 

2.  Une  sous  la  nageoire,  près  de  la 

queue 67 .  5o  56 .  26  3 

3.  Une  au-dessus  du  corps 8 5 .20  61 .  54  3 

4.  Une    au-dessous,    près    de    la 

bouche 87.33  65.12  3 

VI.   —  La  Colombe  avec  le  Rameau  d' olivier  (11  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

o       ,  o      ,  o 

1.  L'aile  gauche 79 .40  36. 18  5 

2.  L'étoile  la  plus  brillante,  dans  le 

corps 82.   o  34.25  2 

3.  Une  sous  l'aile  gauche 82.40  3 1.54  > 

4.  L'épaule  droite 84 .   o  36 .  10  2 

V>.  L  aile  droite 84.45  34.1 5  5 
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Ascension.       Déclinaison.   Grandeur, 
o     ,  o     ,  e 

6.  Une  dans  le  COU 86.  lO              36.  o             5 

7.  Une  dans  le  bec 90.40             37.00             5 

8.  L'extrémité  sud  du  Rameau  d'oli- 

vier   86.   5              42.30              5 

9.  Une  au-dessus  de  la  tête,  dans  le 

Rameau  d'olivier 91.40             35.  o             5 

10.  La  seconde  au-dessus 92.50             33. 20             5 

il.  La  plus  au  nord,  dans  le  Rameau 

d'olivier 93.4'^              32. 1 5              5 

VII.  —  Le  Navire  Argo^  le  y  aisseau  (56  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur 

0  ,  0  ;  O 

1.  La  sonde 84.32              51.42              5 

2.  Une  dans  l'eau,  à  l'arrière  du  gou- 

vernail   87 . 20 

3.  Une  au-dessous  du  gouvernail. . .  91.10 

4.  Canopus,  la  plus  brillante,  dans  le 

gouvernail 9^.40 

5.  Une  dans  la  main  du  pilote 95-45 

6.  Une  à  l'arrière,  sous  la  galerie.. .  99.25 

7.  Une  dans  l'arcasse  du  navire 99. 3 o 

8.  Une  à  l'arrière,  sous  le  navire. . .  100. 1 5 

9.  Une  dans  le  niàt  d'artimon iio.  12 

iO.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans 

les  haubans  d'artimon 1 11 .  jo              37.  o 

11.  Une  dans  le  porte-haubans  d'ar- 

timon   113.45              34.30 

12.  Une  au-dessus  de  la  hune  du  mât 

d'artimon 11 5 .  3o              3o .  25 

\\\.  Une  à  \àfoitiiiiing,  dans  les  grands 

haubans 1 1 5 .  40 

14.  Une  au  bout  de  la  grande  vergue.  ii6.3o 
lo.  Une  à  la  ralingue  de  la  grande 

voile 117.10 

10.  Une  autre  près  de  celle-ci 117.20 

17.  Une  dans  les  grands  haubans  ....  11 9.30 

18.  Une  sur  le  devant  des  haubans.. .  124.00 

19.  Une  dans  le  grand  mât 125.40 

20.  Une  petite  au-dessous  de  celle-ci.  i25.45 

21.  Encore  une  petite  à  côté  de  celle-ci.  126.35 

22.  Une  dans  la  grande  voile 129.   o 

2;}.  Encore  une  au-de.ssus  de  celle-ci. .  1 29 .  3o 


56. 10 

3 

54.12 

4 

02.  lÔ 

I 

42.14 

4 

49.55 

4 

52.35 

3 

61 

4 

42.20 

5 

52.20 

3 

32.  0 

3 

38. i5 

5 

39.40 

5 

46.25 

3 

5i  .40 

4 

42.12 

5 

47-  0 

6 

î  5 .  3o 

5 

45.  0 

5 

4  1  .  2() 

ô 

ùcliiiuisuii. 

Gi'undeur 

e 

4 

(2.     X 

3 

34.   5 

5 

31.34 

5 

26 

:j 

57.30 

3 

57.28 

4 

53.45 

3 

55. 3i 

5 

MÉLANGES.  345 

Ascension. 

o        ' 

24.  Encore  une  en  avant  de  celle-ci..  132.12 

23.  Une  au-dessus,  dans  la  voile  ....  i35. 18 

26.  Une  à  la  grande  hune 1 28 .  20 

27.  Une  à  la  flèche  du  grand  mât  ....  1 29 . 1 5 

28.  Une  au  grand  mât  de  hune i3i .  o 

29.  Une  sur  le  navire,  on  avant  du 

grand  mât r'.3.i<)  58. 20 

30.  Une  au-dessous  delà  grande  voile, 

en  avant  du  mât 1 27  53.(5 

.'{i.  Une  dans  les  lisses,  au-dessous  de 

la  grande  voile i36.2o 

32.  Encore  une  près  de  la  précédente.  1 34 .  36 

33.  Une  à  la  ralingue  de  la  voile  ....  137 

34.  Une  sous  le  ventre  de  la  voile. . .  i3g.25 
33.  Une   au-dessous  de   celle-ci,    au 

gaillard  d'avant 1 39.50  57. 40 

36.  Encore  une  au-dessous  de  celle- 

ci,  près  des  haubans i4o.3o 

37.  Encore  une  sous  les  haubans 142 

38.  Une  au-dessous  du  navire i38 

39.  Une  sur  la  préceinte,  au-dessous 

de  l'ancre i43.45  63 

iO.  Une  en  avant,  sous  la  quille  du 

navire 1 5o .  46 

41 .  Une  au-dessous  de  celle-ci 1 53 .  3o 

42.  Une  dans  l'étrave  du  navire i55.4o 

43.  Une  dans  l'ancre 1 49  •  3o 

44.  Une  au-dessus,  dans  le  jas  d'ancre.  i5i.53 

45.  Encore  une  dans  le  jas  d'ancre. . .  1 52.54 

46.  Une  au-dessus,  dans  la  misaine  . .  i5i 

47.  Une  en  haut,  dans  le  mât  de  mi- 

saine   149.50  41-26 

48.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans 

les  haubans 148. 35  42.34 

49.  Encore  une  au-dessous  de  celle- 

ci 149 

50.  Une  au  milieu  de  la  misaine i53. 10 

31.  Une  autre  près  de  celle-ci i52. 12 

32.  Encore  une  près  de  celle-ci i55.36 

33.  Une  au  bras  de  misaine 157. 3o 

34.  Une  au-dessous  de  celle-ci i58.4o 

33.  Une  au-dessous,  dans  la  misaine.  i55.46 

56.  Une  sous  le  beaupré i  5g .  3o 
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VIII.  —  Le  Centaure  (48  étoiles 
Ascension. 

1 .  Une  en  bas,  dans  la  queue  du  Cen-  ^ 

taure ifi3.  i5 

2.  La  plus  brillante,  dans  la  queue  .  166. 55 

3.  Encore  une  tout  à  côté  de  celle-ci.  170.  o 

4.  Une  près  du  pied  de  derrière  du 

Centaure 170.9.5 

5.  Une  au-dessous,  près  du  pied  . . .  i7.>..3o 

6.  Encore  une  près  de  celle-ci 178 .  o 

7.  Encore  une  en  suivant 172.35 

8.  Encore  une  en  suivant 1 74 

9.  Encore  une  dans  le  pied  de  der- 

rière   I 76 . 4o 

10.  Une  sous  celle-ci 177.35 

\\.  Une  au  pied  du  Centaure 179- 34 

42.  Une  au-dessus,  dans  la  jambe  du 

Centaure 178.15 

43.  Une  au-dessous  de  celle-ci 179 

14.  Une  dans  le  ventre  du  Centaure. .  182.24 

45.  Une  petite  à  côté  de  celle-ci 182 

46.  Une  dans  le  corps  du  Centaure. . .  18G.  12 

47.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  le 

corps i85 

18.  Encore  une  dans  le  corps 188. 5o 

19.  Encore  une  au-dessous,  dans  le 

corps 190 

20.  Une  au-dessus  de  la  précédente. .  190.30 

21.  Encore  une  au-dessus 190.45 

22.  La  plus  haute  dans  le  corps 191 .  10 

23.  Une  au-dessous  de  celle-ci  dans  le 

corps 192.43 

24.  L'épaule  gauche 194 -40 

2a.  Une  sous  celle-ci 196.55 

26.  Une  dans  la  tête  du  Centaure 200 .  3o 

27.  La  plus  au  Nord,  dans  la  tête 202 

28.  Une  autre  sous  celle-ci 201 .28 

29.  Encore  une  autre  au-dessous  de 

celle-ci 201.20  32.10  5 

30.  Une  dans  le  haut   de  la   jambe 

droite i99-5o  5i.i5  3 

31.  Une  sur  le  dos  du  Centaure 200.20  41 .   8  4 

32.  Une  au-dessus  de  celle-ci.  sur  le 

dos 200 . 3  ">  39 .  58_ .  .( 
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Mf'LANGKS.  3-1: 

Ascension.        Déclinaison.   (Irandciii-. 

33.  l-lncore  une  à  côté  de  celle-ci. . . .  ■>.o3.  S 

31.  Encore  une,  en  suivant 205.  i() 

33.  Une  dans  le  ventre -.'.o.* .  1 S 

3(5.  Une  dans  le  liant  du  flanc  droit . .  2o3 . 1 5 

37.  Encore  une  près  de  celle-ci 204.10  4î 

38.  Une  dans  la  jambe  gauche  du  Cen- 

taure       20 ( . 20  58 .   8 

39.  Une  dans  le  pied  droit  du  Cen- 

taure       213.48  58 . 48 

40.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  à  côté 

du  pied 210. 5o 

41 .  L'épaule  droite 206 . 1 5 

42.  Une  dans  la  banderole  de  la  lance.  208.40 

43.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans  la 

lance 209. 10 

44.  Une  au-dessus,  dans  la  banderole.  214. 3o 

45.  Encore  une  sous  celle-ci 2t5.35 

46.  Une  dans  le  bras  droit 2 1 3 .  5o 

47.  Une  en  avant  dans  le  même  bras.  217.40 

48.  Une  au-dessous  de  celle-ci  dans  le 

bras 217.45  40'38  i 

IX.  —  La  Croix  (5  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grarulenr. 

o       ,  o      .  e 

1.  Le  bras  occidental  de  la  Croix. .  179-35 

2.  Une  sous  celle-ci 1 80 .  20 

3.  Le  bas  ou  le  pied  de  la  Croix. . . .  182.25 

4.  Le  sommet  de  la  Croix i83 

5.  Le  bras  oriental  de  la  Croix 186 

X.  —  La  Mouche  {\  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur 
o      ,  0     ,  e 

1.  Une  en  bas,  dans  le  corps 182. 55  69.50  4 

2.  Une  en  haut,  dans  l'aile  gauche. .  184.10  66. 3o  4 

3.  La  tète 186.8  65. 20  4 

4.  L'aile  droite 189.25  69. 10  4 

XL  —  Le  Poisson  rmlant  (5  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur, 
I .  Une  dans  la  queue  du  Poisson  vo- 
lant       1 1 1  .  iC.  67.30  i 
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Ascension.         Déclinaison.  Grandeur, 

2.  Encore  une  au-dessous  de  celle-ci.  m.  18 

3.  L"aile  droite 119 

■i.  L'aile  gauche 12a. 46 

5.  Une  dans  le  cou 127. 10 

XII.  —  Le  Caméléon  (9  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur. 
0      ,  o      ,  e 

1 .  Le  bout  de  la  queue 1 3o .  3o  74  •  3o  5 

2.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  la  se- 

conde dans  la  queue 128.26  73.40  5 

3.  La  troisième  dans  la  queue i4o  76.20  5 

4.  La  quatrième  dans  la  queue 148  77  5 

5.  La  cinquième  dans  la  queue i5o.34  77-  ï5  5 

6.  La  plus  au  nord  dans  le  dos  .... .  i  58  75.30  5 

7.  Une  au-dessous  de  celle-ci,  dans  le 

corps i6i.3o  77-25  5 

8.  Le  devant  de  l'épaule 176  74  -So  5 

9.  Une  au-dessous   de   celle-ci,    en 

avant  dans  le  corps 1 79  •  4o  76 .  20  5 

XIII.  —  Le  Z0/7?  (29  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeur. 
0      ,  0     .  e 

1 .  Une  dans  la  queue 208 .  3o 

2.  Une  autre  au-dessus  de  celle-ci. .  208. 3 5 

3.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci. . . .  209.40 

4.  Une  dans  le  bout  de  la  queue  ...  210.3  j 
^.  Encore  une  près  de  celle-ci 211 

6.  Une  dans  la  patte  droite 21 3. 35 

7.  Une  autre  sous  celle-ci 212.45 

8.  Encore  une  sous  la  précédente. . .  21 1 . 1 1 

9.  Une  dans  la  fesse  gauche 21 5 .3o 

10.  Une  autre  à  côté  de  celle-ci 2 18. 33 

M.  Une  en  haut  de  la  cuisse  gauche.  221.45 

12.  Une  par  derrière,  sur  la  hanche. .  221.42 

13.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci. . . .  223.32 

14.  Une  sous  celle-ci 221 .28 

15.  Encore    une    petite    à   côté    de 

celle-ci 222 

16.  Une  dans  le  ventre 219.25 

17.  Une  sous  celle-ci  dans  le  ventre..     221 
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Ascension. 

IS.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  le         ,^    , 

ventre 221 . 3() 

19.  Encore  une  dans  le  ventre 222.55 

20.  Encore  une  à  côté  de  celle-ci ....  223 .   5 

21.  Une  par  devant,   sur   la  lianclio 

tranche 223 .  3o 

22.  Le  cœur  du  Louj) 224 .20 

23.  Encore  une  dans  le  corps 227 

2i.  Une  dans  le  devant  de  l'épaule. . .  227.30 

2o.  Une  sous  celle-ci 227 .  56 

26.  Encore  une  sous  celle-ci 228.15 

27.  Encore  une  près  de  celle-ci 227.25 

28.  Une  dans  le  cou 233. 12 

29.  Encore  une  près  de  celle-ci 235 


XIV.   —  Le  Triangle  austral  { \  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeui-. 

o       ,  o      ,                      e 

1.  L'anirle  méridional 219.20  66.48  3 

2.  Une  au-dessus  de  celle-ci i%i.bo  64.32  5 

3.  L'angle  septentrional 226 .18  62 .  10  3 

4.  La  pointe  du  Triangle 238.45  68  2 

XY.  —  V Oiseau  de  Paradis  (9  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

1.  Une   dans  la  patte,   près    de   la 

queue 206. 5o  80. 35  4 

2.  Une  dans  la  queue 207. 10  77.4o  4 

3.  Encore  une  près  de  celle-ci 209.   8  76.45  6 

4.  Encore  une  au-dessus  de  celle-ci..     212.45  76.26  4 

5.  Une  à  l'extrémité  du  corps 228.40  76.10  5 

6.  Une  sous  celle-ci 229.30  77  5 

7.  Encore  une  près  de  celle-ci 234  76.20  5 

8.  Une  dans  le  cou 261.30  75.25  5 

9.  Une  dans  le  bec 271  72. 12  5 

XVI.  —  Z'y^M/É'/ (12  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

1.  Le  pied  occidental  de  l'Autel 241 .  10  57.30  \ 

2.  Le  point  le  plus  à  l'ouest  du  bord 

supérieur 244  5 4 .  {o  4 
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Ascension. 

o        ' 

3.  La  plus  occidentale  clans  la  flamme.     245.46 

4.  La   plus  orientale  en    bas,    dans 

l'Autel 248.32 

•S.  La  plus   orientale  en  haut,  dans 

l'Autel 249.42 

6.  La  plus  orientale  en  bas,  dans  la 

flamme 25o 

7.  Une  là,  ensuivant,  dans  la  flamme.  255 

8.  La  quatrième  dans  la  flamme 262.30 

9.  La  cinquième  dans  la  flamme 265.   8 

10.  La  sixième  dans  la  flamme 269.20 

11.  La  septième  dans  cette  flamme...     269.25 

12.  La   dernière    dans    cette    même 

flamme 270.15  46. 3o  6 

XVIL   —  Ln  Queue  du  Scorpion  (S  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  (Iraiidcin 

o      ,  o      .  e 

1.  La  première  dans  la  queue 246. 3o 

2.  La  deuxième  »  247 

3.  La  troisième  »  247. 10 

4.  La  quatrième         »  252.18 

5.  La  cinquième         »  257.30 

6.  La  sixième  »  260 

7.  La  septième  »  258.35 

8.  La  huitième  »  256.34 

La  dernière  de  la  queue  du  Scorpion. 

XVIIL  —  Le  Paon  (19  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison.  Grandeui 

n       ,  o      ,  e 

1.  Uneétoile  à  l'extrémité  delà  queue  202. 5o 

2.  Une,  en  suivant,  dans  la  queue  . .  259.48 

3.  La  plus  haute,  dans  la  queue. . . .  265.   5 

4.  Une  sous  celle-ci 266 .  20 

.").  Une  sous  celle-ci 267 .  22 

6.  Encore  une  dans  cette  queue. . . .     271 .45 

7.  Une  sous  celle-ci 270 .  3o 

8.  Encore  une  au-dessous  de  la  pré- 

cédente       270 . 32 

9.  Une  à  l'extrémité  du  corps 274.30 

10.  Une  dans  la  patte  droite  du  Paon.     .280.  ju 
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Ascciim'iiii. 
(I      ' 

1 1.  Une  dans  le  liant  du  corps -^igo.'Jo 

l!2.  Une  au-dessons  de  celle-ci 7.89.9.0 

1 3.  La  tôte 297 . 1 5 

1  i.  Une  dans  le  cou 299 .  io 

15.  Une  au-dessous  de  celle-ci 3oo.  jo 

16.  Encore  une  dans  le  cou Soi.jo 

17.  Le  cœur 33o.3() 

48.  Une  sous  celle-ci 209.4') 

19.  La  poitrine  du  Paon 3 11. 52 
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XIX.  —  L'I/ic/icn  (il  étoiles). 

Ascension.         Déclinaison,  (iraiidenr. 


1.  Le  bout  antérieur  de  sa  pique. . .  291 .  i5 

2.  Une  dans  l'épaule  droite 3o4 .  20 

3.  Une  près  de  celle-ci,  dans  l'épaule.  3o5 .  3o 

4.  Encore  une  près  de  celle-ci 30G.28 

5.  Une  sous  le  ventre 3o5 . 3o 

6.  Une  dans  la  poitrine 3o6.4o 

7.  Une  dans  la  tête 310.28 

8.  L'épaule  gauche 3i3.4o 

9.  Une  dans  le  haut  de  la  pique. . . .  319.45 

10.  Une  dans  le  milieu 323 .  3o 

11.  Une  dans  le  bas  de  la  pique 323 .37 

XX.   —  Le  Héron  (12  étoiles). 
Ascension. 

o        I 

1.  La  tête  du  Héron 322.44 

2.  Une  dans  le  cou 325 

3.  L'aile  gauche 326.23 

4.  La  deuxième  dans  le  cou 327 

o.  La  troisième  dans  le  cou 329.45 

6.  Une  près  de  celle-ci 329.  i5 

7.  Le  cœur 335. 12 

8.  Une  dans  la  patte  gauche 33 5. 40 

9.  Une  au-dessus  de  celle-ci,  dans  la 

patte 336. 3o 

10.  Une  dans  la  queue 340.40 

11.  Une  dans  l'aile  droite 341.20 

12.  Encore  une,  sous  colle-ci,   dans 

l'aile 34 1 .  5o 


55.16 

5 

54.20 

5 

54. 16 

5 

54. 1 5 

5 

60.20 

4 

56.45 

5 

52.35 

4 

54.26 

4 

55.22 

4 

56.12 

4 

57.25 

4 

Déclinaison.   ( 

Grand 

0     , 

e 

39 

2 

41.    5 

4 

49 

2 

43.25 

4 

45.40 

4 

45.35 

5 

49 

2 

55.45 

4 

53 

4 

54.10 

4 

46.12 

4 
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XXI.  —  La  Pie  indienne  nomme'e  Lang  (  '  )  aux  Indes  (6  étoiles). 

Ascension.  Déclinaison.  Grandeur. 

O         ,  0        ;                             fi 

1.  Une  au-dessus  du  bec 344  6o.i5              4 

2.  Une  dans  le  corps 35 1.20  65. 3o             5 

3.  Encore  une  dans  le  corps 353. 10  66.36             5 

4.  Une  par  derrière,  à  la  patte  gauche.     355.35  68                    5 

5.  Une  à  rextrémité  du  corps o  67.24              5 

6.  Une  dans  la  queue 2.50  64.34              5 


(')  En  malais  le  mot  Lang  est  le  nom  dune  espèce  de  faucon  {Falco  pondice- 
rianus  ) . 


COMPTES  UliNDUS   KT   ANALYSES.  313 


COMPTES    KENDLS    ET   ANALYSES. 

JACOBI  (C.-G.-J.).  —  Ghsammeltk  Werke.  Erster  Band,  lioiaussoiicbon  von 
(;.-W.  BoacriAUDT.  —  i  vol.  in-J".  Derliii,  i.SSi. 

STEINER  (Jacob).  —  Ge.sammei.te  Werke.  Erster  Band,  herausgegeben  von 
K.  Weierstrass.  —  I  vol.  in-î".  Berlin,  iSSi. 

L'Académie  des  Sciences  de  Berlin  a  confié  aux  Membres 
de  la  Section  de  jMathématiques  le  soin  de  diriger  l'édition  des 
Œuvres  complètes  de  Jacobi,  de  Steiner  et  de  Lejeune-Dirichlet. 

M.  Borcbardt  s'était  chai'gé  de  l'édition  de  Jacobi  ;  M.  Weier- 
sti^ass  continue  l'œuvre  interrompue  par  la  mort  de  M.  Borcliardt  ; 
c'est  lui  aussi  qui  dirige  l'édition  des  Œuvres  de  Steiner. 

Le  premier  volume  des  OEuvres  de  Jacobi  et  le  premier  volume 
des  OEuvres  de  Steiner  ont  paru  il  y  a  quelques  mois.  Ces  éditions 
sont  fort  belles  et  paraissent  avoir  été  faites  avec  un  soin  extrême  ; 
les  fautes  d'impression  des  éditions  précédentes  et  les  erreurs  ont 
été  corrigées  et  signalées.  Un  portrait  orne  chaque  volume. 

Les  OEuvres  de  Jacobi  comprendront  huit  volumes.  Les  maté- 
riaux ont  été  groupés,  puis,  dans  chaque  groupe,  classés  d'après 
l'ordre  chronologique  ;  ainsi  les  deux  premiers  volumes  contien- 
dront tout  ce  qui  concerne  les  transcendantes  elliptiques  et  abé- 
liennes. 

MM.  Mertens,  Netto,  Schwarz,  Schering,  Roethig,  Lampe, 
Wangerin,  Hermite  ont  collaboré  à  l'édition  du  premier  volume, 
en  tête  duquel  on  trouvera  la  célèbre  Notice  que  Lejeune-Dirichlet 
a  consacrée  à  la  mémoire  de  Jacobi. 

Les  OEuvres  de  Steiner  comprendront  deux  volumes  ;  les  ma- 
tières y  sont  rangées  par  ordre  chronologique.  Au  premier  volume 
ont  collaboré  MM.  Schroter  et  Kiepert. 


Dnll.  des  Sciences  nnilliéni.,    >'  Série,   t.    V.      SoptemI)l'c   iSSi.)  2i^ 
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LAISANT.  —  iNTRonicTiox  a  lv  mkthode  des  qiatermons.  —  i  vol.  in-8°, 
242  pages.  Paris,  1881. 

Le  livre  de  M.  Laisantestun  livre  d'enseignement  :  il  a  les  qua- 
lités qu'on  voudrait  toujours  rencontrer  dans  les  ouvrages  de  celte 
sorte  ;  il  est  clair,  écrit  avec  simplicité  et  élégance.  L'auteur  sou- 
haite vivement  que  la  méthode  des  quaternions,  qu'il  cultive  vo- 
lontiers, soit  plus  connue  qu'elle  ne  l'est  en  France,  et  que  les 
géomètres  de  notre  pays  lui  accordent  au  moins  le  degré  de  faveur 
qu'elle  mérite  sans  doute.  On  est  en  droit  de  compter  que  son 
livre  atteindra  le  but  qu'il  a  poursuivi,  et  l'on  doit  reconnaître 
qu'il  n'a  rien  négligé  pour  cela,  que  la  lecture  du  texte  est  facile  et 
que  les  nombreux  exercices  traités  ou  indiqués  au  lecteur  per- 
mettent à  ce  dernier  de  se  rendre  familières  les  notations  et  la  mé- 
thode. 

Les  notations  employées  sont  les  notations  systématiques  intro- 
duites par  M.  Hoùel  ;  leur  adoption  n'est  pas  seulement  un  hom- 
mage rendu  à  l'auteur  de  la  Théorie  des  quantités  complexes, 
dont  les  précieux  conseils  ne  pouvaient,  en  cette  occasion,  man- 
quer à  M.  Laisant  :  il  n'est  que  juste  de  reconnaître  que  l'emploi 
de  ces  notations  facilite  singulièrement  la  lecture  des  calculs,  dont 
elles  permettent  de  retrouver  à  chaque  instant  la  signification  géo- 
métrique. 

La  marche  suivie  dans  l'exposition  de  la  méthode  est  inductive 
eX  nettement  géométrique  ;  le  lecteur  n'est  pas  jeté  de  suite  dans 
la  profondeur  du  sujet  ;  il  v  descend  entouré  d'images  familières 
cl  ne  dépouille  que  peu  à  peu  les  habitudes  qu'il  lui  faudra  per- 
dre ;  les  idées  nouvelles  s'acquièrent  sans  difficulté,  et  d'ailleurs 
leur  introduction  est  justifiée  de  suite  par  des  applications  nom- 
breuses, où  l'esprit  se-reposerait  au  besoin.  Ainsi,  avant  d'arriver  à 
la  notion  de  quaternion,  M.  Laisant  a  exposé  avec  soin  les  opé- 
rations relatives  aux  vecteurs  et  aux  biradiales  ;  le  quaternion  est 
introduit  comme  Vexpression  analytique  d'une  hiradiale.  Pour 
établir  la  propriété  associative  de  la  multiplication  des  quater- 
nions, l'auteur  montre  que  la  multiplication  des  biradiales  estdistri- 
butive  par  rapport  à  l'addition,  tanten  ce  qui  concerne  le  multiplica- 
teur qu'en  ce  qui  concerne  le  multiplicande  ;  la  propriété  associative 
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établie  pour  les  quanlités  iV;ellcs  et  pour  les  unités  symboliques  en 
résulte  immédiatement  diins  Uuitc  sa  généralité.  Ces  principes 
fondamentaux  une  fois  [)Osés,  Fauteur  les  applique  de  suite  à  la 
géométrie  de  la  ligne  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère  ; 
s'il  interrompt  un  instant  les  applications  pour  traiter  de  la  dlffé- 
renliation  des  quaternions,  il  y  revient  pour  s'occuper,  pendant 
trois  chapitres,  des  courbes  du  second  degré.  Deux  chapitres  théo- 
riques sont  ensuite  consacrés,  l'un  aux  formules  relatives  à  la  mul- 
tiplication de  trois,  quatre,  etc.,  vecteurs;  l'autre  à  la  résolution 
de  l'équation  générale  du  premier  degré,  où  figure  un  quaternion 
inconnu,  et  l'auteur  termine  par  des  applications  aux  surfaces  du 
second  degré. 

On  voit  avec  quel  soin  M.  Laisant  s'est  efforcé  de  rassurer  son 
lecteur  et  de  ne  pas  le  laisser  trop  longtemps  dans  le  domaine  de 
l'abstraction. 

Un  livre  analogue  :  Introduction  to  Ouaternions,  avait  été  pu- 
blié à  Londres,  en  1878,  par  MM.  Kelland  et  Tait;  il  était  tout 
naturel  d'en  profiter.  M.  Laisant  déclare  y  avoir  puisé  la  plupart 
des  exercices  qu'il  a  développés  ou  simplement  indiqués. 


GOURSAT.  —  Sur  l' équation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour  in- 
tégrale LA  série  hypergéométrique.  —  Thèsc  présentée  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Paris,  142  pages  in-4°.  Paris,  1S81. 

La  première  partie  de  la  Thèse  de  M.  Goursat  est  consacrée  à 
l'intégration  de  l'équation  célèbre 

X  {x  —  i)  r"  —  [y  —  (a  +  p  +  I )  .r]  y  +  oL^y  z=  o. 

On  sait,  depuis  Kummer,  qu'il  existe,  en  général,  outre  la  série 
hypergéométrique  F(a,  [i,  y,  x),  vingt-trois  séries  qui  vérifient 
cette  équation  ;  chacune  d'elles  s'obtient  en  multipliant  par  une 
expression  de  la  forme  xf  (i  ■ — ■  x^  une  série  hypergéométrique 
dont  les  trois  premiers  éléments  sont  liés  simplement  à  a,  [3,  y, 

et    dont    le   quatrième   élément  est  x.   -^    i  — x. 5   ■ — ^ 
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ou  ^- Dans  la  région  commune  aux  domaines  de  convergence 

de  trois  de  ces  vingt-quatre  séries,  une  certaine  relation  linéaire, 
dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  a,  ^,  y,  existe  évidem- 
ment entre  les  trois  séries  considérées.  La  connaissance  complète 
des  l'elations  de  cette  nature  permet  de  résoudre  entièrement  le 
problème  de  l'intégration,  posé  sous  cette  forme  :  étant  donné  un 
chemin  continu  qui  part  d'un  point  A  du  plan  des  x  et  qui  aboutit 
à  un  point  B  ;  étant  donnée,  en  outre,  une  solution  de  l'équation 
hypergéométrique  qui  convienne  à  la  région  où  se  trouve  le  point 
A,  et  supposant  que  la  variable  x  suive  le  chemin  donné,  déter- 
miner la  solution  à  laquelle  on  parvient  au  point  B. 
C'est  par  l'étude  des  intégrales  définies  de  la  forme 


f 


y  du. 


V  =  ;/?-'  ( I  —  u)-!-^-^  {\  —  x it)-'^ 

et   où  _i^,   h   admettent  les  systèmes  de  valeurs   o,    i;    o,   —  ce  ; 

I,  H-oc;  o,  -;  i,-;-5H-oo,    que    M.  Goursat  arrive   à  déter- 
.r  .V    .r  ^ 

miner  toutes  ces  relations  ;  ces  intégrales  définies  vérifient,  comme 

on  sait,  l'équation  hypergéométrique,  en  supposant,  bien  entendu, 

qu'elles  aient  un  sens. 

L'intégrale 


/■■ 


Vf///. 


par  exemple,  en  supposant  positives  les  parties  réelles  de  [B  et  de 
r  —  [^  ;  en  prenant  pour  chemin  d'intégration  la  portion  conve- 
nable de  Taxe  des  x  réels;  en  choisissant  zéro  pour  argument  de  u 
et  de  I  —  //,  et  en  prenant  pour  argument  de  i  — xii  celui  qui 
est  nul  pour  x  =^  o  définit,  comme  on  le  voit  aisément,  une 
fonction  de  x  qui  est  uniforme  dans  tout  le  plan,  à  condition  que 
le  chemin  suivi  par  la  variable  ne  coupe  pas  la  droite  i-  +  oo  . 
Dans  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  i,  et  dont  le  centre  est  le  point 
zéro,  on  obtient  immédiatement,  par  le  développement  de  l'inté- 
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^rale  en  sci'ie, 

iMaiiitenant,  les  changcnienls  de    variables  siiivaiils,   indiqués  par 
Jacobi, 

a  ^^\  —  »", 


I  —  jc-  -\-  i'X 
I  —  r 


I  —  ex' 


conduisent  à  trois  autres  des  intégrales  indiquées  par  M.  Rnninier. 
En  résumé,  la  considération  de  cette  intégrale  définie  conduit  à 
la  notion  de  l'intégrale  o,  de  l'équation  hypergéométrique,  uni- 
forme dans  tout  le  plan,  sous  la  restriction  précédemment  impo- 
sée, et  susceptible  d'être  représentée  par  quatre  séries,  conver- 
gentes dans  diverses  régions  du  plan. 

L'étude  des  cinq  autres  intégrales  conduit  à  la  notion  d'inté- 
grales cp.j,  Ç3,  C5i,  cp;;,  cpg,  unil'ormes  dans  tout  le  plan,  sauf  cer- 
taines restrictions  imposées  au  chemin  décrit  par  la  variable,  et 
susceptibles,  chacune,  d'être  représentée  par  quatre  séries. 

Il  reste  à  établir  les  formules  de  passage  relatives  à  trois  quel- 
conques ;  ces  formules  sont  au  nombre  de  deux  fois  vingt  :  les 
vingt  premières  courant  dans  des  portions  du  plan  situées  au- 
dessus  de  l'axe  des  x  réels;  les  vingt  autres  dans  des  portions  si- 
tuées au-dessous.  Pour  parvenir  à  ces  formules,  M.  Goursat  ap- 
plique le  théorème  de  Cauchy  à  l'intégrale   /  V  du^  prise  le  long 

d'un  contour  simple,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction  V  est  holo- 
mor[)he,  et  qui  est  constitué  par  les  lignes  suivantes  :  1"  un  demi- 
cercle  de  rayon  R,  situé  au-dessus  des  x  réels  et  ayant  pour  centre 
le  point  zéro  ;  2"  deux  demi-cercles  de  rayons  très  petits,  situés 
au-dessus  de  la  même  droite,  et  dont  les  centres  sont  les  points 
zéro  et  i  ;  .^°  les  portions  de  l'axe  des  x  réels  qui,  avec  les  lignes 
précédentes,  complètent  un  contour  fermé  ;  si  l'on  fait  tendre  vers 
zéro  les  rayons  des  petits  demi-cercles  cl  augmenter  indéfiniment 
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le  rayon  R,  on  parvient  à  l'égalité 

/      V  du  +   /    V  du  -\-  i         \  du  =^  o, 

où  il  est  bien  aisé  de  spécifier  les  valeurs  qu'il  convient  de  prendre 
pour  les  arguments  de  u  et  de  i  —  u. 

Si  maintenant  on  se  reporte  aux  expressions,  sous  forme  d'in- 
tégrales définies,  des  fonctions  o,  on  aperçoit  que  la  relation  pré- 
cédente conduit  immédiatement  aux  formules  de  passage  cher- 
chées. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  que  des  nombres  v,  v  —  a  —  [i, 
a  —  |j  aucun  n'est  entier.  Si  l'un  d'eux  est  entier,  on  n'a  plus 
qu'une  intégrale  dans  Fun  des  groupes  ;  on  en  trouve  alors  une 
autre  par  un  procédé  bien  connu,  c}ui  consiste  à  chercher  la  limite 
pour  /•  =  7-i  d'une  expression  de  la  forme 

V(a;r)-F,(.r,r) 


où  F  {œ,r),  F,(^,/')  désignent  deux  intégrales  de  l'équation,  qui 
viennent  se  confondre  pour  /■  =  /■,. 

M.  Goursat  traite  divers  exemples  particuliers  qui  mettent  bien 
en  évidence  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ses  formules. 

Une  application  bien  digne  d'être  signalée  est  celle  qu'il  fait  de 
la  recherche  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  hypergéoraétrique  soit  admise  ;  on 
sait  que  cette  question  se  trouve  résolue  dans  un  beau  Mémoire 
de  M.  Schwarz  (Journal  de  Borchardt^  t.  73,  p.  292).  C'est  par 
une  voie  tout  élémentaire  que  M.  Goursat  retrouve  les  résultats 
obtenus  par  M.  Schwarz. 

Le  problème  résolu  par  M.  Goursat  dans  la  seconde  partie  de 
son  travail  ne  présente  pas  moins  d'intérêt. 

Les  Mémoires  de  Gauss  et  de  Kummer  sur  la  série  hypergéo- 
métrique  contiennent  un  grand  nombre  de  formules  qui  suppo- 
sent certaines  relations  entre  les  trois  pi'emiers,  et  dont  le  type 
général  est  le  suivant  : 

.ic-P{\  —  xY'!¥{%,  p,  Y.xj  =  ^/''(i  —iyi'  F(a'.  ?',Y^^)• 
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t  étant  une  ronction  algébri(|ue  de  x  ;  la  fonction 

est  alors  une  intégrale  de  l'équallon 

j;  (  a-  —  I  )>•"  —[_•:  —  i  'J-  -r  'i>  ^  \)  Jc]r'  ^  a^  >•  =  o. 

M.  Goiirsat  se  propose  de  rechercher  tous  les  cas  où  il  existe  de 
pareilles  intégrales. 

Se  plaçant,  pour  cela,  au  point  de  vue  de  Riemann,  dans  un 
Mémoire  bien  connu,  il  considère  une  fonction  V[x)  n'admettant, 
dans  toute  l'étendue  du  plan,  que  trois  points  critiques  o,  i,  x  ; 
holomorphe  dans  toute  région  du  plan,  à  contour  simple  ne  ren- 
fermant aucun  de  ces  points,  telle  que,  entre  trois  branches  quel- 
conques de  la  fonction,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène 
à  coefficients  constants,  telle  enfin  que  chaque  branche  reste  finie 
pour  x=o,j"  =  i,J7  =  QC,  quand  on  la  multiplie  par  une  puis- 
sance convenable  de  ,r  ou  de  i  —  x  \  une  telle  fonction  vérifie  tou- 
jours une  équation  de  la  forme 

i        0/  ■yfl'^*         ri  ,  NT/  N   '^1^ 

\  x-ix  —  i)-  -y—-  —    /  —  [l  ^  m)x\x{i  —  .r )  -j— 
(i)  '  clx-  J  ^i^. 

(  +(Ajr-^  +  B^-FC)P  =  o; 

or  on  passe  aisément  d'une  telle  équation  à  l'équation  hypergéo- 
métrique.  Le  problème  se  trouve  ainsi  ramené  au  suivant  : 

Reconnaître  pour  quelles  valeurs  des  constantes  A,  B,  C,  /,  m 
il  existe  des  changements  de  variables  x  =  Z)[t)  par  lesquels 
l'équation  (i)  ne  change  pas  de  forme,  A,  B,  C,  /,  m  étant  seule- 
ment remplacés  par  des  constantes  noui'clles  A',  B',  C,  /',  ni'. 

Un  calcul  facile  montre  que  ce  problème  se  ramène  lui-même 
au  suivant  : 

Déterminer  dans  quels  cas  les  équations 


v/AJ^  +  B^-^C  ^    _  ^^A't''-\-B't-hC' 

x{i  ■ —  x)  tn  —  /) 

(2)  < 

dx  Krit 


x'{i  —  xy"      t''{i—t)"'' 

admettent  une  solution  commune,  les  constantes  \' .  B',C,  /',  /«V 
K  étant  arbitraires. 
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De  ces  deux  équations,  on  peut  tirer  une  combinaison  algébri- 
que en  x,  t,  savoir  : 

(aA.r +  B).r(.r  — i)  +  r>  (A  .r^^  B.r  +  C)  [( /— lU.r  —  i) -h  f /h  —  i)^]  i^ 

_\{'?.K't  +  B')tit—  ])  ^  oA  K'  t'-  +  V,'  t  ^C')\  il'  —  i)  { t.  —i)  +  { m'  —  ï)  t\^ 
^  A'^^+B'^  +  C')^ 

Si  cette  relation  n'est  pas  une  identité,  on  voit  qu'il  existe  entre  x 
et  t  une  relation  qui  sera  au  plus  du  sixième  degré,  par  rapport  à 
chacune  des  variables.  L'auteur  montre  que,  dans  le  cas  où  cette 
équation  est  identique,  il  existe  une  infinité  de  substitutions  qui 
n'altèrent  pas  la  forme  de  l'équation  (i),  mais  que  cette  équation 
(ou  l'équation  hvpei'géométrique  correspondante),  s'intégrant  alors 
par  les  fonctions  élémentaires,  exponentielles,  circulaires  ou  loga- 
rithmiques, c'est  à  des  relations  entre  des  fonctions  de  cette  na- 
ture que  l'on  est  conduit. 

Ecartant  ce  cas  particulier,  M.  Goursat  cherche  les  transforma- 
tions rationnelles 

R 

qui  peuvent  exister,  R  et  S  étant  deux  polynômes  en  t  d'un  degré 
au  plus  égal  au  sixième  ;  une  discussion  approfondie  des  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter  montre  qu'on  peut  se  borner  à 
considérer  les  quatre  formes  suivantes  : 

x  —  K'H'{\  —  Lf, 
X  =  R«  t'\ 
^  =  R", 


X 


t'\i-tr 


M.  Goursat  calcule  ensuite  les  divers  coefficients  inconnus  qui 
entrent  dans  ces  transformations.  La  distinction  des  classes  de 
transformation  est  liée  à  la  distinction  des  cas  où,  pour  x=i, 
aucune  valeur  de  t  n'est  différente  de  o,  i ,  oc  de  ceux  où  il  en 
est  autrement.  Le  premier  cas  fournit  toutes  les  transforma- 
lions  signalées  par  M.  Ruminer,  lorsque  deux  des  trois  éléments 
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a,   3,  ^'  sont  arbitraires  ;  les  autres  cas  conduisent  à  des  Iransior- 

'17,  ' 

mations  qui  supposent  deux  relations  entre  ces  trois  éléments. 

Toutes  ces  transformations  rationnelles  étant  obtenues,  l'œuvre 
de  M.  Goursat  se  trouve  complétée  par  la  démonstration  du  théo- 
rème suivant  : 

En  combinant  entre  elles  les  transformations  rationnelles  que 
l'on  peut  effectuer  pour  les  mêmes  valeurs  de  A,  B,  C,  /,  m,  on 
obtient  de  nouvelles  transformations  algébriques,  mais  non  ration- 
nelles ;  on  les  obtient  toutes  de  cette  manière. 

Il  ne  peut  être  question  de  reproduire  ici  le  tableau  des  nom- 
breuses transformations,  des  différents  degrés  possibles,  trouvées 
par  M.  Goursat;  nous  transcrirons  au  hasard  une  de  ses  formules, 
afin  de  faire  saisir  le  genre  d'intérêt  qui  s'attache  aux  résultats 
qu'il  a  obtenus,  résultats  qui  complètent  d'une  façon  si  heureuse 
les  belles  découvertes  de  M.  Kummer  sur  ce  sujet  difficile  : 


F(3a,  3a4--5  4=«-l-^5  -^ 


12  2 

i\  —  xY        F     a4-  -,  a  -h  -,  4a +  -J  -2- 
'  ()  j  û 


=  ,,-^V"f 


a,  a  H ,  2  a 


a,  a 


5     —  27  j7-(i  —  a:)' 
6'        (9^-8j-^ 
5     ■ —  27.r"-f  I  —  x) 
6'       (3x  — 4)-' 


ROUN  (K. 


Die  vEuscniEDENEN  Gestalten  der  Kummerschen  Flaciie  C 


Ce  travail  a  pour  objet  l'étude  ries  rapports  de  réalité  de  la 
surface  générale  de  Kummer,  et,  comme  appendice,  des  formes 
des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre  à  deux  droites  doubles, 
en  laissant  de  côté  tous  les  autres  cas  spéciaux  que  présente  la  sur- 
face générale  de  Kummer.  Pour  atteindre  le  but  proposé,  nous 
avons  développé  dans  ce  travail  trois  méthodes  différentes,  que 
nous  allons  successivement  expliquer  avec  quelque  détail. 


(')  MatheniatisclKJ  Aimalcn.  Bd.  XVIII. 
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I.   —  Mrtliode  de  la  Géométrie  de  la  ligne. 

L'équation  d'un  complexe  du  second  degré  peut  se  ramener  à  la 
forme 


/il —  À         A, —  À         /.'a —  À         k,^—  A         A's —  X         Ae —  À 

tandis  qu'en  même  temps  la  relation  entre  les  coordonnées  de  lignes 
prend  la  forme 

-2   -2   _J_    -2   -3  _,      .2  __   ^2   f. 

"1  ~2^^''3  -'i^-S  -'&   ^• 

Ce  résultat  peut  toujours  s'obtenir  par  une  transformation  li- 
néaire réelle.  Pour  ramener  maintenant  l'identité  entre  les  cooi'- 
données  de  lignes  à  une  somme  de  carrés  positifs,  il  faut  employer 
des  transformations  imaginaires,  lesquelles  fournissent  les  quatre 
types  suivants  des  systèmes  de  coordonnées  de  lignes  : 

1.  Les  coordonnées  i,  3,  5  sont  réelles;  2,  4?  ^  sont  imagi- 
naires ; 

2.  Les  coordonnées  i,  3  sont  réelles,  et  2,  4  imaginaires  pures, 
tandis  que  5,  6  sont  des  imaginaires  conjuguées; 

3.  La  coordonnée  i  est  réelle  et  1  est  imaginaire  ;  au  contraire, 
3,  4?  ainsi  que  5,  6,  sont  imaginaires  conjuguées;  ^ 

4.  Les  coordonnées  sont  deux  à  deux  imaginaires  conjuguées. 

Si  l'on  donne  à  trente-deux  droites  quelconques,  dont  les  coor- 
données diffèrent  par  les  signes,  le  nom  de  conjointes  (zusam- 
mengehorig),  alors,  dans  le  premier  cas,  les  32  droites  seront 
réelles;  dans  le  second  cas,  16  seront  réelles  ;  dans  le  troisième  et 
le  quatrième,  il  n'y  en  aura  que  8  de  réelles. 

Par  l'étude  de  chacun  des  divers  types,  on  parvient  au  résultat 
suivant  : 

La  surface  de  Kummer  ou  surface  des  singularités  du  sys- 
tème de  complexes  confocal 

6  6 

V        ^/^  V        0 

>  7 T  =  0.       >  j:-  =  o 
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est  réelle  (c'esl-à-dire  possède  une  équation  à  coefficients  réels) 
clans  les  cas  suù'afits,  et  dans  ces  cas  seulement  :  lorsque  tous 
les  k  sont  réels,  dans  le  type\\  lorsque  k-^  et  Ac  sont  des  ima- 
ginaires conjuguées,  tous  les  autres  k étant  réels,  dans  le  tvpeW] 
lorsque  k^  et  ko,  ainsi  que  k^  et  /r,  sont  des  imaginaires  conju- 
guées, et  kt  et  ko  réels,  dans  le  type  III  ;  lorsque  les  k  sont  deux 
à  deux  des  imaginaires  conjuguées  ou  des  imaginaires  diamé- 
trales (*),  dans  le  type  IV. 

Après  avoir  reconnu  ce  théorème,  on  passe  à  l'étude  des  formes 
de  la  surface  de  Kummer  pour  chacun  des  types  en  particulier. 
Ces  formes  dépendent  encore  uniquement  des  valeurs  des  con- 
stantes A'i,  A'o, . . . ,  Ac- 

Dans  le  type  I,  où  tous  les  A'  sont  réels,  on  trouve  encore  trois 
sur/aces  différentes.  En  effet,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  con- 
dition que  les  indices  des  k  soient  égaux  à  ceux  des  x  corres- 
pondants, de  sorte  que  l'équation  du  système  de  complexes  confo- 


caux  se  change  en  celle-ci 


S 


où  les  indices  a  et  t  parcourent,  indépendamment  l'un  de  l'autre, 
les  valeurs  1,2,  .  .  . ,  6,  on  pourra  choisir  les  indices  des  A  de  telle 
manière  que  l'on  ait 

Al  >  A-.2  >  A3  >  A\  >  A5  >  Ae . 

On  obtient  alors  trois  surfaces  différentes,  correspondantes  aux 
trois  systèmes  de  complexes  suivantes  : 

T  '       ^_  "^       _! ■'       _i_  '*       _i _2 _| !1 —  o 

A,—  A  Ao —  A  A3 —  A  Ai —  A  A5 —  A  Ag—  A 


L 


Aj —  À       A2 —  A        A3 —  À        A4 —  X        Ag —  A        A5 —  À 

9  2  2  .2  ^  2 

! 1 -2 Y-  ■ 1 1 i — ^— 

Al—  À       A, —  À        Ag —  À        Ai —  À        Ag —  À       A3 —  À 


(')  Nous  entendons  par  diamétralement  imaginaires  celles  qui,  représentées 
sur  la  sphère  complexe,  donnent  des  points  diamétraux,  et  par  suite  qui  sont  de 

la  forme  oe'r  et e'r. 
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Toutes  les  autres  équations  que  l'on  peut  déduire  de 


par  l'échange  des  k,  peuvent  se  ramener  à  l'une  des  trois  équations 

Iflj   iè»   ^c 

Nous  allons  maintenant  examiner  à  part  chacun  de  ces  trois 
cas. 

Dans  le  cas  la,  les  coordonnées  d'une  droite  dans  l'espace  sont 
déterminées  par  les  équations 

( /.a—  ).,  )  ( /•,—  À2U  A-a—  /s)  f/.-a—  A4  ) 

PJC-^ — ,      (a  =  I.  2,.  .  .,6). 

Si,  des  quatre  paramètres  À, ,  ).2,  A3,  À,,  deux  deviennent  égaux 
entre  eux,  la  droite  correspondante  deviendra  une  tangente  à  la 
surface  de  Kummer.  Si  trois  paramètres  deviennent  égaux  entre 
eux,  la  droite  deviendra  une  tangente  principale.  Si  quatre  para- 
mètres sont  égaux  deux  à  deux,  la  droite  correspondante  passera 
par  un  point  nodal  ou  dans  un  plan  double.  Or,  dans  le  type  1^, 
une  droite  n'étant  réelle  que  si  ses  coordonnées  Xi,Xz,oc-^  sont 
réelles  et  x^,  x-,,  Xe  imaginaires  pures,  on  pourra  tirer  par  ce 
moyen  des  conclusions  sur  la  réalité  d'une  droite  de  paramètres  }m  , 
).2,  A3,  A',.  On  trouve  que  la  droite  est  réelle  lorsque  ses  para- 
mètres sont  deux  à  deux  des  imaginaires  conjuguées,  ou  deux 
à  deux  compris  dans  le  même  intervalle  (^  )  des  k.  A  l'aide  de  ce 
théorème,  on  peut  décider  de  la  réalité  des  points  de  la  surface  de 
Kummer,  de  ses  tangentes  principales,  ainsi  que  de  ses  points  no- 
daux  et  de  ses  plans  doubles,  et  en  même  temps  de  la  forme  géné- 
rale de  la  surface.  En  poursuivant  ces  études,  on  obtient  le  résultat 
suivant  : 

Les  six  complexes  i,  2,3,  4i5,  6  déterminent  neuf  couples  réels 
de  directrices,  qui  peuvent  être  comprises  dans  trois  tétraèdres, 
savoir  : 

12,  34,  56;     28,  45,  61;     14,  25,   'i(^. 


(')  -\ou5  entendons  par  un  tel  intervalle  echii  qui  est  coniiiiis  entre  tleux  k  con- 
séeutifs. 
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La  surface  de  Kiintnicr  \a  possède  i6  jxniils  nndau.r  réels  et 
16  plans  doubles;  elle  se  compose  de  huit  nappes  séparées. 
Chaque  sommet  du  tétraèdre  12,  34,  06  est  intérieur  à  une 
nappe  de  cette  surface,  chacjue  nappe  étant  limitée  par  c/uatre 
points  nodaux.  Il  en  est  de  même  pour  le  tétraèdre  28,  4^?  ^^  '■> 
aux  points  nodaux,  les  quatre  premières  nappes  nommées  plus 
haut  se  rencontrent  avec  les  quatre  dernières.  Chacune  des  huit 
nappes,  dont  est  composée  la  surface  de  Au/nmer  tout  entière, 
est  de  la  forme  d'un  tétraèdre  dont  les  faces  seraient  remplacées 
par  des  segments  ellipticiues  et  les  arêtes  par  des  segments  hy- 
perboliques. 

Les  segments  elliptiques  (an  nombre  de  32  )  sont  limités  chacun 
par  trois  arcs  de  courbes,  qui  se  rencontrent  en  trois  points  no- 
daux; les  segments  hyperboliques  (au  nombre  de  48)  sont  limités 
chacun  par  deux  arcs  de  courbes  et  deux  points  nodaux.  Sur  cha- 
cun des  segments  hyperboliques  est  situé  un  point  d'inflexion 
double,  lequel  est  coupé  par  la  directrice  correspondante. 

Les  lignes  de  courbure  se  composent  de  8  branches,  situées  sur 
8  segments  hyperboliques.  Les  6  lignes  de  courbure  singulières 
qui  appartiennent  au  système  des  lignes  de  couibure,  en  comptant 
chacune  pour  une  ligne  double,  sont  toutes  les  d  réelles. 

En  chaque  point  de  la  surface  il  y  a  6"  tangentes  doubles  réelles. 

Dans  le  cas  I^,  les  coordonnées  d'une  droite  de  l'espace  devien- 
nent 

2  _  (  kg  —  ). I •) (  A-,  —  À, ) (  A-g  —  ).3 ) ( k^  —  /■ . )       \  ;■  =  1 ,  2,  3,  4,  5,  6, 
'''^'  ~  /'(/.J  '      /  a=i,2,3,4.5.6, 

en  faisant  correspondre  à  chaque  indice  i  l'indice  a  du  tableau  qui 
se  trouve  au-dessous.  On  conclut  de  là  qu'une  droite  est  l'éelle  si 
un  de  ses  paramètres  est  compris  entre  A-,  et  k-^,  et  si  les  deux 
autres  paramètres  sont  compris  dans  le  même  intervalle  des  k, 
ou  s'ils  sont  deux  imaginaires  conjuguées. 

En  appliquant  cette  remarque  aux  tangentes  quelconques,  aux 
tangentes  principales,  aux  tangentes  doubles,  etc.,  on  obtient 
l'image  suivante  de  la  surface  : 

La  surface  de  Kummer  I^  ne  possède  ni  points  doubles  réels 
ni  tangentes  doubles  réelles.  Elle  se  compjose  de  deux  napjpes. 
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qui  ont  partout  une  courhure  hyperbolique,  et  qui  peu^-ent  se 
contenir  l'une  Vautre,  ou  être  extérieures  Vune  à  Vautre. 

Les  nappes  sont  recouvertes  par  deux  systèmes  de  lignes  de 
courbure  ;  à  chaque  système  appartiennent  deux  lignes  de  cour- 
bures singulières.  Une  telle  courbe  se  compose  de  quatre  branches 
impaires;  sur  chaque  nappe  sont  situées  deux  de  ces  courbes,  dont 
chacune  se  compose  de  huit  branches  impaires,  savoir  de  quatre 
branches  sur  chaque  nappe. 

En  chaque  point  il  existe  six  tangentes  doubles  réelles. 

Dans  le  cas  I^,  une  droite  dans  l'espace  a  pour  coordonnées 

,  _  (/.■,— /,M/.-^— À.,) (7.-^—  l^Mk\—  À.  )       ^  i  =  1,  2,  3,  4,  5,  6, 


./'(/'a)  (  a=  I,  2,6,4,5,  3. 

En  conséquence,  une  telle  droite  ne  peut  être  réelle  que  sises 
quatre  paramètres  sont  situés  entre  /.•,  et  Âo,  entre  k^  et  k^  entre 
A'â  et  Âc  et  entre  ko  et  A,.  Il  résulte  de  là  immédiatement  que  la 
sur/ace  le  est  entièrement  imaginaire  ;  mais  elle  possède  encore 
des  tangentes  doubles  réelles. 

Si  l'on  passe  au  type  II,  où  A^  et  A'c  sont  des  imaginaires  con- 
juguées, et  si  l'on  range  les  indices  des  autres  A"  de  manière  à  satis- 
faire aux  inégalités  A',  >-  Ao  >  A3  >>  A\i,  on  trouve  que  tous  les  cas 
possibles  peuvent  se  réduire  aux  deux  suivants  : 

n«      ,  '   '  .   +  7 — ^  +  ,    ^  .   -I-  -r-^  -^  7—^  +  1 — ^—  —  O' 

k^—K  A., —  A  As—  A  Av —  A  A5 — A  Ao —  A 

/;         -, ^   —   7 r-   -H   -. r    -F   7 ^    +   7 ^    +  7 r-  =  O  . 

A, —  A  A  2 —  A  A-; —  A  A3 —  A  A3 — A  A  6 —  A 

L'étude  de  ces  deux  cas  se  fait  de  la  même  manière  que  celle  de 
\a  et  Yb  ;  il  faut  seulement  avoir  toujours  égard  à  ce  que,  sur  82  élé- 
ments correspondants  entre  eux  (droites,  tangentes  ou  points  de 
la  surface),  il  n'y  en  a  que  les  --j  qui  soient  réels. 

Par  l'examen  du  cas  11^,  on  voit  (\u  une  droite  ne  peut  être  réelle 
que  si  ses  paramètres  sont  des  imaginaires  conjuguées  deux  à 
deux,  ou  si  ils  sont  compris  deux  à  deux  dans  le  même  inter- 
valle entre  les  k  (ces  intervalles  étant  ici  limités  seulement  parles 
quatre  A"  réels). 

Le  développement  ultérieur  de  celte  remarque,  joint  au  théorème 
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(jur,  (le  32  éléments  coiTesj)ondanls  onlrc  eu\,  la  nioilié  seulement 
sont  toujours  réels,  conduit  à  la  lornie  suivante  : 

La  surface  Wa possède  huit  points  nodaux  réels  et  huit  plans 
doubles;  elle  se  compose  de  cpiatre  nappes,  qui  se  décomposent 
en  deux  groupes.  Les  nappes  de  l' un  des  groupes  confinent  dans 
les  points  nodaux  à  celles  de  l'autre  group/e:  les  premières  sont 
coupées  par  les  directrices  12  et  34,  If's  secondes  par  les  direc- 
trices 23  et  i4,  tandis  rpie  le  couple  de  directrices  56  coupe 
toutes  les  cjuatre  nappes.  Chacune  des  nappes  a  la  forme  d'un 
tétraèdre,  dont  deux  paires  d'arêtes  opposées  sont  remplacées 
par  des  segments  hyperboliques,  tandis  que  cliarpie  ensemble 
de  deux  faces,  avec  V arête  c[ui  les  sépare,  est  remplacé  par  un 
segment  elliptique. 

Les  segments  elliptiques,  au  nombre  de  8,  sont  limités  par4arcs 
de  courbe  et  4  points  nodaux;  les  segments  hyperboliques,  au 
nombre  de  16,  sont  limités  par  deux  points  nodaux  et  deux  arcs 
de  courbe,  et  présentent  chacun  un  point  dinflexion  double.  Les 
lignes  de  courbure  ne  sont  plus  formées  que  de  quatre  branches; 
à  ces  courbes  n'appartiennent  plus  que  quatre  courbes  singulières 
réelles.  En  chaque  point  de  la  surface,  il  existe  encore  quatre  tan- 
gentes doubles  réelles. 

Le  cas  II^  se  traite  absolument  comme  le  cas  I^.  Lne  surface  11^, 
qui  ne  possède  aucun  point  nodal  réel  et  aucun  point  double, 
se  compose  d'une  napf)e  unique,  présentant  partout  une  cour- 
bure liyperbolicjue. 

La  disposition  des  lignes  de  courbure  sur  cette  surface  est  exac- 
tement la  même  que  pour  une  nappe  de  la  surface  I/,.  Ici  encore 
il  n'y  a  en  chaque  point  que  quatre  tangentes  doubles  réelles. 

Le  type  III  est  caractérisé  par  des  valeurs  imaginaires  conjuguées 
de  A3,  A.,  et  de  k-^^  k^.  A  ce  type  appartient  une  seule  surface.  La 
forme  de  cette  surface  se  conclut,  d'une  part,  de  ce  que  sur  32  élé- 
ments correspondants,  8  sont  encore  réels;  d'autre  part,  de  ce 
c\\xune  tangente  ne  peut  être  réelle  ([ue  si  ses  deux  paramètres 
simples  sont  des  imaginaires  conjuguées,  ou  s'ils  sont  réels, 
mais  cjue  A",  et  Ao  ne  soient  pas  séparés.  On  parvient  au  résultat 
suivant  : 

//  existe  trois  couples  de  directrices  réelles,    12,   34,  56,  qui 
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forment  les  arêtes  cViiti  tétraèdre.  La  surface  III  se  compose 
maintenant  de  deux  nappes,  dont  chacune  renferme  un  som- 
met du  tétraèdre,  et  les  sommets  renfermés  sont  situés  sur  une 
seule  et  même  arête  12.  Les  deux  nappes  se  rencontrent  aux 
quatre  points  nodaux,  et  présentent  deux  segments  hyper- 
boliques et  un  segment  elliptique.  Les  segments  hyperlioliques 
ont  la  même  forme  que  dans  la  et  11^  ;  les  segments  elliptiques  sont 
limités  par  deux  contours,  dont  chacun  se  compose  de  deux  arcs 
de  courbe  et  de  deux  points  nodaux.  En  un  point  de  la  surface,  il 
n'y  a  plus  que  deux  tangentes  réelles. 

Le  Ivpe  IV  présente  encore  deux  cas  possibles  pour  les  A,  et  par 
suite  encore  deux  surfaces  différentes. 

Si  les  six  k  sont  deux  à  deux  des  imaginaires  conjuguées,  on 
obtient  alors  la  suif  ace  IV^,  dont  la  forme  est  représentée  par 
la  surface  des  ondes  de  Fresnel.  Elle  se  compose  de  deux 
nappes  ellipticjues  renfermées  l'une  dans  Vautre,  qui  se  tra- 
versent aux  quatre  points  nodaux  réels.  De  là  résultent,  sur 
la  nappe  extérieure,  quatre  segments  hyperboliques.,  qui  sont 
chacun  limités  par  une  conique  et  un  point  nodal. 

Si  les  six  A'  sont  deux  à  deux  des  imaginaires  diamétrales,  alors 
on  obtient  la  surface  IV^,  qui  n'offre  cjue  quatre  points  nodaux 
réels  et  quatre  plans  doubles  réels,  et  qui  cV ailleurs  est  ima- 
ginaire. 

Dans  tous  les  cas  énumérés  ici,  l'auteur  a  aussi  étudié  en  détail 
les  six  systèmes  de  tangentes  doubles  de  la  surface,  et  chaque  fois 
il  a  indiqué  si  un  tel  système  renferme  des  tangentes  doubles  à 
points  de  contact  réels,  s'il  renferme  des  tangentes  doubles  réelles 
à  points  de  contact  imaginaires  (isolé),  et  s'il  renferme  des  tan- 
gentes doubles  entièrement  imaginaires. 

II.  —  Méthode  topologique. 

Soient  donnés  six  complexes  linéaires  en  involution,  et  par  suite 
aussi  leurs  congruences,  leurs  surfaces  réglées  et  leurs  directrices  ; 
si  Ton  choisit  un  point  ai'bitraire,  il  existera  toujours  une  surface 
de  Kummer  ayant  ce  point  pour  point  nodal,  et  pour  laquelle  ces 
six  complexes  sont  les  complexes  fondamentaux.  Car  si  l'on  cherche 
tous  les  plans  et  tous  les  points  qui   correspondent  à  ce  point  en 


COMPTES  KEN  DUS  ET  ANALYSES.  iGo 

vcrlii  des  six  complexes,  des  quinze  conp;ruenceset  fies  dix  surfaces 
réglées,  ces  plans  et  ces  points  ("minent  les  i()  points  nodaux  et  les 
i(]  plans  doubles  d'une  surlace  de  Kuinnier,  laquelle  est  auisi 
délei'mince. 

Si  l'on  conserve  maintenant  les  mêmes  six  complexes,  et  (pi'on 
fasse  mouvoir  d'une  manière  continue  dans  l'espace  un  point  no- 
dal  (et  avec  lui  tous  les  autres),  la  surface  de  Kummer  variera  éua- 
lement  d'une  manière  continue. 

Il  .se  produit  de  cette  manière  un  nombre  triplement  infini 
de  surfaces  de  hummer,  auxquelles  appartiennent  aussi,  en 
les  comptant  double,  les  dix  surfaces  réglées.  Ces  surfaces  ré- 
glées se  présentent  ainsi  comme  cas  limites  des  surfaces  de  Kum- 
mer, et  l'on  peut,  par  un  mouvement  continu  des  points  nodaux, 
transformer  la  seconde  dans  la  première,  en  même  temps  que  la 
forme  de  la  surface  parvient,  d'une  manière  continue,  à  la  forme 
d'une  double  surface  réglée.  La  double  surface  réglée  est  composée 
évidemment  de  deux  espèces  de  régions  :  d'abord  de  régions  qui 
résultent  d'une  concentration  du  déplacementd'ensemble  de  points 
réels,  et  ensuite  de  régions  résultant  dune  concentration  d'un  dé- 
placement d'ensemble  de  points  imaginaires.  Si  l'on  veut,  récipro- 
quement, passer  de  la  surface  réglée  à  la  surface  générale  de  Kum- 
mer, il  faut  partager  la  région  de  première  espèce  en  deux  feuilles 
réelles  et  négliger  (considérer  comme  imaginaire)  la  région  de  se- 
conde espèce.  Les  régions  de  l'une  des  espèces  sont  séparées  par 
des  courbes  des  régions  de  l'autre  espèce,  et  les  deux  ieuilles  qui 
résultent  dune  des  régions  doivent  se  rattacher  entre  elles  le  loue- 
de  cette  délimitation. 

Ainsi  tout  revient  à  trouver  cette  délimitation.  Le  cas  limite  de 
la  surface  réglée  se  présente  lorsqu'on  fait  mouvoir  un  point  no- 
dal,  et  par  suite  aussi  tous  les  autres  sur  une  des  dix  surfaces  ré- 
glées. Les  seize  points  nodaux  se  présentent  ici  comme  points 
d'intersection  de  quatre  génératrices  dune  série  de  la  surface  ré<^'lée 
avec  quatre  génératrices  de  l'autre  série,  tandis  que  les  seize  plans 
doubles  contiennent  chacun  une  génératrice  de  chaque  série. 
Comme  maintenant  la  surface  de  Kummer  ne  peut  en  aucun  point 
être  située  des  deux  côtés  par  rapport  à  un  plan  double,  on  voit  que 
ces  huit  génératrices  elles-mêmes  séparent  les  régions  des  géné- 
ratrices d'une  espèce  de  celles  des  génératrices  de  l'autre  espèce. 

Bull,  des  Science!;  matliént..  i'  Série,  t.   V.  (Seplcmbie  1881.)  23 
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Nous  obtiendrons  maintenant  toutes  les  formes  de  la  surface  en 
examinant  tous  les  cas  possibles  qui  peuvent  se  présenter  ici.  On 
ne  peut,  en  effet,  oublier  aucune  forme,  puisqu'il  y  a  toujours  des 
surfaces  limites  réelles,  et  que  la  surface  générale  peut  toujours 
être  amenée  d'une  manière  continue  à  la  position  limite. 

Dans  le  tvpe  I  nous  distinguerons  trois  cas.  La  surface  limite 
est  ici  un  hvperboloïde,  et  il  peut  se  faire  ou  que  les  luiit  généra- 
trices (qui  séparent  les  régions  d'espèce  diflerente)  soient  toutes 
réelles,  ou  que  les  quatre  génératrices  d'une  série  soient  réelles  et 
celles  de  l'autre  série  imaginaires,  ou  enfin  que  les  huit  généra- 
trices soient  toutes  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  riivperboloïde  est  partagé  en  seize  régions 
quadrangulaires;  dans  le  second  cas,  en  quatre  bandes  infinies; 
dans  le  troisième  cas,  il  reste  intact.  Dans  le  premier  cas,  on  a  à 
■recouvrir  huit  régions  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  non  adja- 
centes les  unes  aux  autres,  et  l'on  obtient  ainsi  le  cas  limite  de  la 
surface  !«,  et  en  même  temps  une  bonne  image  de  la  surface  géné- 
rale. Dans  le  second  cas,  il  faut  recouvrir  doublement  deux  bandes 
non  contiguës,  et  l'on  obtient  la  surface  I^  à  deux  nappes  exté- 
rieures l'une  à  l'autre.  Dans  le  troisième  cas,  où  l'hyperboloïde 
entier  se  compose  d'une  seule  région,  on  devra  recouvrir  double- 
ment Ihyperboloïde,  ou  ne  pas  le  recouvrir  du  tout,  selon  qu'on  le 
considérera  comme  une  région  de  l'une  ou  de  l'autre  espèce.  Ainsi 
l'on  obtiendra  la  surface  I^,  composée  de  deux  nappes  l'une  à  l'in- 
térieur de  l'autre,  ou  la  surface  imaginaire  T^.. 

Le  tvpe  II,  où  les  surfaces  limites  sont  encore  des  hyperbo- 
loïdes,  admet  encore  deux  cas.  Parmi  les  génératrices  de  l'une  des 
séries,  deux  doivent  toujours  être  réelles  et  deux  imaginaires,  tan- 
dis que  les  génératrices  de  l'autre  série  doivent  être  ou  toutes  réelles 
ou  toutes  imaginaires.  Dans  le  premier  cas,  où  il  faut  recouvrir 
doublement  quatre  régions  non  contiguës,  apparaît  la  surface  II„; 
dans  le  second  cas,  où  il  faut  recouvrir  une  bande  infinie,  on  ob- 
tient la  surface  11^. 

Dans  le  tvpe  III  aussi  les  surfaces-limites  sont  des  hyperboloïdes, 
et  ici,  sur  quatre  génératrices  de  chaque  série,  il  y  en  a  nécessai- 
rement deux  réelles  et  deux  imaginaires.  On  trouve  de  cette  ma- 
nière, sur  l'hvperboloïde,  quatre  régions  dont  deux  doivent  être 
doublement  recouvertes,  et  donnent  naissance  à  la  surface  III. 
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Le  type  IV,  enfin,  a  pour  surfaces-limites  des  ellipsoïdes  el  des 
hyperboloïdes  à  deux  nappes.  Par  conséquent  les  (piatre  généra- 
trices de  l'une  des  séries  devront  être  les  imaginaires  conjuguées 
de  celles  de  l'autre  série,  ce  qui  détermine  sur  la  surface-limite 
quatre  points  réels.  Maintenant,  suivant  que  l'ellipsoïde  (ou  l'iiv- 
perboloïde  à  deux  nappes)  sera  doublement  recouvert  ou  ne  le  sera 
pas  du  tout,  on  obtiendra  la  surface  IV„  ou  les  surfaces  IV^.  La 
première  se  compose  de  deux  ellipsoïdes  renfermés  l'un  dans 
l'autre,  et  qui  se  touchent  aux  quatre  points  en  question  ;  la  seconde 
aces  quatre  points  comme  points  nodaux,  et  elle  est,  d'ailleurs,  en- 
tièrement imaginaire. 


in.  —  Représentation  analytique  en  coordonnées  de  points. 

Notre  point  de  départ  sera  ici  la  surface  à  16  points  nodaux 
réels,  de  l'équation  de  laquelle  on  peut  déduire  les  équations  de 
toutes  les  autres  par  des  transformations  réelles  ou  imaginaires. 

Les  coordonnées  de  lignes,  dans  le  type  I,  sont  de  la  forme 

J  iPi-2  — /'Si  )  =  -  (i^i^a  —  ^1  "'2  —  Ji  -2  +  ^1  J'2  )? 

(Pi3+P!,î)=    ("'i.ro— ri<»'2+-i.3?2  — •3?i-2). 

iPn  —Pki)  =  j{  "'l  72  —  Jl  (V'2  —  ^1  ^,  +  X,  ^2)  , 
iPn  +  P-n)  =         ("'l-2---l<ï'2-t--2^ir2  — Jl'^^'o)' 
(/'U— />23)=  j("'i^2  —  -l'V'2  — ■2?IJ2^-Jl^2)- 
De  là  résultent,  pour  les  surfaces  réglées  du  second  degré,   les 
équations 

123,456 2((Ï'J  — J7^)  =  o, 

124,356 2((rj-t- ^^)  =  0, 

126,345 'i{wz  —  .ry)  =  o, 

125,346 •2{wz  -\-  xy)  =  o, 

1 56, 234 2((ï'x —  yz)  :=  o, 

1  34,  256 2(u'^--t-   Yz)  z=  o. 
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135,2-46 (tr^-1-  .r'-h  r'^-t-  z'^-=^  o, 

1 36,  245 (  (v-  ■ —  X-  —  y-  -+-  ^"^  =  o. 

145,236 ((T'^ —  x^  +  y'^' —  z--=^  o. 

146, 235 (u'--i-  X-  — 1'^  —  ;-==  o. 

L'équation  de  la  surface  à  seize  points  nodaux  réels  est,  comme 
on  sait, 

iv' -^  œ'* -\- y'*  +  z* 

'"'o-^o.ro^onc.E^Çtr^  +  ^xl  H-  t' yl  +  '-z' ~-l)  wxyz 

-  '''*''^^''\~^':~^'  ( ^v- ^''  +  y' -z' ) 

—    —5 -— ^ ^ ^  I  (,.2  -î  _  .^2  ^.2  j  _ 

en  supposant  s,  s'^  d=  i. 

Si  l'on  fait  maintenant  la  substitution  (V''=  <r,  .r  ==  ?\r,  y'  ^  iy, 
z'  =  ^,  alors  les  six  complexes  linéaires  Xf=^  o,  ^2=^  o, . .  .,  x^  =  o 
resteront  sans  altération  dans  leur  ensemble,  à  l'échange  près  entre 
^5=0  et  a^c^  o.  De  même,  les  dix  surfaces  du  second  degré  n'é- 
prouvent aucun  changement.  La  surface  de  Kiuninev  !„  doil  donc, 
dans  la  substitution  en  question,  se  changer  en  une  autre  sur- 
face du  type  I.  On  voit  maintenant,  de  plus,  que  les  points  nodaux 
de  la  nouvelle  surface  sont  imaginaires,  que  celte  substitution 
transforme  la  surface  !«  dans  la  surface  1^,  ou  le,  et  l'on  obtient 
ainsi  l'une  ou  l'autre  de  ces  dernières,  suivant  que  l'on  a 

«•*  4-  ^g      x^       r*  >»  2(T'o-;-  •     J'ô  J'ô' 

ou  non,  comme  les  recherches  de  l'auteur  le  font  voir. 

Pour  transformer  les  six  complexes  linéaires  du  type  I  dans  ceux 
du  type  II,  on  peut  se  servir  de  la  transformation 

iV=z/(v',      x=:x',      y=zy',      Z  =:  J  z' , 

où  j  =  y/  /,  parce  que  les  complexes  .2:5  =1  o  et  .Tc  =  o  se  changent 
alors  en  des  complexes  imaginaires  conjugués,  tandis  que  les 
autres  complexes  i-estent  réels.  La  même  transformation  change 
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nalurellemenL  aussi  les  dix  surfaces  du  second  degré  du  Ijpe  Idans 
les  surlaces  corrcs|K)ndantes  du  lype  II,  et  la  surface  de  Kummer 
l,i  en  une  surface  du  tApe  II.  Cette  surface,  il  est  vrai,  est  encore 
entièrement  imaginaire,  ])uisque  son  équation  acquiert  des  coeffi- 
cients imaginaires.  Mais  si  l'on  pose,  en  même  temps  que  les 
équations 

celles-ci  : 

"'o^=y"'o'         •^0='^0'        ,'^O^^J'oJ        -^0^=7-^0' 

la  surface  transformée  deviendra  réelle.  Cette  surface,  possédant 
huit  points  nodaux  réels,  est  par  suite  identique  avec  11^.  Par  la 
nouvellesubstitutioniv  =  (v',  x  =  ix',y=y^  z  =  iz',  ll„se  change 
en  116. 

Les  six  complexes  linéaires  du  type  III  se  déduisent  des  complexes 
correspondants  du  type  I  par  la  substitution 


En  posant,  de  plus, 


.c  =  x\     y=Jy\     z=jz'. 


.//o'    -^0 — y-^0' 


l'équation  de  la  surface  I^  se  change  dans  l'équation  de  la  sur- 
face III. 

En  appliquant  la  substitution 

les  complexes  du  type  I  se  changent  dans  les  complexes  conjugués 
deux  à  deux  du  type  IV.  Par  la  même  substitution,  la  surface  I^  se 
change  en  une  surface  du  type  IV,  dont  l'équation  contient  encore 
des  coefficients  imaginaires,  Mais  si,  dans  l'équation  de  la  sur- 
face la,  on  substitue  iw  et  nv'o  à  la  place  de  w  et  de  (Vq,  l'équation 
deviendra  réelle  et  représentera  ou  la  surface  IV^  ou  la  surface  I\  ^ 
suivant  que  le  produit 

(  —  "'o  +  -3^0  +  yl  +  -0  )  (  '"'o  —  •^'o  +  y'I  +  ^0  ) 

X  (  wl  +  xl  —  ri  +  zl){ ^vl  +  xl  +  yl  —  zl  ) 

sera  négatif  ou  positif,  comme  on  le  voit  en  développant  les  cal- 
culs. 
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SURFACES  RÉGLÉES. 

Dans  le  deuxième  et  le  troisième  paragraphe  de  ce  travail,  l'au- 
leur  traite  encore  en  peu  de  mots  les  surfaces  réglées  du  quatrième 
ordre  à  deux  droites  doubles,  comme  cas  particuliers  de  la  surface 
de  Kummer.  Ces  surfaces  s'obtiennent  en  faisant  coïncider  les 
points  nodaux  de  la  surface  de  Kummer  deux  à  deux  sur  les 
directrices.  On  fait  voir  qu'iV  existe  encore  un  nombre  simple- 
ment infini  de  surfaces  réglées  ayant  les  mêmes  huit  points 
cuspidaux  ;  que  d'ailleurs  les  points  cuspidaux  ne  sont  pas  en- 
tièrement arbitraires,  mais  que  leur  rapport  anharmonique 
doit  être  toujours  le  même  sur  les  deux  droites  doubles. 

Quant  à  la  forme  de  ces  surfaces  développables,  on  distinguera 
les  cas  suivants  : 

1.  La  surface  réglée  à  droite  double  réelle  et  à  huit  points  cus- 
pidaux réels.  Son  équation  est 

ci  y'-  —  ;;M 

-h  (tT'-;3-+  -^     y  ){y'Q  —  <^    -ô)  +  '2'WXyZ  '-^ ^  =  o. 

La  surface  se  compose  de  deux  nappes,  qui  se  traversent  elles- 
mêmes  suivant  la  droite  double. 

2.  Les  deux  surfaces  réglées  à  droite  double  réelle  et  à  points 
cuspidaux  imaginaires.  Leur  équation  se  tire  de  la  précédente  par 
la  substitution 

(T''=i  4T',      x'  =  ix,     y=  if,      ^'  =  -S. 

L'une  de  ces  deux  surfaces  se  compose  de  deux  nappes,  qui  se  tra- 
versent mutuellement  suivant  la  droite  double;  l'autre,  en  dehors 
de  la  droite  double,  ne  possède  aucun  point  réel.  Suivant  que 
c-{y\-\-zl)  est  ou  non  plus  grand  que  (c''  +  Oj'o^o'  ^^  ^^  trouve 
dans  le  premier  cas  ou  dans  le  second. 

3.  La  surface  réglée  à  deux  droites  doubles,  ayant  seulement 
quatre   points    cuspidaux  réels  (situés  deux    à    deux   sur  chaque 
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droile).  Son  é(|ii;ili(ni  se  déduit  de  hi  pirtM'deiilc  ]);if  les  snbslllii- 
lions 

11':=  H'',      .l=z/u',       y  =:  J  y\       :.  -=  z'y       el       Vor:=  ./)'„,       c^:/c'. 

Elle  se  compose  d'une  seule   nnppc  qui  se  traverse  elle-niè-mc  sui- 
vant la  droite  double. 

4.  Les  deux  surfaces  réglées  à  droites  doubles  conjuguées  ima- 
ginaires. Leur  équation  est 

o  =  (  iv- -h  .r- y-  4-  (.)'-  -t-  z-y- 

-^i{\vy  —  xzY — ! o.iwz  -^.ryy 


•^•u.''„(  (•_)■„■ — .z-,,!  •       ./•„_)•„(  c- lu +./•„  ) 

Si  Ton  a 

2  Xo.>-o  (  c  »'o  H- ./.'o  )  >  {y\  —.)■,!  )(f.ro—>-„), 

la  surface  aura  deuv  nappes  réelles,  qui  peuvent  être  intérieures 
ou  extérieures  l'une  à  l'autre;  mais,  si  cette  inégalité  n'a  pas  lieu, 
la  surface  sera  imaginaire. 

5.  La  surface  réglée  à  droite  double  imaginaire  conjuguée,  et  à 
une  seule  nappe  réelle.  Son  équation  se  déduit  de  la  précédente 
par  la  std)stitution 

tei=/tr\      x:=/.i',      et     c  ^=^  j c' ,     Xq-=^Jj\^. 

6.  La  surface  réglée  à  deux  droites  doubles  réelles,  ayant  quatre 
points  cuspidauxréels  surl'unede  ces  droites,  et  quatre  autres  ima- 
ginaires sur  l'autre  droite.  Son  équation  se  déduit  de  celle  delà 
surface  réglée  à  huit  points  cuspidaux  réels,  au  moven  des  substi- 
tutions 5  = /;'  et  ;o=*^o-  Cette  surface  réglée  se  compose  de 
deux  nappes,  dont  chacune  se  traverse  elle-même  le  long  de  l'une 
des  droites  doubles,  tandis  que  les  deux  nappes  se  traversent  mu- 
tuellement suivant  l'autre  droite  double.  Nous  l'avons  passée  ina- 
perçue dans  notre  Mémoire  des  Mat  hem.  /iiinalen. 

Il  existe  donc  en  totalité  huit  surfaces  réglées  différentes. 

ROHJS. 
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MELANGES. 

SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES; 

Par    m.  g.   DVRHOUX. 

I. 

Dans  son  Cours  d'Analyse,  p.  64jM'Hermite  a  remarqué  que, 
si  l'on  développe  le  radical 


y  1  -h  2  a  j7  H-  2  X  y  +  p  j:-  -t-  [i  jrf  -+-  ^  y'' 

suivant  les  puissances  de  x  et  dey,  le  groupe  homogène  des  termes 
du  second  degré  dans  le  développement  de  ce  radical  entre  comme 
facteur  dans  le  groupe  homogène  des  termes  du  troisième  degré 
et  des  degrés  plus  élevés.  Ce  résultat  si  curieux  peut  encore  être 
formulé  de  la  manière  suivante  :  Si  l'on  considère  la  fonction 


où  '.5  (j",  y)  est  un  polynôme  du  second  degré,  et  que  l'on  déve- 
loppe /(.r  +  dx,  y  -[-  dy)  suivant  les  puissances  de  dx,  dy  par  la 
formule 

J\x  -h  dx,  y  +  dy)  =-J\x,  y)  -h  r//'H-  -  d'f^  .  .  . 

d^f^  d'f, .  .  .  sont  divisibles  exactement  par  d'-f,  quelles  que  soient 
les  diflerentielles  dx,  dy.  Cette  jjroportion  est  remarquable  parce 
qu'elle  s'applique  à  la  suite  indéfinie  des  différentielles  à  partir  de 
la  troisième;  et  elle  paraît  au  premier  abord  extrêmement  limi- 
tative. 

Mais  il  est  aisé  de  prouver  que,  si  la  différentielle  troisième  d'une 
fonction  est  exactement  divisible  par  la  différentielle  seconde,  il 
en  sera  de  même  de  toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  à 
trois.  Plus  généralement,  si  la  différentielle  n  -\-  i"^"'®  d'une  fonc- 
tion est  divisible  par  la  différentielle  /i"""",  il  en  sera  de  même  de 
toutes  les  différentielles  d'ordre  supérieur  à  /«  -|-  i . 
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Considérons  en  efTet  une  lonclion  /de  |jl  variables  x,,. . .,  x,^  el 
supposons  que  l'on  ait 

d"^\f=  ( A,r/j-,+  .  .  .  +  \,,(U:,)d"f\ 

on  déduira  de  là  par  la  différentialion 

fln+^.j-—  (^d\,dx^+...+  dk.^cLr,,)  d"f-^  (A,  r/^i  +...+  k.Jx.^  d"^'f, 
et  par  conséquent 
d"+y=  [dXidxi-h..  .^dk.Jx.^  +  (A,rf.ri+.  .  .  +  k.,dx.S-]d''f. 

En  différentiant  de  nouveau,  on  démontrera  de  même  que 
cl"+^  f  et  les  différentielles  suivantes  sont  toutes  divisibles  par  d"f. 

Je  me  suis  proposé  de  résoudre  d'une  manière  générale  la  ques- 
tion suivante  : 

Trouver  toutes  les  fonctions  de  a  l'ciriables  X(,  ...^x.^  pour 
lesquelles  la  différentielle [n -\-  i)'^"^^  est  exactement  divisible 
par  la  différentielle  n^^"^^,  c'est-à-dire  toutes  celles  pour  lesquelles 
on  a 

(  I  )  r/«+7'  =  (  A,  dxi^...^  k.,dx.^  )d"/. 

quelles  que  soient  les  différentielles  c/xi,  ...,  dx^.  Je  vais, 
indiquer  ici  la  marche  que  j'ai  suivie  et  les  résultats  que  j'ai 
obtenus. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (i)  sont  des  polynômes  homo- 
gènes d'ordre  71  -+- 1  par  rapport  aux  différentielles  dx^ ,  .  .  . ,  dx.^. 
En  écrivant  que  ces  polynômes  sont  égaux  terme  à  terme,  on  aura 
une  suite  d'équations  qui  feront  connaître  toutes  les  dérivées 
d'ordre  n  ~\-  i  de  la  fonction  y,  exprimées  en  fonction  des  dérivées 
d'ordre  n  et  des  quantités  inconnues.  Ai,  .  .  . ,  A.jl.  On  pourrait  éli- 
miner ces  quantités  inconnues  et  l'on  serait  conduit  à  un  certain 
nombre  d'équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  /? -|-  i ,  aux- 
quelles devrait  satisfaire  la  fonction  f,  et  qu  il  s'agirait  d'intégrer. 
J'ai  suivi  une  marche  différente  dans  laquelle  on  conserve  les  quan- 
tités A/. 

Désignons, pourabréger,  par  y"_^',    la  dérivée 


dx"' . . .  dx^-^ 
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dont  nous  avons  une  expression  en  fonction  des  quantités  A,-  et 
des  dérivées  d'ordi'e  n  àe  f.  Si  l'on  substitue  les  expi'essions  de  ces 
dérivées  dans  les  conditions  d'intégrabilité 

on  sera  conduit  à  des  relations  contenant  les  fonctions  A/  et  leurs 
dérivées  premières,  ainsi  que  les  dérivées  d'ordre  n  et  n  +  i  de  la 
fonction  f.  On  pourra  évidemment  éliminer  les  dérivées  d'ordre 
n  4-1  dey,  en  les  remplaçant  par  leurs  expressions  connues,  et  il 
restera  des  relations  entre  les  dérivées  d'ordre  n  de/,  les  fonc- 
tions A,-  et  leurs  dérivées  premières.  Ce  sont  ces  relations  qui  ser- 
viront de  point  de  départ  à  notre  recherche,  et  nous  allons  d'abord 
les  établir. 

Il  serait  beaucoup  trop  long  de  les  considérer  isolément.  Mais 
on  peut  les  obtenir  d'une  manière  rapide  et  les  écrire  sous  une 
forme  condensée  assez  élégante  en  opérant  de  la  manière  suivante. 
Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  dPo"~fi/\a  différentielle  /i'*""® 
dont  l'expression  svmbolique  est 

d/'r,"-/'/ 

C'est  la  différentielle  n'^'"^  que  l'on  obtiendrait  si  l'on  différentiait// 
fois  la  fonction  /"  en  employant  le  système  des  différentielles 

d.r^ , .  .  .  ,  r/.r^ 

pour  les  variables  indépendantes,  et  n  — p  fois  en  emplovant  le 
système 

Jt  I  ,  .    .    .  ,    'JJ  ji, 

toutes  ces  différentielles  étant  d'ailleurs  traitées  comme  des  con- 
stantes dans  les  différentialions  successives. 
Posons,  pour  abréger. 

U,i  =  A,rf.r,  + .  .  .  -\-  \.jLv.,  : 
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récjuation  (i)  pourra  s'écrire 

dn^xj—  „ad"f. 

Si  nous  remplaçons  partout  la  earactérlsticpic  d  par 

c'est-à-dire 

dxi     j)ar     Àf/.r, •  + o.r-,-, 

et  que  nous  égalions  les  coefficients  de  A/',   a/'+'   dans  les  deux 
membres,  nous  aurons  les  deux  équations 

;'    {n-\-l)dl'r."+^-'Pf 

I       —{n  +  i  —p)mdPZ''-i'f  +  piiadi'-^Z''-i'+^J, 
^  \  {n-^i)dP+^o"-ff 

[       ={n  —p)u;idP+^o'^^P-\f+  (p  -\-i)itddPZ"''Pf. 

Prenons  la  différentielle  a?  de  la  première  équation,  et  la  diffé- 
rentielle 0  de  la  seconde   nous  obtiendrons  deux  expressions  de 

que  nous  pourrons  égaler,  ce  qui  nous  conduit  à  la  relation 

{n  4-  \  —  p)dmdPl''-P  f  ^  pdu,fi"~P^^  dP'^J 

—  {n  —  p)ZmdP+^r,n-P-\  f  ^  {p  -JriJrjUa^y'-PdPf 
-+-  usdP^^o"-pf—  [t,idPo'^+^-P/=  G. 

Si,    dans    cette  équation,  nous   remplaçons  les  différentielles 

dP+^o"-p/,     dPo"+^~p/ 

par  leurs  expressionstirées  des  formules  (2),  nous  serons  conduits 
à  la  formule 

I    (n—p) 0"-/^-! dP+^/( ' o„5 


(3 


]       ~\-(p-hi)  o"^P dPj  y  —  ^ua  -\ —  j 

1      4-  (  /i  + 1  -/>  )  dp  l'^-pfidin  -  -^^^^  ] 

I  \  n  -\-  ij 

I  +y,r>-/'+'  dP-\f(  du  a '^  )  r=  o, 

qui  devra  être  vérifiée,  quelles  que  soient  les   différentielles  (f,  0, 
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pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier,/»  de  oà  «  inclusivement. 
Je  commencerai  par  examiner  le  cas  où  l'expression 

"I           -v            (.\,o.r,-H  .  .  . -h  A.,o.r,/)-        ,..     -        ,  ,    -v    -      \' 

'jHi= ■ ■■ (cA,  oxi  +  .  .  .  H-  oA.j^o.rj,)-, 


n-h  i  n  -h  i 

sera  nulle,  quelles  que  soient  les  différentielles  0X|  ^  alors  on  aura 
de  même 

(4)  -^^duu, 

n  -+- 1 

et  l'équation  (3)  se  réduira  à  la  suivante  ; 

(/»  -H  i)     o«,; =  (  «  -M  —i>  )     da^ 

\  /i  -h  I  /  \  /«  + 1 

qui,    devant  être    vérifiée,    quel   que    soit    le   nombre   entier  /y, 

nous  donne 

II,,  in 

r^u,i^=  o«5= 

n  +  1 

L'équation 

0?/,/=r  d .  //.î 

entraîne  les  relations  suivantes  : 

rJA,^  JA,. 

qui  montrent  que   ?/,/  est  la  différentielle    d'une  fonction.   Nous 

pourrons  donc  poser 

{  n  -H  I  )dv 
ita  = , 

ce  qui  donnera 

-  (  /<  H-  I  )  r/-  (•        (  //  -h  I  )  r/r- 


<^/«rf 


V  4'' 

Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (4),  nous  aurons 

<^/-('  =  0, 

et,  par  conséquent, 

4"  ::=  a,  .r,  -}-  a,  .r^  -f-  .  .  .  H-  aj^  j^j^  -f-  a. 
On  ne  peut  supposer  que  toutes  les  quantités  a,    soient  nulles. 
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car  alors  d"'^^  f  srrail  iiiillo,  et  la  loncllon/  serait  un  polynùnic 
oiilier  tic  degré  //.  Par  siiile,  on  pourra  toujours,  j)ar  une  suh- 
slilullon  linéaire  à  coefneienls  coiislanls,  ramener  r  à  la  forme 


et  l'équation  (i)  deviendra 

(5)  d" 
Posons 

(6)  d" f—  -j^^  F(.ri,  .  .  .,x^,dx^,  .  .  .,dj\), 

JL  j 

F  désignant  une  fonction  homogène  d'ordre /z  de  dx^^  ....  dx>^.y 
qui  reste  à  déterminer,  et  désignons,  pour  la  commodité  des 
notations,  r/jTu.  par/>u..  On  aura 

,„ ,  ,  ,.  //  -+-  r  I      /'  dF  (W 

x'[^-  ./-j    '  \OX^'  f)x.^ 

et,  si  nous  portons  ces  expressions  des  différentielles  «"■"""  et(/?  H-  i  j'""'*' 
dans  l'équation  (5),  il  restera 

,    ,  dF  àF 

mais  cette  dernière  équation  n'est  pas  suffisante.  Il  nous  reste  à 
écrire  les  conditions  qui  expriment  que  le  second  membre  de 
[  l'équation  (6)  est  la  différentielle  n'^"^^  d'une  fonction.  Ici  encore, 
pour  éviter  des  calculs  compliqués,  nous  ferons  usage  d'une  pro- 
position générale. 

Considérons  une  fonction  C2  qui  soit  entière,  homogène  et 
d'ordre  n  par  rapport  aux  quantités  pi  =  dxi,  les  coefficients  de  ce 
polynôme  étant  d'ailleurs  des  fonctions  quelconques  des  variables 
Xi,  et  cherchons  les  conditions  qui  sont  nécessaires  pour  qu'il 
existe  une  fonction  /  satisfaisant  à  l'équation 

Si,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  remplace  d  par 
d  -\-  Ao,  et  que  l'on  égale  les  coefficients  de  A  dans  les  deux  mem- 
bres, on  aura 
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Le  second  membre  devra  donc  être  la  différentielle  o  de  nd'^~^f. 
Réciproquement,  toutes  les  fois  que  l'expression 

^h  -,  ,     ^?  > 

opv  op.,      • 

où  les  quantités />) ,  .  .  .  ^ p^j.  sont  regardées  comme  des  constantes, 
sera  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
ces  constantes,  il  sera  possible  de  trouver  une  fonction  dont  es  sera 
la  différentielle  /i'*"'".  Ainsi  les  conditions  pour  que  la  fonction  cp 
soit  une  différentielle  z?'»"»  exacte  sont  les  suivantes  : 

(8)  _^!i_^_i!^, 

dpidxk       dpkdJCi' 

qui  doivent  être  vérifiées,  quelles  que  soient  les  quantités  ])[. 

Appliquons  cette  proposition  générale,  dont  la  démonstration 
est  facile,  au  problème  particulier  que  nous  avons  à  traiter.  Tci, 
nous  prenons  pour  o  l'expression 

_  F(.r,,  .  .  .,  ^v/'i'  ■  ■  -^P'^^ 


F  satisfaisant  déjà  à  l'équation  (^).  Les  équations  (8)  prennent  la 
forme  suivante  : 

^  dp  i  ÔJ-  A  ~~  dp  le  dx  i  ' 

dans  le  cas  où  les   deux  indices  i  et  k  sont  supposés  différents  de 
l'unité.  Si  l'un  d'eux  est  égal  à  i ,  on  a 

(  I  o  )  -r ^^  . ■ -T • 

^  op^OJii       ôpiôui  Xy      Opi 

Il  faut  donc  déterminer  la  fonction  F  qui  satisfait  en  même  temps 
aux  équations  (7),  (9),  (10). 

Différentions  l'équation  (-)  par  rapport  à/?i,  et  tenons  compte 
des  équations  (10).  Le  résultat  de  cette  différentiation  prendra  la 
forme 

-i ^-     7  Pi  1 \ •    >  P'  T~  =  ^• 

()ji        ^'    ôpiôxy  ./•,      j^'     Opi 


À 
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En  vorlu  (lu  llK'orc'mc  dos  fonctions  lionioi,'ènes,  on  a 


V/., 


n 


à/jjd-Zi  dr, 


L'équation  précédente  peut  donc  aussi  être  écrite  sous  la 
forme 

Différentions  maintenant  l'équation  (-)  par  rapport  à  /?/,  ^  étant 
différent  de  i  ;  on  trouvera,  en  suivant  la  même  marche  et  tenant 
compte  des  formules  (9)  et  (10), 

ô¥  d¥ 

Il  est  maintenant  facile  de  déterminer  la  fonction  F  satisfaisant 
aux  équations  (-),  (i  i),  (12). 
Posons,  en  effet, 

Psk—Pl-Tk—PkJCi. 

Nous  pourrons  exprimer /^o-  •  '  f.xen  fonction  de/),,/?,  2, /'ta, .  .  . , 
p,.^  et  des  quantités  Xi,  et  par  conséquent  donner  à  F  la  forme 
d'un  polynôme  homogène  par  rapport  à /?i,/>,  2, ..., />,.j^,  les  coef- 
ficients de  ce  polynôme  pouvant  être  des  fonctions  des  variables  x/. 
Mais  alors  les  équations  (12)  nous  donnent 

âV 

et  l'équation  (^), 

dF 

^— =:o; 

F  sera  donc  une  fonction  homogène  entière  à  coefficients  con- 
stants des  quantités 

^.r,,  x^dx^  —  Xidx/,, 

et  il  est  aisé   de   voir  que   toutes  les  conditions  (9),  (10)  seront 
vérifiées  quel  que  soit  ce  pohnonic. 
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Il  nous  reste  à  trouver  la  fonction  y"  satisfaisant  à  Féquation 

où  F  est  ce  polynôme  à  coefficients  constants  que  nous  venons  de 
définir.  On  trouve  sans  difficulté,  par  la  considération  du  coeffi- 
cient de  dxl, 

(— i)" 

/=  r. F(I,  X.^,   X^,.  ..,  X.,), 

I  .  2.D.  .  .  nxi 

en  négligeant  un  polvuôme  entier  d'ordre  n  —  i,  dont  la  différen- 
tielle  /i'*™°  est  évidemment  nulle.  Le  numérateur  de  l'expression 
de /est  le  polynôme  entier  le  plus  général  d'ordre  ii  enx-,,  .  •  -  lOC,^^. 
On  peut  lui  ajouter  évidemment  des  termes  contenant  .r,  en  fac- 
teur, d'ordre  égal  ou  inférieur  à  /?,  puisque  ces  termes,  divisés  par 
.r,,  donneront  un  quotient  entier  qui  disparaîtra  dans  la  différen- 
tielle //'''"'^.  Si  Ton  se  l'appelle  enfin  que  nous  avons  fait  une  sub- 
stitution linéaire,  on  voit  que  notre  première  solution  nous  conduit 
à  la  fonction  /,  dont  l'expression  est 

,,3,  ^.^FU-,....,....^,I. 


OÙ  F  est  le  polynôme  le  plus  général  d'ordre  ;?,  et  P  une  fonction 
linéaire  quelconque. 

(  A  suivre.) 
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COMPTES    RENDUS   ET  ANALYSES. 

HOLST  (Elling).  —  0.\i  Po.ncelets  Betvdmng  fou  (Ieometuien  ('). 

Ce  travail  remarquable,  résultat  des  études  faites  par  l'auteur 
sur  les  sources  mêmes,  a  pour  objet  l'appréciation  du  rôle  des 
découvertes  de  Poncelet,  qui  ont  marqué  une  époque  en  Géo- 
métrie. Pour  cela,  l'auteur  considère,  dans  le  Chapitre  P"",  la  Géo- 
métrie des  Anciens;  dans  le  Chapitre  II,  la  Géométrie  après  la 
Renaissance;  dans  le  Chapitre  III,  l'école  géométrique  deMonge, 
en  signalant  en  même  temps  les  traces  d'un  grand  nombre  d'idées 
que  Poncelet  a  le  premier  mises  au  jour,  et  qui  se  rencontrent 
déjà  en  germe  chez  ses  prédécesseurs.  Ensuite  les  Chapitres  IV-IX 
traitent  des  théories  géométriques  les  plus  importantes  qui  sont 
dues  à  Poncelet.  Enfin  le  Chapitre  X  est  consacré  aux  successeurs 
de  Poncelet,  en  particulier  à  Mobius,  Chasles,  Steiner,  Plûcker  et 
Bobillier.  S.  L. 
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KERVILER  (René).  —  Claude-Gaspard  Bachet,  seigneur  de  Méziriac,  l'un 

DES   quarante  fondateurs  DE  l'AcADÉMIE  FRANÇAISE.   ÉtUDE    SUR   SA  VIE   ET 

SUR  SES  ÉCRITS.  —  Papls,  S.-B.  Dumoulin.  1880. 

Cette  Notice,  extraite  de  la  Re^'ue  historique,  nobiliaire  et 
biographique,  est  un  fragment  de  l'ouvrage  si  consciencieux  que 
M.  René  Kerviler  consacre  à  l'histoire  de  l'Académie  française  et 
dont  il  a  publié  déjà  tant  de  chapitres  remarqués.  Après  quelques 
renseignements  sur  la  famille  de  Bachet,  l'auteur  étudie  successi- 
vement le  poète,  le  mathématicien,  l'érudit  et  l'académicien. 

Bachet  naquit  à  Bourg,  en  Bresse,  le  9  octobre  io8i,  à  2  heures 
de  l'après-midi  :  c'est  ce  qu'établit  un  acte  de  naissance  publié 
d'après  les  archives  de  Bourg.  Sa  famille  était-elle  noble  ?  M.  René 
Kerviler  considère,  à  juste  titre,  comme  suspectes  les  armes  sui- 


(')  E.  HoLST,  Sur  l'importance  des  travaux  de  Poncelet  en  Géométrie.  IVo- 
îranime  universitaire  pour  l'année  1878;  iWj  pages  in-<So. 

Bull,  des  Sciences  mallièm..  V  Série,  t.   \ .  (Octobre   iSSi.)  2L) 
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vantes,  indiquées  par  S.  Guichenon  :  De  sable,  à  un  triangle  d'or, 
au  chef  cousu  d'azur  chargé  de  trois  étoiles  d'or.  Ce  triangle 
est  vraiment  inquiétant.  Ayant  achevé  ses  études,  Bachet  se  fît 
jésuite  ;  mais  sa  mauvaise  santé  le  força  bientôt  à  rentrer  dans  le 
monde.  Il  fit  quelques  voyages  à  Rome  et  à  Paris,  et,  comme  le  re- 
marque M.  Kerviler,  c'est  probablement  en  1611  qu'il  fut  sur  le 
point  d'être  nommé  précepteur  de  Louis  XIII.  Après  cette  aven- 
ture, il  se  retira  à  Bourg,  en  Bresse,  s'y  maria  et  se  consacra  tout 
entier  à  la  littérature  et  à  la  science. 

Il  fut  toujours  médiocre  poète  français  :  le  poète  italien  et  le  poète 
latin  valaient  mieux.  Les  seuls  ouvrages  qui  le  recommandent  à  la 
fois  à  la  postérité  et  aux  lecteurs  de  ce  recueil  sont  les  Problèmes 
plaisants  et  délectables  et  le  Commentaire  sur  Diopliante.  La  bi- 
bliographie de  ces  deux  ouvrages  est  exactement  retracée  par 
M.  Kerviler:  on  désirei'ait  seulement  trouver  dans  son  étude  une 
critique  plus  creusée.  Il  y  a  bien  des  observations  mathématiques  à 
faire  sur  les  Problèmes  plaisants  et  délectables  (  '  ),  et  le  travail 
préparatoire  de  l'édition  de  Diophante  a  suscité  plus  d'une  cri- 
tique (-).  Le  géomètre  bressois  a  laissé  aussi  des  Eléments 
d' AritJimétique  que  M.  Kerviler  mentionne,  auxquels  l'auteur 
attachait  une  grande  importance  et  qui  n'ont  été  signalés  que 
dans  ces  derniers  temps  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut (^). 

C'est  probablement  le  Commentaire  sur  Diopliante  qui  mit 
Bachet  en  goût  de  l'érudition  pure  ;  il  publie  en  1626  une  tra- 
duction des  Epîtres  d'Ovide  en  mauvais  vers  français,  mais  accom- 
pagnée de  commentaires  curieux  ;  en  i632,  un  excellent  morceau 
sur  la  vie  d'Esope,  etc.;  enfin  il  prépare  une  traduction,  aujourd'hui 
perdue,  de  Plutarque,  dans  laquelle  il  corrigeait  des  milliers  de 
fautes  échappées  à  Amyot. 

Dans  le  chapitre  consacré  à  Bachet,  membre  de  l'Académie, 
M.  Kerviler  reproduit  une  partie  de  la  curieuse  harangue  que 
Méziriac  fît  lire  à  l'Académie  par  A  augelas,  le  10  décembre  i635  ; 


(')  Edouard  Li'Cas,  Récréations  mathématiques,  i"  récréation. 

(°)  Léon  Rodet,  Sur  les  notations  numériques  et  algébriques  antérieurement 
au  XVI»  siècle,  p.  4^.  Paris,  Leroux,  1881. 

(')  Cn.  Henry,  Becherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermât,  p.  qS  et 
«uiv. 
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il  cherche  à  (kiser  le  vrai  et  le  faux  dans  la  Nolice  consacrée  par 
Pellisson  à  l'acatléniicien  ;  enfin  il  reproduit  une  épitaphe  sur  par- 
chemin, conservée  autrefois  à  la  ealliédrale  de  Bourg,  et  publie  une 
seconde  fois  le  testament  vraijuent  sympalhique  de  ce  savant  uni- 
versel. C.  H. 


MELANGES. 

SUR  L'INTÉGRALE    /      {2  cosx)"+»cos(a  —  b)a- clx; 
•-  0 

Par  m.  LIPSCHITZ. 

Soit,  pour  un  moment,  en  désignant  par  rt  et  b  deux  quantités 
négatives,  dont  la  somme,  prise  absolument,  ne  surpasse  pas  la 
valeur  de  l'unité, 

J  =  I      (2  coSir)'*+'''cos((7  —  b)œ.dx, 
ou  plutôt 

"ij  :=  I         (2  COS. r )''-*''' cos(<7  —  b).r.djr-, 
2 

j'introduirai,  au  lieu  des  fonctions  trigonométriques,  les  exponen- 
tielles imaginaires,  et  je  ferai  a  =  —  g^  b  =  —  A,  ce  qui  donnera 
l'expression  suivante  : 

(e2/^  +  i)-ff-A  _ — Jl r/(e2'^). 

Mais  le  premier  terme  est  donné  par  l'intégrale 

en  posant  z  =  e-'-^',  selon  le  principe  de  l'intégration  complexe  ;  on 
aura  le  même  résultat  si  l'on  intègre  de  ;  =  —  i  à  ;  =  o  en  faisant 
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;  =  le  '^,  on  si  Ton  intègre  de  z  =  v  à  z  =^  —  i  en  faisant  ::  =  He''^. 
On  en  conclnt  cette  valeur 

-sin«--    /      (  I  —  c)--^    "c'^^W:;r=  -  sini^-K ^^ r\ — ^^— • 

2      ■-    J„  2      -  r(i  — /O 

De  la  même  manière,  on  obtient,  pour  le  second  terme  de  l'inté- 
o^rale  proposée. 

2  r(i-^) 

Mais  CCS  deux  valeurs  coïncident  en  vertu  des  formules 

=  r(^-)r(i--),     -^  :=,Y{h)T{i-h), 


sin,i,"r  '^  sinZ/TT 

et  l'on  parvient  ainsi  à  l'expression,  donnée  pour  la  première  fois 
par  Cauchy, 


0.    X^\  —  ii)X{\  —h)  1    I^  (  I  -r  <7  )  r  (  I  +  />  ) 


RECHERCHES  SUR  LA  THEORIE  DES  FONCTIONS; 
Par  m.  g.   MITTAG-LEFFLER  {'). 

11  V  a,  comme  on  sait,  deux  formes,  essentiellement  différentes, 
au  moyen  desquelles  on  peut  exprimer  une  fonction  algébrique 
rationnelle  d'une  variable  indépendante.  L'une  de  ces  formes  est 
un  quotient  de  deux  produits  qui  n'ont  entre  eux  aucun  zéro 
commun,  et  dont  chaque  facteur  présente  un  seul  zéro.  L'autre  est 
la  somme  d'un  certain  nombre  de  fonctions  rationnelles  dont  cha- 
cune a  un  seul  infini. 

M.  Weierstrass  a  fait  voir  (-)  comment  la  première  de  ces  deux 


(')  bf^ersigt  af  Finska  ^'etenskaps-Societdtenx  Forhaudiingœr,  t.  XXIII. 
Traduit  du  suédois. 

( -)  K.  Weierstrass,  Zur  Théorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 
(Abhandlungen  der  Konigl.  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1876). 
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formes  subsiste,  même  pour  des  t"onction^  Je  caractère  rationnel. 
c'est-à-dire  pour  des  fonctions  qui  ne  se  distinguent  des  fonctions 
rationnelles  qu'en  ce  qu'une  telle  fonction,  lorsque  la  variable 
indépendante  devient  infinie,  ne  se  comporte  plus  comme  pour 
une  valeur  régulière  ou  sans  singularité  essentielle,  mais  se  com- 
porte,  au  contraire,  comme  pour  une  valeur  véritablement  et 
essentiellement  sinoulière.  Mais  l'autre  forme  fondamentale  des 
fonctions  algébriques  rationnelles,  qui.  en  réalité,  est  la  plus  géné- 
rale, s'applique  aussi  elle-même  aux  Jonctions  de  caractère  ra- 
tionnel. C'est  ce  que  j'ai  démontré  dans  plusieurs  Mémoires  publiés 
dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  de  Stockholm  ('  ). 

M.  ^^  eierstrass  a  publié  depuis  {-)  une  nouvelle  démonstration 
du  théorème  qui  a  servi  de  base  à  mes  recherches,  et  qui  diffère 
essentiellement  de  celui  que  j'avais  moi-même  primitivement 
trouvé.  Cette  démonstration,  toutefois,  avait  été  établie  par  moi. 
sans  que  j'aie  connu  la  démonstration  de  M.  A\  eierstrass.  plus  d  un 
an  auparavant,  vers  la  fin  du  printemps  de  l'année  1879,  dans  mes 
leçons  publiques  à  l'Université  de  Helsingfors.  D'autres  démons- 
trations de  mes  théorèmes  ont  été  données  depuis  par  MM.  Dini  (  •^), 
Hermite  (■*),  Schering  (^).  Je  reviendrai  une  autre  fois  sur  1  exa- 
men de  ces  diverses  démonstrations,  sur  les  différences  qu'elles 
présentent  entre  elles  et  sur  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  véritablement 
nouveau  dans  chacune. 

Ici,  je  remarquerai  seulement  que  M.  ^^  eierstrass.  dan^^  un  Mé- 


(  '  )  En  metod  att  analytiskt  framstàlla  en  funktion  af  rationel  karakter, 
hvilken  blir  oàndlig  altid  och  endast  uti  vissa  oàndighetspunkter,  Inilkas  kon- 
stanter  àro pà /orhand  angifna.  {-  juin  1876). 

Vtterligare  oni  den  analytiska  framstallningen  af  fiinktioner  af  rationel 
karakter.  I"  Partie,  janvier  1877. 

Voir,  à  ce  sujet,  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Hermite.  par  M.  .Mittag-Leffler 
{Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  III,,  p.  2(>9:  1879). 

(')  Ueber  einen  functionentlieoretischen  Satz  des  Herrn  G.  Mittag-Leffler 
{Monatsb.  d.  k.  Akad.  d.  IViss.  zu  Berlin,  août  18S0). 

(^)  Alcuni  teoremi  sulle  funzioni  di  una  variabile  complessa.  Milano.  18S0. 

(*)  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions.  Extrait  d'une  Lettre  de 
M.  Hermite  à  M.  Mittag-Leffler  {Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicrr.  t.  \ll. 
—  Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  t.  \CI). 

(*)  Das  Anschliessen  einer  Function  an  algebraische  Functionen  in  uncndlitk 
vielen  Stellcn  (Abhandl.  d.  Kànigl.  Akad.  der  Wiss.  zu  Gotiingen,  t.  \\\1I; 
1880). 
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moire  extrêmement  remarquable  ('),  publié  depuis,  renverse  la 
question  primitive,  qui  était  d'exprimer  une  lonction  de  caractère 
rationnel  au  moyen  d'une  série  de  fonctions  algébriques  ration- 
nelles, et,  au  lieu  de  cela,  se  propose  le  problème  inverse,  d'étu- 
dier une  série  donnée  quelconque  de  cette  espèce.  Il  parvient 
ainsi  à  ce  résultat  inattendu,  qu'il  existe  des  séries  telles  que, 
leurs  termes  étant  des  fondions  algébriques  rationnelles,  ces  sé- 
ries représentent  dans  les  difierentes  parties  du  plan  des  fonctions 
analvtiques  différentes.  Ainsi  la  série 


(I  —  2  V  —  2  v'  j;-^  f  )  (  2  V  +  2  ' 


pour  citer  un  des  exemples  les  plus  simples,  représente  la  fonction 
analytique  -h  i,  dès  que  la  partie  réelle  de  x  est  positive,  et  la 
fonction  analytique  —  i ,  dès  que  la  partie  réelle  de  x  est  négative. 
M.  Weierstrass  a  joint  à  cela  un  autre  résultat,  qu'il  avait  déjà 
communiqué  à  l'Académie  de  Berlin.  La  série  de  puissances 


dans  laquelle  a  est  un  nombre  entier  impair  et  positif,  b  une 
quantité  positive,  moindre  que  l'unité,  avec  la  condition 

a6>I-H|7r, 

série  dont  ainsi  les  divers  termes  sont  encore  des  fonctions  algé- 
briques rationnelles,  définit  une  fonction  qui  n'existe  pas  en  de- 
hors de  la  région  de  convergence  de  la  série,  et  qui,  par  suite, 
existe  seulement  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  ne  surpasse 
pas  l'unité. 

Dans  le  Mémoire  que  M.  Hermite  a  récemment  publié  dans  les 


(')  Zur  Funciionenlehrc.  {Monatsb.  cler  Kônigl.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin,  août 
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Actes  (le  la  Sociclc  (  '),  le  yrand  géoinèlre  iVaneais  a  éelairc  (1(111 
point  de  vue  lout  iiodveau  les  dçux  découvertes  de  M.  Weierslrass 
(|uc  nous  venons  de  citer.  Il  a,  en  effet,  montré,  d'une  part,  com- 
ment il  existe  une  expression  intégrale  qui,  dans  les  différentes 
parties  du  plan,  représente  des  fonctions  différentes,  et,  d'autre 
part,  il  indique  aussi  comment  il  est  vraisemblablement  possible 
de  former  d'autres  expressions  intégrales,  définissant  des  fonc- 
tions qui  n'existent  que  dans  une  certaine  légion  du  plan,  et  pour 
lesquelles  les  autres  régions,  comme  cela  a  lieu  pour  la  série  de 
puissances  de  Weierstrass,  forment  nn  espace  lacunaire.  Dans 
une  Note  du  même  Mémoire,  il  communique  encore  une  formule 
remarquable,  due  à  M.  Poincaré,  professeur  à  la  Faculté  des 
Sciences  de  Caen,  connu  aussi  par  d'autres  recherches,  récem- 
ment publiées,  sur  la  théorie  des  fonctions,  d'un  caractère  pro- 
fond et  original.  Cette  formule  est  de  la  forme  suivante  : 


1 


m^ai  -+-  m^a.i-\- . 


ni:, 


?/,,  Wo,  ...,  Up  étant  des  quantités  données,  dont  la  valeur  absolue 
est  moindre  que  l'unité,  et  a,,  a2,...,  OLp  étant  des  constantes  arbi- 
traires. Si  l'on  désigne  maintenant  par  P  un  polygone  convexe, 
dont  les  sommets  sont  des  points  faisant  partie  du  système  a,, 
ao,  ...,  a„,  et  tels  que  les  points  restants  soient  situés  à  l'intérieur 
du  polygone  ou  sur  ses  côtés,  alors  l'expression  de  M.  Poincaré 
représente,  en  tout  point  extérieur  au  polygone,  une  certaine 
fonction  analytique  uniforme.  A  l'intérieur  du  polygone  ou  sur  son 
contour,  au  contraire,  il  ne  se  trouve  aucun  point  tel  que,  dans 
une  région  aussi  petite  que  l'on  voudra,  cette  expression  puisse 
être  égalée  à  une  série  convergente  de  puissances.  On  ne  peut  pas 
toutefois  conclure  de  là,  sans  plus  ample  démonstration,  qu'il  soit 
impossible  que  la  fonction  analytique,  représentée  à  l'extérieur  du 
polygone  P  par  la  formule  de  Poincaré,  existe  aussi  à  l'intérieur 
de  ce  polygone.  La  formule  de  Weierstrass,  (jue  j'ai  citée  tout  à 
l'heure,  représente  bien,  dans  une  moitié  du  plan,  la  fonction  ana- 


(')  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions.  Extrait  d'une  Lettre  de 
M.  Ch.  Ilermile  à  M.  Mittag  LeJJler.  {Aeta,  t.  \ll). 


3gi  PHEMIËUE  PARTIE. 

Ivliquc  -j-  I,  et  celle  fonction  existe  aussi  dans  l'autre  moitié  du 
plan,  bien  que  la  formule  cesse  de  la  donner  et  fournisse  en  son 
lieu  une  autre  fonction  analytique. 

Dans  un  Mémoire  que  m'a  envoyé  M.  Poincaré,  et  dont  j'ai  au- 
jourd'hui l'honneur  de  proposer  l'insertion  dans  les  Actes  de  la 
Société,  cette  question  trouve  une  explication  aussi  complète 
qu'ingénieuse.  M.  Poincaré  montre  comment  la  formule  dont  il 
s'agit  est,  en  réalité,  une  expression  d'une  seule  fonction  analy- 
tique, pour  laquelle  le  polygone  P  est  un  véritable  «  espace  lacu- 
naire »,  et,  parcelle  remarque,  il  est  le  premier  qui,  après  Weier- 
strass,  ait  donné  un  exemple  concret  de  l'existence  de  fonctions 
de  cette  nature.  M.  Poincaré  étudie  également,  en  parlant  de  la 
conception  de  la  théorie  des  fonctions,  propre  à  M.  Weierstrass, 
certaines  autres  fonctions  de  même  nature,  ayant  des  «  espaces 
lacunaires  ». 

Je  me  permets  aussi  de  demander  en  même  temps  l'insertion 
dans  les  Actes  d'un  Mémoire  de  l'un  de  mes  élèves  actuels,  M.  Th. 
Homén,  dans  lequel,  sur  mon  invitation,  l'auteur,  suivant  les 
traces  de  MM.  Weierstrass  et  Poincaré,  s'est  posé  le  problème  de 
chercher,  d'une  part,  à  former  de  nouvelles  séries  de  fonctions 
algébriques  rationnelles  qui,  dans  les  différentes  parties  du  plan, 
représentent  des  fonctions  analytiques  différentes,  et,  d'autre  part, 
à  établir  d'autres  séries  de  cette  nature  qui  soient  réellement  des 
fonctions  à  espace  lacunaire. 

Je  demande  également  pour  ma  part  qu'il  me  soit  réservé  dans 
les  Actes  une  place  pour  un  Mémoire  assez  étendu,  où  seront  pu- 
bliées les  recherches  auxquelles  je  me  suis  livré  depuis  plusieurs 
années,  et  qui  se  rapportent  aux  différentes  singularités  qui  peu- 
vent se  rencontrer  dans  les  fonctions  analytiques  uniformes,  ainsi 
qu'à  la  construction  de  formules  générales,  au  moyen  desquelles  on 
peut  représenter  généralement  les  diverses  classes  des  fonctions  de 
celle  espèce  qui  sont  possibles. 
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SUR  UN  MODE  DE  SÉPARATION  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS 
ET  LA  FORMULE  DE  LAGRANGE; 

Par  m.  A.-E.  PELLET. 

Désignons  par  F(j:)  la  scrie  ao-i-  UfX  -+•  a-.Ji^'-^-h.-.-ï-  fiiX*  -i-..., 
cl,  y.,-  représentant  le  niodule  de  a,-,  supposons  que  l'équation 

O  rrr  ao  H-  ai  X  +  .  .  .  +  a„_,  x"--'^  —  «„  j?"  +  a„+,  x""^'  +  .  .  . 

admette  deux  racines  positives  /\  et  /'o  >  /'(  ;  l'équation  F(x)  =  o 
a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  /•),  et  les  autres  ont  des  modules 
supérieurs  à  /"a.  En  ell'et,  x ayant  un  module  compris  entrer,  et  /'j, 
le  terme  n,iX"  de  F(j:)  a  un  module  supérieur  à  la  somme  des  mo- 
dules de  tous  les  autres   termes.  Posons 


F{x)  —  a^x"  +J\jc)  —  a„.r« 


a, 


assignons  au  module  de  x  une  valeur  comprise  entre  i\  et  r^-,  et 
faisons  varier  son  argument  de  o  à  2-.  Le  module  dea^jc"  aug- 


mente  de  aw-;  quant  à  celui  de 


j  il  reprend  sa  valeur 


a„x"'  _ 

primitive;  Y  [x)  =  o  a  donc  n  racines  de  modules  inférieurs  à  n 
(Briot  et  Bouquet,  Théorie  des  fonctions  elliptiques,  p.  3i). 
D'ailleurs,  cette  proposition  résultera  de  l'analyse  qui  va  suivre. 

Nous  supposons  que  le  module  de  x  est  compris  entre  i\  et  z^. 
On  a 

a„  X' 
/{x)        .  /(xY 


lF{x)  =  la,, 
=  la,, 


\~  n.lx 

n .  Ix  -\ 


(-1) 


,_i  fi^^-y 


ia'x"' 


La  séri(î  des  modules  des  termes  de  la  série  à  double  entrée  qui 
ligure  dans  la  formule  précédente  est  convergente-,  on  peut  donc 
ordonner  cette  série  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
de  X.  En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  il  vient 


(') 


V{x) 


n           a^x" 
X            dx 

d'^     ' 
r       alx-^' 

2       dx 

(-1)' 


a„x"\ 


dx 
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Dans  la  formule  précédente,  les  fonctions  qui  suivent  -  ne  con- 
tiennent pas  de  terme  en  —  •  Ainsi  ^ — l  est  dévcloppaLle  pour  les 
^  a;  1'  (  ■^'  )  111 

valeurs  de  x  considérées  suivant  les  puissances  positives  et  négatives 
de  x:,  le  coefficient  de  —  étant  n  dans  ce  développement,  l'équation 
F(x)=o  a  n  racines  de  modules  inférieurs  à  /\\  la  somme  des 
puissances  m'^"^^^  de  ces  n  racines  est  écrale  au  coefficient  de r 

dans  le  second  membre  de  la  formule  (i). 
Si  l'on  prend 

/{•r)=PiJ^''-'+p.2.v''~--^...-hpn     et     F(j:-)  =  ^"+/(^-), 

on  est  conduit  à  la  formule  de  Waring  pour  exprimer  la  somme 
des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation  algébrique. 
J'ai  déjà  donné  cette  démonstration  dans  les  Nouvelles  annales 
(année  iSyS). 

Faisons  F{x)  =  x — tf[x)^  f{^)  tîtant  une  fonction  liolo- 
morplie  pour  x  =  o.  Désignons  par  §i^x)  ce  que  devient/^(jr)  lors- 
qu'on y  remplace  les  divers  coefficients  de  x  par  leur  module,  et 
par  T  la  plus  grande  valeur  réelle  de  t  pour  laquelle  l'équation 
X  —  t  ^[x)  =  o  admet  deux  racines  positives;  pour  î  =  t,  la  racine 
positive  de  l'équation  x  —  t  cf  (x)  =  o  est  double;  nous  la  désigne- 
rons par  ^.  t  ayant  un  module  inférieur  à  t,  l'équation  ¥  [x]  =  o 
a  une  seule  racine  (xi)  de  module  inférieur  à  ^.  Cette  racine  est 

égale  au  coefficient  de  — ^  dans  la  fonction 

I  .  X  t^'       [^     X     \  t'       \^     X 


t 


X  dx  1  clx  '  '  '        i  dx 

Plus  généralement,  ç>(x)  étant  une  fonction  liolomorplie  pour 
X  =  o,  'f  (.a^H)  est  égale  au  coefficient  de  —  dans  le  développement 


de  ci(x)  '-— — -)  c'est-à-dire  dans 

di^  .      d 

^{x)  X  t' 


fi-r)' 


-'^^■^>-lA^---7^^^^^— ^ 
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Or 


o{.v) 


l 

i 

(Lv 

o'(,r)=: 


<U{.v) 


fi-n 


dx 


dans  Je  second  niembi'e  de  celte  formule,  il  n'y  a  pas  de  terme 


en  —  ;  donc 


cl 


coefT.  de  —  dans  Ç'(.r) 


=  coeff.  de  —  dans 


n 


X) 


dx 


1.2.3... (/—l) 


r/(.r)-  '• 

X 

(^■)/(^)'l 

dx^^'             J 

Remplaçant  x  par  a-\-  x^  on  voit  que  la  fonction  holomorplie 
ti(a:i  ),  x^  satisfaisant  à  l'équation  x  —  a  —  tf(^x)  =  o  et  se  rédui- 
sant à  a  pour  t  =  o,  est  égale  à 

in         d""-^  o'(a)/(a)"' 


o(«)  +  t  o'{a)f{a)  +.  .  .+ 


da"- 


i .2  .  .  .  n 

ce  qui  est  la  formule  de  Lagrange. 

La  démonstration  précédente  est  au  fond  la  même  que  celle 
donnée  par  Caucliy  dans  ses  Nouveaux  Exercices.  Les  développe- 
ments que  j'y  ajoute  me  paraissent  donner  aux  considérations  de 
Caucliy  plus  de  portée  et  de  rigueur.  La  démonstration  de  Cauchy 
a  déjà  inspiré  celle  de  iNl.  Rouché  (XXXIX*^  Cahier  du  Journal 
de  V École  Polytechnique) . 


SUR  LES  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
INDÉPENDANTES; 

Par    m.   g.    DARBOUX. 

(sriTE.) 

IIL 
Nous  avons  maintenant  à  considérer  le  cas  où  l'expression 


A - 


11^ 
n  +  1 


H(i 
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n'est  pas  nulle  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  différentielles 
6Xi.  Je  vais  démontrer  que  cette  expression,  qui  n'est  pas  identi- 
quement nulle,  le  devient  cependant  dès  que  les  différentielles  Sx, 
ont  été  choisies  de  telle  manière  que  l'on  ait 

En  effet,  dans  l'équation  (3),  donnons  àp  la  valeur  o,  et  prenons 
pour  les  ^JCi  un  système  de  valeurs  satisfaisant  à  la  relation  précé- 
dente. Cette  équation  deviendra 

«A5'^->6(/=o; 

si  A  n'est  pas  nul,  il  faudra  que  l'on  ait 

8«-»f//=o; 

alors,  dans  la  même  équation  (3),  donnons  à  p  la  valeur  i  ;  elle 
deviendra 

(«  — OAS^-^'f/'/r^O, 

et  l'on  aura  par  conséquent 

8«-»^yr=:o. 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  verra  que,  si  A  n'est  pas 

nul,  l'équation 

8Y=o 

entraîne  les  suivantes  : 

Mais  la  dernière  de  ces  équations,  ne  contenant  plus  les  ô,  devra 
être  identiquement  vérifiée,  et  par  conséquent  la  fonction  y",  ayant 
sa  différentielle  /i'^"'' identiquement  nulle,  ne  peut  être  qu'un  poly- 
nôme d'ordre  n  —  i . 

Ecartons  ce  cas  tout  à  fait  exceptionnel;  nous  voyons  que  toutes 
les  fois  que  les  différentielles  oxi  annuleront  o'^f,  elles  annu- 
leront aussi  l'expression 

A  = us. 

n  -\-  i 

Celte  proposition  va  nous  permettre  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 
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A  Psl  un  polynôme  liomogène  du  second  degré  par  rapport  aux 
quantités  oxi.  Supposons  d'abord  que  ce  polynôme  soit  indécom- 
posable en  un  produit  de  facteurs  du  premier  degré.  Toutes  les  fois 
que  la  différentielle  o^f  sera  nulle,  il  en  sera  de  même  de  A.  Il 
faudra  donc  que  o"/soit  égale  à  une  puissance  parfaite  de  A,  mul- 
tipliée par  une  fonction  des  variables  a:,,  . .  .,  a;^^.  Le  nombre  n 
devra  être  pair  et  nous  aurons 

n 

(i4)  d-/=K(~^^-duy, 

K  étant  une  certaine  fonction  des  variables. 

On  déduit  de  cette  équation,  en  remplaçant  partout  d  par 
d  -h  ).8  et  prenant  le  coefficient  de  A  dans  les  deux  membres, 

n 

d"-^o/=K(-^-duy'^(-^^^-'^^^i±^\ 

\n-hi  I         \A?H-i  2  7 

Si  Ton  porte  les  valeurs  de  d"f,  «^""'o/ ainsi  obtenues  dans  l'équa- 
tion (3),  011  l'on  aura  fait/?  =  n,  il  vient,  en  réduisant, 

dua  ^  o?/rf, 

et  celte  équation  exprime,  nous  l'avons  déjà  vu,  que  Ud  est  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction.  Nous  pouvons  donc  poser 


ce  qui  donne 


/i  -h  I    , 


dua  — 


(  1 5  )  (/«+ V  =  —  ^  "^^  d^-d''  f. 


L'expression  de  d'\f  prendra  maintenant  la  forme 

n 

(16)  d'^f—\\{d^vf. 

Si  nous  différentions,  nous  obtiendrons  l'expression  de  d"^\/, 

n  n 

d^^yf^dUid'-v}'-^  -  U(dU')'~\pv. 
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Portons  les  expressions  de  d'^f,  <^"+'/ clans  réqualion  (k"»);  il 
viendra 

(,7)  -du^=.ci-.Y -hJ' 

équation  que  l'on  peut  encore  écrire  sous  la  forme 

(18)  ^3,^_!^^.,, 

W 

en  posant,  pour  abréger, 

3  dw 2  (  «  H-  I  )  <^i'        2  d\\ 

w  n  (•         «    H 

Ainsi  la  différentielle  troisième  de  v  est  divisible  par  la  diffé- 
rentielle seconde,  et  cela  de  telle  manière  que  le  quotient  soit  une 
différentielle  exacte.  On  peut  donc  appliquer  à  cette  fonction  v  la 
formule  (3)  dans  laquelle  on  fera  ;?  =  3,  et  l'on  remplacera  Ud  par 
— "idw 

w 

En  donnant  à  p  successivement  les  valeurs  o,  1,2,  on  obtient 
ainsi  les  trois  relations 

dùv  0^  w  —  rj-  çdùw  =:  o, 
d^v  0^  w  —  d'^w  o^i'  =  o, 
d^  V  dow  —  dùvd^  w  =  o, 

qui  ne  peuvent  évidemment  être  satisfaites,  quelles  que  soient  les 
différentielles  <fx,,  oxi,  que  si  les  dérivées  secondes  de  w  sont 
proportionnelles  à  celles  de  v.  On  aura  donc 

(19)  d^r  =  hd'w, 

h  étant  une  constante  ou  une  fonction  des  variables  indépen- 
dantes. 

Si  h  est  une  constante,  on  aura  évidemment 

en  négligeant  des  termes  du  premier  degré  qui  n'ont  aucune  im- 
portance, puisque  la  différentielle  d'-v  entre  seule  dans  l'exprès- 
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sioii  (i6)  (le  <i" J-  ï/cqualioii  (17)  (h^viondra 

d^  V  = 

(' 

ou 

Par  conséquent,  t'-  sera   un  polynôme  quelconque  du  second  de- 
gré par  rapport  aux  variables  indépendantes. 

Clierclions  maintenant  si,  dans  Téquation  (19),  h  peut  être  une 
fonction  des  variables  indépendantes.  Considérons  deux  dérivées 
de  V,  «V  par  rapport  à  la  même  variable 

—  _^  _  ^ 

L'équation  (19)  nous  apprend  que  toutes  les  dérivées  àc p^  sont 
proportionnelles  aux  dérivées  correspondantes  de  qa.  On  a  donc 

7«  =?a(/>«) 

et 

Ainsi,  entre  les  dérivées  p^^  />2,'  •  •>  Pv-^  ^i  >  •  •  • ,  ^i^  de  r  et  de  (v, 
on  aurait  toutes  les  relations 

7 

fo 


T  =  ?i(/^l  )=•••=  ?U/^l^)- 


Or  A,  par  hypothèse,  n'est  pas  une  constante,  et,  par  conséquent, 
les  fonctions  cpj  dépendent  effectivement  des  variables  qu'elles 
contiennent.  On  voit  donc  que  toutes  les  dérivées  de  v  seraient 
fonctions  de  l'une  d'elles.  Dans  ce  cas,  on  le  reconnaîtra  aisément, 
d-v  serait  un  carré  parfait,  et,  par  conséquent,  <"/"y  serait  une 
puissance  parfaite  d'une  expression  de  la  forme 

P,  djCi-\-  .  .  .  +  P^  ^.r^. 

Or  nous  aurons,  dans  l'article  suivant,  à  considérer  cette  hypo- 
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thèse.  Il  est  donc  inutile  de  poursuivre,  et  nous  pouvons  nous  bor- 
ner ici  au  cas  où  h  est  constante  et  où  v  est  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  second  degré. 
On  a  alors,  nous  l'avons  vu, 

et,  si  l'on  porte  cette  expression  de  f/' r  dans  l'équation  (17),  on 
en  déduit 

et,  par  conséquent, 

C  désignant  une  constante,  ce  qui  donne,  pour  d"f,  l'expression 

n  II 

Il  n'y  a  pas  de  condition  nouvelle  à  écrire,  et  l'on  trouve,  pour 
l'expression  de  la  fonction  /",  en  négligeant  un  polynôme  du 
(n  _i)'è>"e  degré, 

<^°>  •^=  (,.3.5.''.,.-,)'  ""-■ 

Pour  n  =  2,  on  retrouve  la  propriété  signalée  par  M.  Hermite. 

IV. 

Après  avoir  supposé  que  le  polynôme 

ou  s 

fl  -\-  l 

est  indécomposable,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  il  serait 
le  produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré 

(P]  037,  +.  .  .-hP^o.x^,),      (Q,  Sj;,  +.  .  ,^Q^?ja-^), 

Dans  ce  cas,  pour  que  ce  produit  s'annule  en  même  temps  que 
o^f,  il  ne  sera  plus  nécessaire  que  0"/  soit  une  puissance  exacte 
du  produit.  Il  suffira  que  o"/soit  de  la  forme 
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où  h  sera  un  nombre  entier  positil',  inférieur  ou  «'■j^al  à  //.  J'exa- 
minerai d'abord  rhypolhèse  où  l'on  a 

d"f=  II  (  F,  r/j-,  +  .  .  .  +  1*^  (Lr.^  )". 

Pour  que  le  second  menibi'e  soit  une  dinérentielle  //""""  exacte, 
il  faudra  que,  en  posant 

les    conditions    d'intégrabilité  (8)   soient  vérifiées,    cjuelles    (jiie 
soient  les  constantes^/.  On  trouve  ainsi  les  équations 

/  àV_^_àVj,       Pi  ()H         P;,  ^11 
l  d.vic       ()jii        H   djck        H   àj-i 


Pour  que  cette  égalité  puisse  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les 
fpuintités  p.j_,  11  faut  cpie  l'on  ait 

P    ^_P    ^        p    ^P.        p    àV, 

c/o'A-  ^i^/   _        o.v^.  ôa-i 

(22)  p ^  — , 

quels  que  soient  les  nombres  a,  [i.  /,  /•.  L'égalité  précédente  peut 
encore  s'écrire 

A/M     jLil,\ 

O.r,  \V.J  _  dJCk  \P;i/ 
P,         ~         Pa 

Pa        Pa' 

On  voit  que  les  dérivées  des  deux  quotients,   tels  que  tj-'   ^5^» 
seront  proportionnelles,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

£1'-   /!!? 

quels  que  soient  a',  [ii',  a,  j'i.  On  jiourra  donc  poser 

Pi  fl-^i  4-  .  .  .  +Pi.  fArjx  =  ^'  ['f  1  (  '0  ''^•«"i  +  •  •  •  +  ?;x  (  "  )  tlr,^'\, 
u  étant  une   fonction  à  déterminer,  (^uant  à  A,  on  peut  le  réunir 

Ihill.  (la  Sciences  innLliéin.,    i"  Série,  l.   V.  (Ortol)re  i8Si.)  2" 
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à  H,  ce  qui  revient  à  le  remplacer  par  runité.  Alors  on  a 

et  les  équations  (  ^2)  nous  donnent 

du  ,        du 

cp,-  (  u  )  -, O/,  (  u  )  — -  =  o. 

L'intégration  de  toutes  les  équations  qu'on  obtient,  en  donnant  à 
i  et  à  k  des  valeui's  différentes,  nous  montre  que  a  sera  déterminé 
en  fonction  des  variables  par  l'équation 

(  23  )  :r,  'i,  (  ?/  )  +  .  .  .  -h  J-ji  -^.j^  (  //  I  -I-  cp  (  «  )  r=  o, 

où  o(u)  est  une  fonction  arbitraire. 

Alors  les  équations  (21)  prennent  la  forme 

()(HP,)  _  r)(HP/.) 

et  elles  expriment  que 

II['Pi(//)  cLvi  -H.  .  .-+-  Oaiu)  dj:^,] 
est  une  différentielle  exacte.  Or,  en  vertu  de  l'équation  (23),  on  a 

<p,  (  w  )  djCi  -H .  .  .  4-  'f ^  (  «  )  da-^,  =  —  (  j:,  's,\  -h  ^"2  'f'2  +  •  •  •  +  ^i^'f'v--+-  ?') '^"• 
Donc  l'expression 

—  H  (  .r^  'p',  -f-  .  .  .  +  .r^  o^  +  'f  '  )  du 
devra  être  une  différentielle  exacte,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

H=. -, ^^1^^^^ r 

L'expression  correspondante  de  d"/  sera 

<b(  u)  ioy  d.r,  +  o,  dx^  +  .  .  .  H-  '-5.J,  d.r.,, ) " 


^v 


+  'fl  -^"l   +  'f  2  •^■2   +  •   •  •  +  ?l.-t't 


et  il  nous  reste  à  obtenir  l'expression  de  /.  Cette  expression  s'offre 
à  nous  sous  une  forme  élégante,  et  elle  est  donnée  par  l'intégrale 
définie 

C"^{u)  (^,0,  +■  .  .-4-:r,r^..  +  '^)"-'r/« 

''^)       •^=/ ,.2.3...(«-rr- 
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Dans  cette  intégration,  r,,  ...»  J"^  sont  traitées  comme  des  con- 
stantes. Nous  négligeons  toujours  un  polynôme  arbitraire  d'ordre 
n  —  1,  et,  après  Tintégralion,  nous  devrons  remplacer  u  par  sa 
valeur,  tirée  de  l'équation  (aS). 


Nous  n'avons  plus  qu'à  examiner  le  cas  où  <^/"/' serait  le  produit 
de  deux  facteurs  élevés  à  des  puissances  quelconques 

d"/=K{l\d:Ci  ^  .  .  .  +  P^,djr.^y'{Q^da-i  -^  .  .  .  -^  Q.^d.r.^)"-\ 

Il  est  important  de  remarquer  que  nous  pouvons  supposer  h 
différent  de  n  —  h  ;  car,  dans  le  cas  où  l'on  r  /i  =  n  —  h,  d"fesl 
une  puissance  parfaite  de  l'expression  que  nous  avons  appelée  A,  et 
ce  cas  a  été  complètement  traité  à  l'article  III. 

On  démontrera,  comme  dans  l'article  précédent,  que  les  deux 
facteurs  de  d"f  sont  de  la  forme  suivante. 

Posons 

a  =  '^{u),     ai=':>i(u), 

et  déterminons  la  fonction  u  par  l'équation 

(25)  a,  J:',  -^  (7,.2'2  -i-  .  .  .  -t-  <7^^';t -f- rt' =  o. 

Posons  de  même 

et  déterminons  v  par  l'équation 

(26)  biO-y-h  .  .  .  ^  b.^Ji'.^-h  b^=o. 

En  posant 

h'  =  n  -  // 
on   aura 

d^f  =  K  (  «1  dxi  +  .  .  .  4-  a.^dx.^  )''  (  b^  cAr,  ^  .  .  .  -^  b.,djc^  )''' . 

Il  nous  reste  à  exprimer  que  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion est  une  différentielle  z?'*"®  exacte.  Or  nous  avons  vu  que,  si  l'on 
désigne  ce  second  membre  par  o  et  si  Ton  v  remplace  d.r^  par  y?/, 
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loiit  se  réduit  à  exprimer  que 


àpi 


est  une  différentielle  exacte.  Posons,  pour  aljréger, 
P  =  «!/>,  +  .  .  .  +  a^,p^„ 
Q  =  biPi  4-  .  .  .  +  b^,p^. 

Il  y  aura  ici  à  exprimer  que 

\  KP''-'Q"'-'[/^Q(r/,ox,  +  ...+«,o^,) 

est  une  différentielle  exacte. 

Or  des  équations  (aS),  (26)  on  déduit 


«I 

0.37,  +  a^ox^  H-.  . 

.  4-  a^ox^,_z=  —  Mo«, 

/>, 

Ô.Tj  H-  /;2^'^2  H-  ■  • 

.  -+-  b.^oj:^-:!^  —  iV  or, 

en  posant, 

pour 

abréger, 

(28) 

1  INI  z=z  a\  Xi  H- 

.  .  .  +  a^x.^  +  a', 

.  .  .  H-  b^x^  -+-  //, 

et,  par  conséquent,  l'expression  (  2-)  pourra  s'écrire 

Kph-i  Q/.'-i  (  _  /i  QM  ,:„  _  /,'  px  5(,  ). 

Définissons  deux  quantités  nouvelles  p,  t  par  les  équations 
(  29  )  —  //  KM  =  7,     —  h'  KN  =  p. 

Il  faudra  que 

p/'-'(y''-'(Qjo«  +  ppr:,-) 

soit  une  différentielle  exacte.  Comme  dans  cette  expression  ne 
figurent  que  les  différentielles  0/^,  ov,  il  est  indispensable  que  les 
coefficients  de  ttu,  Zv  dépendent  exclusivement  de  a  et  r.  Cette 
condition  étant  vérifiée  pour  les  fonctions  P,  Q,  il  faudi-a  qu'elle 
le  soit  pour  p  et  t. 

La   condition   d'intégrabilité  pour   la  différentielle   précédente 
est 


ôv        ^  ùv  '  Ou 


ou 
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l'!galons  les  cocffuienls  des  (jiiaiifilcsy>/  (lans  les  deux  membres; 
nous  aurons  les  équations 

(  3o)  //'  7  />  -f-  hj  —^  --  Il  'j  ci:  +  ai  -v-  ■ 

Si  nous  remarquons  que  l'on  déduit  des  équations  (29^  la  siii- 
vanle  : 

nous  reconnaîtrons  facilement  qne  cette  nouvelle  équation  sera 
vérifiée  si  Ion  ajoute  aux.  équations  (•><))  la  suivante  : 

,0  ,,    ,,       ,  ^^       ,       ,  '^^ 

(  3 1  )  h  ib  -\-  b  ^--=.  hza  -^  a-^\ 

d\-  au 

en  sorte  que  tout  se  réduit  à  satisfaire  à  la  fois  aux  éqnations 
(  3o),  (3i),enprenant  ponr  p,  t  des  fonctions  convenables  de  u^  e  ; 
pour  les  a,  ai  des  fonctions  de  u,  et  pour  les  6,  bi  des  fonctions 
de  V.  Quant  à  K,  il  sera  donné  par  l'une  quelconque  des  équa- 
tions (29). 

Or  on  peut  toujours,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que 
l'une  des  fonctions  a,  ai  est  égale  à  i  et  une  autre  égale  à  «;  et  de 
même,  que  l'une  des  fonctions  h,  bi  est  égale  à  i ,  et  l'autre  égale 
à  e.  Alors  deux  des  équations  (3o),  (3i)  prennent  la  forme 

dv       du 

(82)  h  1  -i-  V  -T-  =  /i  ç^  —  1/  ~- , 

av  ou 

et  rtiiic  ([ucleontpie  des  autres  peut  être  écrite 

(33)  /<'73'+3^  =Ao.a'-4-a.  ^. 

'         '  t/r         '  au 

Nous  allons  considérer  le  système  des  équations  (3:i),  (33). 

dn 
On  en  déduit,  par  Téliniination  de  t,  -— , 

I    dp  _/,(ft'_a') 


p  du        ^  —  a  H-  !i'(«  —  V) 
On  peut  intégrer  cette  équation,  et  l'on  a 
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Vêtant  une  fonction  qui  dépend  exclusivement  de  r.  On  obtien- 
drait de  même 

V  étant  fonction  de  //  seulement. 

Substituons  ces  valeurs  de  p  et  de  c-  dans  l'une  quelconque  des 
équations  (Sa);  nous  serons  conduits  à  la  relation 

(34)     A'U[!3  _  a+  a'(//  —  (')]-/''-'  =:AV[,3  —  a  +  '^' {a  —  v)]-''-', 

qui  devra  être  satisfaite  identiquement. 

Prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  et  différentions  suc- 
cessivement par  rapport  à  u  et  c,  ce  qui  permettra  d'éliminer  U  et 
V.  Nous  aurons 

i        +(//-+-i)p"[[3  — a  +  !3'(«  — t^)]-3^o. 

Cette  équation  est  absolument  de  la  même  forme  que  l'équa- 
tion (34).  Si  ol"  et  [i"  ne  sont  pas  nuls,  on  peut  la  mettre  sous  la 
forme 

U,  [[3  —  a  +  a'  (  «  —  c)]-^  =  V,  [3  —  a  +  p'  (  u  —  i- )]-\ 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  nous  l'avons  fait  sur  la 
précédente,  nous  obtiendrons  la  relation 

a"[3  — a-^a'(«  —  r)]-» -f- ^"[(3  —  a  +  B' (  «  —  (')]-^=:o, 
et  la  comparaison  avec  l'équation  (35)  nous  donnerait 

Or  nous  avons  formellement  exclu  cette  hypothèse,  qui  a  déjà 
été  considérée  à  l'article  III.  Il  faut  donc  que  a",  -"j"  soient  nuls, 
et  par  suite  a,  [i  seront  des  fonctions  linéaires 

a  =:  ni  n  -\-  n, 

On  aura  alors 

^  —  7.  -\-  %' {u  —  (■)  =  { m'  —  m)  r  +  n'  —  «, 
^  —  a  -I-  [j'(  «  —  i'  )  ^=  (  m'  —  m  ]  u  -4-  n'  —  n. 
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I/('([iiati()ii  (  Vj  )  <loiiii('!-a 

/l'V  /i\ 


[{ m.'  —  m  )  Il  -+-  n'  —  «]^'+'  "     [(  m'  —  m  )  r  -h  n'  —  nY'^^ 
cl  les  valeurs  de  .0  et  de  t  seront 


=  C. 


p  ^=1  Ch'\\ni'  —  m)u  -H  n'  —  «]"'''      |(///'  —  m)  r  -f-  n'  —  n]~'^''^\ 
T=:  Ch  [(m'  —  m)  it  -h  n'  —  n]~''~^  [{  m'  —  m)  v  -h  n'  —  n]"^' . 

Pour  que  les  valeurs  de  p,  o-  demeurent  les  mêmes  lorsqu'on 
adjoint  aux  deux  équations  (32)  une  quelconque  des  équations 
(3o)  (3i),  il  faudra  prendre  pour  a,  b,  a,-,  hi  des  expressions  de 

la  forme 

rt,m  niiU  +  //,,     a  =  mu  -t-  n, 

bi^^  77i\  ('  -4-  /i|,      b  ■=.  m'  (■  +  //, 

avec  la  condition 

m  ' —  m , m'  —  jh 

— : =  A ,       — ; =  A , 

n ,  —  /t  j  n  —   n 

ce  ({ui  permet  de  prendre 

in'i  =:  1)1  ( -h  A/-,,     ;«'^  m  +  Âv, 
//^  =r  «j  4- /•,,         Jl' =m    +  /•. 

Alors  les  équations  (20),  (26)  prennent  les  formes 

B  +  «A  =  o, 

B  +  rA4-(AT  +  i)C=:o, 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  linéaires    des  variables.    Si   k  est 
différent  de  zéro,  on  peut  effectuer  la  substitution 

ku  +  I  =  — ., 
« 

kK-  -t-  I  =  — t 


(pil  ramène  les  écpialions  précédentes  à  la  Ioiuk 

(36) 


B  +  «A  =^  c, 

C  +  t'A  =  o. 


Si  A  =-.  o,  il  n"v  a  pas  de  >ub^tlUili()n  à  faire  |)uur  obtenir  la  forme 
précédente. 
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Si  nous  adoptons  pour  déterminer  u^  v  le  système  (36),  les 
équations  (32),  (33)  nous  donnent 

V  étant  une  constante,  et  nous  trouvons 

L'expression  de  <^/"/ prend  la  forme 

</«/=  —  -T^  (A^B  —  Bdk)''  {AdC  —  CdAy-f, 

et  Ion  reconnaît  sans  dillicuité  que  l'on  a 

,     ,   .  (  «  H-  I  )  r/A   ,    ,. 

f/«+i  /  =  —  — — d"/. 

-'  A  •' 

Ce  cas  rentre  dans  celui  que  nous  avons  examiné  à  l'article  II. 
Il  ne  donne  donc  rien  de  nouveau. 

VI. 

En  résumé,  si  nous  cherchons  les  fonctions  dont  la  différentielle 
(«  +  i^'^me  gj.^^  divisible  par  la  différentielle  /t''^"*,nous  trouvons  les 
trois  solutions  suivantes, 

(I)  /='''"%■■ '-\ 

où  F  désigne  un  polvnôme  d'ordre  n  et  P  une  fonction  linéaire.  Il 
est  aisé  de  confirmer  et  d'expliquer  ce  premier  résultat. 
En  effet,  supposons  que  nous  remplacions 

jCi     par     jCi  -+-  hdjCi, 

et  que  nous  développions  y"  suivant  les  puissances  de  h  par  la  for- 
mule de  Taylor,  appliquée  aux  fonctions  de  plusieurs  variables;  la 
valeur  de  /sera  une  fonction  rationnelle  en  A, 

._,  F (  j",  -F-  /i  dx^ x.^-\-  /i  dx.j,  ) 

*''''  P-\-/idP  '"' 
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et  le  dcvoloppt'iiiciit  ne   se  terminera  pas,  lanl  que  Ja  Naleur  de  A 

(|in  annule  le  dénominateur,   n'annulera  [)as  aussi  le  numérateur'. 
Mais  si  l'on  a 


l'expression  (.3-)  deviendra  un  polynôme  d'ordre  n — i  en  //,  et 
toutes  les  dift'érentielles  seront  nulles  à  partir  de  d"f.  L'équation 
précédente,  multipliée  par  <:/P",  étant  du  degré  n  par  l'apport  à 
dxi,  .  .  . ,  dx^,  son  premier  membre  ne  pourra  différer  de  d"/  (\uc 
par  un  facteur  fonction  des  variables  Xi.  Nous  voyons  donc  que, 
lorsque  d'^f  s'annulera,  il  en  sera  de  même  des  différentielles 
suivantes,  et,  comme  d"f  est  en  général  indécomposable,  ces 
différentielles  seront  toutes  divisibles  par  d"/.  C'est  tout  ce  qu'il 
y  a  à  remarquer  sur  le  premier  cas. 

Le  second  cas  est  celui  où,  /?  étant  nécessairement  pair,  on  a 

(II)  /=o~, 

io  désignant  un  polynôme  quelconcjue  du  second  degré. 

Pour  expliquer  ce  résultat,  nous  remarquerons  que,  si  l'on  rem- 
place Xi  par  Xf  +  h dx,,  o)  prend  la  forme 

et  l'on  a 

(37)         (A  +  2BA  +  GA0~=/+A^//+  -d^f  +  .... 

Le    premier  membre  ne  devient    une    fonction  entière  que  si 
l'on  a 

B^-AC=:o, 

et  alors  cette  Ibnction  entière  est  du  degré[//  —  i.  Donc,  lorsque 
l'équation  précédente  est  vérifiée,  toutes  les  différentielles  de/ 
sont  nulles  à  partir  de  la  n'*""^.  Mais  ce  résultat  est  incomplet,  et 
il  prouve  seulement  que  d'\f  contient  B- —  AC  en  facteur.  Il  faut 
prouver  que  d'^f  e^i  une  puissance  exacte  de  W-  —  AC,  et  que  les 
dilfér^ntielles  suivantes  sont  (li\isibles  par  d" f. 
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l*our  cela,  posons 

B  =  —  j?  \^'KC,     h  v/'C  =  u  v^Â 
Le  développement  (3 7)  prendra  la  forme 


p+t—n 

uP        A 


{l  —  -2UX-\-  II"-)   ''    =  f\  ""    -H  ...  H —  df'/'. 

i  .2.  .  .  p       '1 

C' 
Si  donc  on  pose 


/)       n—p- 


dP/=i.2.3...p.O\    ^     X^, 
on  aura 

n-i 

(1  —  2  l/.r  -+-  u^)  '    =  Xo  -h  X,  «  -H  .  .  .  -H  Xp  «/'  4-  .  .  . , 

et  l'on  sait  que  X^  sera  un  polynôme  dépendant  de  x  et  satisfai- 
sant à  l'équation  différentielle 

(38)  (^--1)  --^-^(2-/i)^^+/J(«-/^-I)Xprr=o. 

On  sait  aussi  que  trois   polynômes  consécutifs  sont  reliés  par 
l'équation 

(39)  {p-^i)^,,+x  —  x{2p^i  —  n)Xj,~h  {p  —  n)\p^i=:  o. 

Cela  posé,  pour  p  =  /i,  le  polynôme  satisfaisant  à  l'équation  (38) 
est  une  puissance  parfaite 

ri 

C(^2— i)~, 

et  de  plus  l'équation  (Sp)  nous  montre  que  X„^i  sera  divisible 
par  Xrt,  et  par  conséquent  aussi  X„^o  et  tous  les  polynômes  sui- 
vants. Nous  avons  donc  la  vérification  complète  du  résultat  obtenu. 
Il  nous  reste  à  examiner  la  troisième  solution.  La  fonction  u 
étant  définie  par  l'équation 

on  a 

r" 

(III)  /—  /    '>('0(^'i<fi  +  - •  •  +  -^V?i'^+?)"^'^^"- 

On  déduit  de  là  facilement 
dPf 

(Il  !)...(/*  p) 

r" 
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|)()iiiy'  iiiirriciii'  à  n.   Pour  j)  ^=  n  on  a 


d-f: 


.r.ti,  H-  .  .  .  -+- J:-a<ia 


cl  l'on  vérifiera  aisément  que  r/"+'y"  est  divisible  par  d"f.  Je  don- 
nerai quelques  exemples  relatifs  à  ce  cas,  en  me  bornant  au  cas  de 
deux  variables  indépendantes. 
On  a  alors 

jrf{  li)  H-_->-ç2(?/)  +  t^(«)  =  o- 

Supposons  d'abord  /?  =  i ,  et  désignons  par  :;  la  fonction  cherchée  ; 
nous  aurons 


donc   H   sera  une  fonction  de  ,;;,  et  x,j,  z  seront  reliés  par  une 
équation  de  la  forme 

x¥{z)  -+-  r^{z)  -t-  I  =  0. 

Celte  équation  représente  les   surfaces    cylindroïdes,    engendrées 
par  le  mouvement  d'une  droite  parallèlement  à  un  plan. 
Faisons  ensuite  n  =2,  nous  aurons 

c=    j     '^{u)[xf(u)-^j'^(u)^')^{u)]du. 

Si  l'on  pose 

->"  -,"  ,,"■ 

I     y  du  =  F  /      0  '^di(  =  ^^        0  <;^du  =  ■/ , 

la  surface  sera  définie  par  les  deux  équations 

z---xF{i()  -+-  r<l>{  u)  -t-  /(  «)) 
o  =  ^F'(  u  )  -f-  ^>-«i>'(  «  )  +  y'{  i(  )  ; 

c'est  la  surface  développable  la  plus  générale. 

On  peut  dire  qu'une  surface  développable  est  caractérisée  par 
la  propriété  que  les  droites,  ayant  en  un  point  avec  elle  le  contact 
le  plus  élevé  possible,  soient  confondues.  On  veria  de  même  que  la 
surface  correspondanU;  au  cas  général  est  caractérisée  par  la  pro- 


412  PREMIÈRE  PARTIE, 

priété  que,  en  chaque  points  les  paraboles 

mx  H-  ny  -)-  /«  ^=  o, 

5  —  a  ■+-  p.r  +  .  .  .  +  Y.r"-' , 

ayant  avec  elle  le  contact  de  Tordre  le  plus  élevé,  sont  toutes  con- 
fondues. 

VII. 

Nous  allons,  en  terminant,  généraliser  la  remarque  de  M.  Her- 
mite  et  montrer  l'extension  dont  les  reclierclies  précédentes  seraient 
susceptibles.  Considérons  d'abord  une  l'onction  entière  u  du  troi- 
sième degré  de  |jt.  variables,  et  posons 

Si  Ton   remplace  Xi  par  Xi  -\-  hrLvi,  le  polynôme  if  deviendra  du 
troisième  degré  en  //,  /prendra  la  forme 


et  ce  radical  aura  pour  développement 

(  40)  /  4-  h  df  +  ^  d\f  +  -^'  d^f  +  .  .  .  . 

Je  disque,  si  l'on  a  choisi  les  différentielles  dxi  de  manière  à  satis- 
faire aux  deux  équations 

d\f—o,     d-'f—o, 

toutes  les  différentielles  suivantes  r/'/,  .  .  .  seront  nulles. 

En  effet,  si  l'on  élève  au  cube  le  développement  (/jo),  on  doit 
retrouver  la  quantité  sous  le  radical.  Mais,  dans  cette  élévation  aux 
puissances,  on  peut  négliger  les  termes  qui  contiennent  Iv  en  fac- 
teur. On  aura  donc 

A  +  B  A  4-  C/i^  +  D h^  =  (/ 4-  /« djy  ; 

donc  le  radical  sera  une  fonction  linéaire  de  /«,  et  par  conséquent, 
dans  le  développement  (4o),  d'f  ci  les  dilférentielles  suivantes 
seront  nulles  dès  que  d- f,  d\f\c  seront.  Celte  proposition  montre 
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(Hi'il  existe  des  relations  icJentiijtics  tie  la  Inrnie 

j  (l\f=\'d\fA-\Vd\f, 


C.i) 


(jiii  se  raraènercint  toutes  dailleurs  à  la  première.  A  et  B  conlien- 
iicnt  évidemment  les  différentielles  dxi^  A  étant  du  second  degré 
et  B  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  différentielles. 

Considérons  de  même  un  polynôme  r  du  quatrième  degré  et 
l'expression 

Si  Ton  remplace  Xi  par  Xi-\-  hdx,,  r  deviendra  un  polynôme  du 
(piatrième  degré  en  h,  dont  le  développement  sera  de  la  forme 

f^hdf^  -d'f-^.... 

2 

Si  l'on  a 

G^y  =  G,     d'*f=  G, 

V  deviendra  un  carré  parfait,  comme  l'on  s'en  assure  encore  en 
élevant  la  série  au  carré.  On  sera  donc  conduit,  en  répétant  le  rai- 
sonnement précédent,  à  une  équation  de  la  forme 

(42)  d\f=Xd'/^Bd\f, 
qui  entraînera  les  suivantes  : 

r/5+'7-=A„r/V+B„r/y. 

Laissant  de  coté  ces  exemples  particuliers,  qu'il  serait  facile  de 
multiplier,  considérons  maintenant  d'une  manière  générale  une 
l'onction  algébrique  z,  définie  par  une  équation 

(43)  /(-u^^i,  .  .  .,  x.^)  =  o, 

qui  soit  du  degré  7)i  par  rapport  à  toutes  les  variables.  Je  dis  qu'il 
existera  entre  les  différentielles  de  :;  des  relations  de  la  forme 

/   «?'"+•  :;  =  Al d"'  z  -+-  A,  d'"^^  j  +  .  .  .  -f-  A,„_,  d'-z. 

(44)  

(  d"'-^Pz  =  A/'  d"'  z-^  ...  .  +  A/;,_ ,  r/2  ^ , 

la  première  donnant  les  suivantes  par  la  dilTércntiation. 

En  effet,  supposons quel'on  différentie  ni  -j-  i  fois  l'équation (43), 
en  regardant r/x, ,  dx,. .  .  . ,  dx^  comme  des  constantes;  on  obtiendra 
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une  équation  de  la  forme 

az 
où  A  est  une  somme  de  termes  de  la  forme 

ax\^T\K  . .  xlvz''-{dx^Y\  .  .  .  (dx^Yv-idzy'id^zf' .  .  .  {d'"zf"t^ 

les  exposants  des  différents  facteurs  satisfaisant  aux  deux  con- 
ditions 

a,  +  aj .  .  .  4-  a^  +  P   +  a'j  H-  .  .  .  -t-  x^     +  ?i  +    •  •  •    +  ?/«  <  '" , 
a,+     ...    H- 7j,4- Pi  +  2^2+ •••+/''?/»="'  -H- I- 

On  déduit  de  là,  par  soustraction,  l'inégalité 

p2+2;33+.  .  .  +  (m_i)p,„>ai  +  a2  +  .  ..  +  «;,+  p  +  i. 

Il  est  donc  impossible  que  les  exposants  [io?  1^35  •  •  •?  Pw  soient 
tous  nuls,  et  par  conséquent  chacun  des  termes  de  A  contient  l'une 
des  différentielles  <r/"'^,  r/"'^'5,  . .  .,  d- z.  On  peut  donc  écrire 

d"'+' z  =  A,d"' z -h  . . .  +  K,„_,d'z, 

A,-  étant  une  fonction  homogène  entière  d'ordre  i  des  différen- 
tielles dxi.  C'est  la  proposition  qu'il  s'agissait  d'établir. 
Dans  le  cas  où  m  =  2,  on  a 

d'z  =  Ad'z; 
si  m  =  3,  on  aura 

d^z  ■=  Ad^z  -+-  Bd-z, 
et  ainsi  de  suite. 

L'équation 

(  45  )  d'"^-'  z  —  A,d'<'  z^  ...^  A,„_,d'-z 

équivaut  à  autant  de  relations  entre  les  dérivées  de  z  et  les  coefh- 
cients  des  fonctions  A/ qu'il  y  a  de  termes  dans  d'"^^  z^  c'est-à- 
dire  à 

[j.  (  jj.  4-  I  )  .  .  .  (  ijL  -+-  /;/  ) 
1.3...  [ui  +  I  ) 

équations.  D'ailleurs,  les  coefficients  arbitraires  des  fonctions  A/ 
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sont  iiii  iionihrc  do 

(  IJl.  -h  I  )    .  .  .    (  [JL  H-  ///  —  I  ) 

— ' —  I. 

1.9,...  { >n  —  1  ) 

I^'équalioii  (4'0  exprimera  réelloiiicnl,  une  propriété  delà  fonc- 
tion :;  ;  elle  conduira  à  des  équations  existant  uniquement  entre 
les  dérivées  de  cette  fonction,  toutes  les  fois  que  le  nombre  des 
équations  sera  supérieur  à  celui  des  coefficients  arbitraires,  c'est- 
à-dire  lorsqu'on  aui^a 

!JL  (  a  4-  I  )  .  .  .  (  ij.  -H  /;M         (  ix  -\-  i)  .  .  .  (<x  ~h  ni  ■ —  I  ) 

- — ■ > ■ I , 

1 .  2  .  .  .  (  ;/i  H-  1  )  i  .2  .  .  .  {  m  —  I  ) 

ou 

(  46  )  '  [JL*  H-  [xni  ^  ni^  -+-  m . 

Ainsi,  dès  que  le  nombre  [j.  des  variables  sera  supérieur  à  la 
limite  définie  par  cette  inégalité,  limite  qui  est  évidemment  plus 
petite  que  /??,  on  sera  assuré  que  l'équation  (45)  conduira,  par 
l'élimination  des  arbitraires,  à  des  équations  aux  dérivées  partielles 
auxquelles  devra  satisfaire  la  fonction  :;. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  ni  =  a,  il  est  clair  que  l'équation 

n'exprime  aucune  propriété  de  ^  si  ^  dépend  d'une  seule  variable. 
Mais  si  [j.  est  supérieur  à  i,  elle  conduit  à 

|j.f  jjL  —  I  )  (  ;x  +  4  ) 

équations  du  troisième  ordre  pour  z. 

De  même,  pour  m  =  3,  m  :^  4;  le  nombre  li.  des  variables  doit 
être  au  moins  égal  à  3. 

Mais  il  serait  im|)ossible  de  continuer  ainsi  en  prenant  pour 
base  unique  l'inégalité  (  46"). 

En  effet,  il  est  aisé  de  montrer  que  toutes  les  arbitraires  entrant 
dans  les  polvnômes  A/  ne  sont  pas  réellement  distinctes  et  que 
l'on  peut  égaler  à  zéro  quelques-uns  des  coefficients  sans  diminuer 
la  généralité  du  second  membre  de  l'équation  (4;^)' 

Supposons,  par  exemple,  que   nt   soit  égal   à   4-    L'égalité    (45) 
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deviendra 

et  elle  peut  évidemment  s'éerire 

d-^z  =  \,d'z-^{k^+Bod-:^)cPz-^{A,—  Bod'z)d'z, 

Bq  désignant  une  constante.  Remplaçons  maintenant  d'^ z  par  son 
expression  et  disposons  de  Bo  de  manière  à  annuler  un  des  coeffi- 
cients de  A3  —  Bof/''^;  nous  retrouverons  l'équation  {■i']),  mais 
avec  un  terme  de  moins  dans  A3. 

D'une  manière  générale,  désignons  par  ^{m,  jjl)  le  nombre  des 
coefficients  ai'bitraires  réellement  distincts  contenus  dans  le  second 
nombre  de  l'équation  (45);  l'inégalité  à  laquelle  devra  satisfaire  u 
pour  chaque  valeur  de  tti  sera 

;x(|i.  +  l)  .  .  .  (uL-t-  /«') 

<^7)  ,.a. ..(»,;,)        >'""'-l^'- 

Nous  indiquerons  dans  la  Note  qui  termine  ce  Mémoire  comment 
on  peut  déterminer  B(m,  jx). 

Mais  on  peut  encore  généraliser  et  rendre  plus  précise  la  propo- 
sition que  nous  venons  de  démontrer  relativement  aux  fonctions 
algébriques.  Considérons,  en  effet,  une  telle  fonction  définie  par 
une  équation  de  degré  m, 

/(z,a:i,  .  .  .,  a'i,)=ro. 

11  est  aisé  de  démontrer  qu'il  existera,  entre  les  différentielles 
totales  de  z,  les  deux  relations 

\d"'z  =  Aj^.ar'"-'^  -4- .  . .  +  A.^^„,z, 
B,</'«-^'s  =  8,^1  d'"     x;  -t-  .  .  .  +  B,+„,_id^z, 

où  A/,  B/  désignent  des  pol^ynômes  homogènes  en  dx, ,  .  .  . ,  dx.j_, 
d'un  degré  marqué  par  leurs  indices;  mais  de  plus  /es  coefficients 
de  ces  polynômes  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^^  .  .  . ,  x^.. 
On  a  généralement  pour  p  et  v  les  valeurs 

m  (m  ■ —  I  )  (  m  H-  2  )  (  /«  —  i  ) 


Cette  proposition  se  déduit  aisément  de  celles  que  l'on  connaît 
relativement  aux  fonctions  d'une  seule  variable  définies  par  une 


MÉLANGES.  .{i; 

ûqualion  algébri(|uc.  Elle  se  raltache  d'ailleurs  indircclemcnt  à 
l'objcl  de  ce  Mémoire,  et  son  étude  m'entraînerait  loin  du  pro- 
hlème  que  j'avais  en  vue.  Je  me  contenterai  donc  d'ajouter  à  ce 
qui  précède  l'énoncé  suivant  : 

Il  y  Cl  toujours  entre  la  fonction  z  et  m  quelconques  de  ses 
dérivées,  ou  entre  m  +  i  dérivées  de  z,  une  relation  linéaire 
et  homogène  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
des  X'ariahles  indépendantes.  De  plus,  si  parmi  les  quantités 
choisies  se  trouve  une  seule  des  fonctions 

dz  dz 

le  coefficient  de  cette  fonction  dans  la  relation  linéaire  est  nul. 

En  d'autres  termes  :  Quand  toutes  les  dérivées  sont  au  moins 
du  second  ordre,  la  relation  a  lieu  entre  m  dérivées  seulement. 
J'ajoute  qu'il  sera  toujours  possible  de  choisir  dans  cet  ensemble 
de  relations  un  certain  nombre  d'entre  elles  dont  toutes  les 
autres  se  déduiront  par  difi'érentiation  et  élimination,  et  dont 
la  solution  commune  se  composera  uniquement  des  diverses 
brandies  de  la  fonction  z. 


Note  sur  une  fonction  numérique. 
Considérons  des  fonctions  homogènes  et  entières  de  [jl  variables 


formons,  avec  des  polvnômes  homogènes  tout   à  fait  arbitraires, 
d'ordre  marqué  par  leur  indice, 

A-o  •     '^xi      ■  •  •  ■)     ^p  ■> 
la  somme 


(i)  Ao?/,„4-Ai«„,_i  +  . .  .  +  A,,, 


■m— pi 


et  proposons-nous  de  rechercher  combien  le  polynôme  d'ordre  /??, 
ainsi  formé,  contient  de  coefficients  réellement  arbitraires.  Nous  dé- 
signerons ce  nombre  par  cp(/?z,  p).  La  fonction  0(/?/,  pi),  que  nous 
avons  considérée  à  la  fin  de  ce  travail,  se  rattache  évidemment  à  la 
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l'onction  '^[ni.p)  par  régalité 

(  2  )  0  (  /?? ,  [JL  )  =r  cp  (  /«  +  I ,  /«  —  I  )  —  I . 

Par  suite,  si  l'on  connaît  l'expression  générale  de  »(/??,/>),  on 
pourra  en  déduire  celle  de  la  fonction  9.  Nous  allons  voir  qu'on 
peut  exprimer  o  au  moyen  de  la  fonction 

N(y->,i^), 

qui  donne  le  nombre  des  coefficients  dans  un  polynôme  homogène 
d'ordre  />  à  p.  variables.  On  a,  comme  on  sait, 

^_  ,x(;x +  !)...(  [x-f-y^  —  i)  _  (yj4-i)...(,x+/>-  i) 
IM/M^)-  J.2...P  ~  I.2...(1X-I) 

Nous  conviendrons  de  rendre  nulle  la  fonction  N  toutes  les  fois 
que  p  sera  négatif.  Elle  est  ainsi  définie  pour  toutes  les  valeurs 
entières  de  p. 

En  ce  qui  concerne  la  fonction  'f  (/»,  p),  on  a  évidemment 


(3) 


ç>  (  /?? ,  o  )  =  I  , 

Cû  (  «i,  I  )  =  IN  (  I  ,  [X  -I-  I  )  =:  [/.  +  r 


Nous  conviendrons  également  de  poser 

(4)  o{m,p)=o 

dans  le  cas  oiî,  p  étant  négatif,  la  Ibnction  n'aurait  plus  de  sens. 

Ces  remarques  une  fois  faites,  nous  allons  établir  une  relation 
entre  les  fonctions  cp  et  N. 

Dans  l'expression  (i),  nous  pouvons  évidemment  substituer  à  A^t, 
le  polvnôme 

(  5  )  Ap  =  Ap         U,n-p-^i  i»2p-«!-l        •  •  •         Do  Itp 

(où  les  B/  sont  des  polynômes  arbitraires  d'un  degré  marqué  par 
leurs  indices,  et  que  l'on  supprimera  quand  cet  indice  deviendra 
négatif),  à  la  condition  de  remplacer  P^p+q  par 

et  l'expression  (i)  prendra  la  nouvelle  forme 

(5)  A'o //„,  +  .  .  .4-  A',,  ?/,„_,,. 
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Nous  pouvons  la  décomposer  en  deux  parties  :  l'une,  formée  des/> 
premiers  termes,  toute  semblable  à  l'expression  primitive  où  l'on 
aurait  changé  p  en  /j  — i,  et  qui,  par  conséquent,  contiendra 
cp(m,/>  — 1)  coefficients  arbitraires;  l'autre,  composée  du  dernier 
terme  A], M„,_^,  A^^  étant  donné  par  l'équation  (5). 
A'^  se  forme  en  retranchant  de  A,,  une  fonction 

qui  contient  cp(/>,  ip  —  m  —  i)  coefficients  réellement  distincts.  On 
peut  disposer  de  ces  coefficients  de  manière  à  annuler  un  nombre 
égal  de  coefficients  de  A^,  qui  sera  ainsi  ramené  à  ne  contenir  que 

N(/>,  IJ-)  — 'f(/->,  2/j  — m  — i) 

coefficients  arbitraires.  On  a  donc  l'équation 

(7)        ?(^^/^)  =  ?(«'i,/>  — i)  +  N(y^,  |x)  — cp(/j,  2/^  — m  — I), 

qui,  jointe  aux  formules  (3)  et  (4),  va  suffire  à  la  détermination 

de  co. 


Toutes  les  fois  que  l'on  aura 

(8)  P<^^^ 

2 

on  aura  aussi 


<f{p,  2p  ~  m  —  i)  =  o, 
et,  par  conséquent,  l'équation  (7)  se  réduira  à 

o(m,7>)=ro(m,/;_i)  +  N(/;,  |i.). 

Changeons/?  enp  —  i,p  —  2,  . . .,  ce  qui  est  permis,  puisque/? 
ne  cessera  de  satisfaire  à  l'inégalité  (8),  et  ajoutons  toutes  les 
équations  ainsi  obtenues;  nous  trouverons 

(f  (m,/>)  =  N{p,  ,x)  +  N(yj  -  I ,  ;jl)  +  .  .  . , 
OU 

?('«,/?)  — N(/_?,  !i.  +  i). 

Si  nous  introduisons  la  nouvelle  fonction  o,  définie  par  l'éga- 
lité 

(9)  ^{m,p)=  \(/7,  ,x-i-l)  +  r^^{,)l,p), 
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on  aura  donc 

(lo)  ^i[m,p)z=io     pour    p  <Z,  • 

Remplaçons,  dans  l'égalité  (7),  cp  par  son  expression  en  o,;  elle 
deviendra 

i      =o^(^,n,p  —  i)  —  '^i{p,'2p  —  jn  -i)  — N(27>  — w  — i,[i.  +  i). 

En  vertu  de  l'équation  (10),  appliquée  à  cp,  [p,  ip  —  ni  —  1),  on 
aura 

?i(/^'  2/>  — m  — i)  =  o, 

toutes  les  fois  que/)  satisfera  à  l'inégalité 

p+  I 
20  —  m  —  I  < 

2 

ou 

(8-)  yj<__  +  ,. 

Dès  que  cette  condition  relative  k  p  sera  remplie,  l'équation  (j*^) 
se  réduira  à  la  suivante  : 

cp,(/?j,p)  =  Oi(/«,7j  — i)  — N(2/;  — m  — I,  1-^+  ')• 

Ici  encore  on  peut  changer /j  en p  —  i,  .  . . ,  et  ajouter  les  égalités 
obtenues,  ce  qui  donnera 

Oi{rn, p)  —  —  \'^{'2p  —  m  —  i  —  iq,  \>.  -\-  i), 
7  =  0 

la  somme  devant  être  prolongée  jusqu'à  ce  que  l'argument  de  N 
devienne  négatif.  Si  donc  on  pose,  pour  abréger, 


7  =  0 
Oi{fn,p)  —  Ni(2/j  —  m  —  i)  +  o.^{m,p}, 


7  =  0 
on  pourra  écrire 


et  l'on  aura 


(10^)  cp2(w,/»)  =  o     pour     /;<-^-f-i. 
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En  répétant  indéfiniment  la  série  des  raisonnenienls  que  nous 
venons  de  faire,  on  sera  conduit,  on  le  reconnaîtra  aisément,  au 
résultat  suivant. 

Définissons  les  fonctions  suivantes  : 

N,(/o=-y  \(A— 27,  -jL+i), 

N,(/0=-^N,(A-3v), 
(11)  /  -?  =  " 


\,(A)  =  -^N,_i[A-(/-+-.)v], 


7  =  0 


q  prenant  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  pour  lesquelles 
l'argument  des  fonctions  N/  est  positif;  on  aura 

^(/«,/>)  =  N(/;,  ^^  +  I) 

+  Ni  (  2/>  —  m  —  I  )  +  N,  (  3/?  —  2  /7î  —  3  )  + . . . 


(•2       < 

{i  +  \)p—im 


N, 


la  somme  étant  prolongée  jusqu'à  ce  que  l'argument  de  la  fonction 
N/  devienne  négatif.  Comme  on  déduit  aisément  des  formules  (1 1) 

N,(/0  =  (- 0' S  :s  S  . . .  N[/i  -  372- 3^3- . . .  -  (^■+ i)ry,+,,  [i.  +  i], 

on  voit  que  l'on  pourra  prendre  aussi  pour  l'expression  générale 
de  cp(m,/>) 

I  —  "'.  ^.  ''.  (  —  I  1'  \  I  /  /  -u  I  \  n  —  im  — 

(i3j 


,(— i)'N    {i+i)p  —  im 


2<7,  — 3^3— ...  — (/-4-i)7/+,,;i.  +  i    ; 


la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou 
nulles,  de  /,  ^o,  .  .  .,  <//^,  pour  lesquelles  l'argument  de  N  est  po- 
sitif. Par  conséquent  cette  somme  se  composera  d'un  nombre  fini 
de  termes. 

Il  suit  de  là  que  l'on  peut  écrire 

(I  \)  '^{m,p)  =  :2H(x)  \(/)  —  a,  ;a  -f-  1), 
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a  étant  entier  et  positif  ou  nul,  et  H(a)  étant  une  fonction  numé- 
rique que  l'on  peut  définir  comme  il  suit. 

Considérons  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation 

OÙ  i\q.2,  .  .  »  qij^\  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls.  H(a)  sera  l'excès 
du  nombre  de  ces  solutions  pour  lesquelles  i  est  pair  sur  le 
nombre  de  celles  pour  lesquelles  i  est  impair. 

Il  suit  de  là,  d'après  les  principes  de  la  partition  des  nombres, 
que,  si  l'on  considère  la  fonction 

/(^)  =  v:H(a)^«, 

elle  aura  pour  expression 

(,5)  /(-)  =  I(-')\.I,.)...(,_,,y 

i=  0 

le  produit  (i  — x-) .  .  .  (i  —  x^)  devant  être  remplacé  par  i  pour 
i=  G.  Cette  propriété  va  nous  permettre  de  déterminer  H  (a). 
En  effet,  dans  l'équation  bien  connue 

(i  +  otg)  (1  +  ^25)...  =  !+  ^-^  + ^ +... 

I  —  a;        ( I  —  X)  {1  —  x-) 

i(i-hi) 
X       '"         ~  ' 


(i-.r)...(i-j70 
faisons  z  =  —  jr"*"/'';  nous  obtiendrons  la  formule 

TT  (i  —  a;"t-p+i^)  —  I _  +  . .  . 

\-ilin  —  p\ 

X  •     ■  ^"         ' 

et,  si  nous  comparons  au  développement  de  f{x),  donné  par  la 
formule  (i5),  nous  trouverons 

■ ■■^^—!-  =  i  —  {i  —  j:'n-P)  (^i  ^  x^'^P+i) .  ,  .  . 


MfiLANGKS.  4v.3 

C'est  l'c'(juali<)n  qn<^   nous  voulions   ohlcnir.    On    pciii    encore   la 
mettre  sous  la  iormc 

1A  =  «. 


j];(i-^-i^) 


(i6)      XlI(a).r«+'«-/'— I  — .r 


1^-  1 


(i  — a.-2)(i  —,/■■').  .  .(I  —  ./■'"/'-  ') 
On  connaît  la  belle  formule  d'Euler 

TT  (  I  —  x^)  z=ii  —  œ  —  x^ -\-  x^ -\-  x'  —  x^^  —  j^'^  +  .  . . 

%n'-±n 

—  I.{—\Yx     2      . 
Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  le  quotient 


{i  —  x^)...{i  —a-'"--''-^) 


ce  qui  ne  saurait  offrir  de  difficulté. 

Le  cas  particulier  qui  nous  intéresse  surtout  est  celui  où  l'on 
a  m  —  q  =  1.  Nous  aurons  alors 

i:lI(a)a-*+-=:i  — ^  —  {i  —  x)  {i  —  x^)  {i  —  x^) .  .  ., 

ou,  en  employant  le  développement  d'Euler 

S  H  (  a  )  a;»+2  —  ^2  _  ^5  _  ^7  ^   3^12  _^  _^15  _  j.-li  _  ,^2G  ^  _  _  ^ 

équation  qui  détermine  H(a).  On  en  conclut 

[  '^{m,  m  —  2 )  =:  N ( m  —  2 ,  [jl  +  i )  —  N{m  —  5 ,  [x  +  i ) 
(17)      <  — N(m  — 7,  ;j.H-i)-|-N(/«  — i2,|x  +  i) 

(  4-  N  (  /?^  —  1 5 ,  [i.  H-  I  )  —  .  .  . , 

le  terme  général  étant 

La  formule  [y)  nous  donne,  d'ailleurs, 
o{f)7,  )))  —  0  ^=  '-p ( /'< ,  "'  —  2)  +  N(/«  —  I ,  i'-»-)  —  ^('"  —  I  ^  /"  —  3), 
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Toutes  les   autres  valeurs  de  'j>[m,p)  se  déduiront  du  dévelop- 
pement (i6). 

De  l'expression  de  'f  (m,  m  —  2)  on  déduit  facilement  celle  de 
la  fonction  0  définie  par  la  formule  (2) 

(   I  +  0(/w, />)  :=  N(m  —  I,  jJL -h  i)  —  N(/n  —  4»  1-^  +  0 
^^^'       \       — N(m  — 6,  [jL  +  i) +  N(m  — II,  [x  +  i)+ 

Nous  pouvons  maintenant  apprécier  les  différences  des  valeurs 
fournies  par  les  inégalités  (4^)  et  (47))  q^'i  fo^it  connaître  des 
limites  inférieures  pour  [x  lorsque  /??  est  donné.  Voici  ces  valeurs 
pour  les  10  premiers  degrés  : 

^'aleurs  de  jj.  Valeurs  exactes 

données  de  [x  données 

Valeurs  de  m.  par  l'inégalité  (46).  par  l'inégalité  (''17). 

2 2  2 

3 3  3 

4 3  3 

5 4  4 

6 5  4 

7 ■>  5 

8 6  5 

9 6  5 

10 7  6 

Je  ferai  remarquer,  en  terminant,  que  l'on  déduit  de  la  for- 
mule (16)  l'expression  suivante  de  (^(m,  p)  : 

\  o(w,  p)  =  SN(7«  —  i,  |x)  —  SEN(m  —  i—  k,  (x) 
^'''^  \  -^^^'LN{,7i  —  i—k—l,ix)—..., 

où  les  sommes  sont  étendues  à  toutes  les  valeurs  différentes  de 
i,  /:,  l,  .  . .,  comprises  dans  la  suite 

m,  m  —  !,...,//?  —  p. 

Réciproquement,  on  pourrait  démontrer  d'une  manière  directe 
la  formule  (18)  et  en  déduire  les  résultats  qui  précèdent. 
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Ix  ME.MonrAM  Do.MiMn  CiiELiM  CoM.EcTANEA  Matiikm ATicv,  nunc  primiim 
édita  cura  et  sHidio  L.  CREMONA  ot  E.  BELTRAMI.  —  t  vol.  in-8".  j^î  p. 
Milan,  1881. 

MM.  Cremona  etBeltrami  ont  en  la  pensée  touchante  d'élever  à 
la  mémoire  du  P.  Chelini  un  monument  scientifique  digne  de  lui  ; 
répondant  à  leur  appel,  les  mathématiciens  de  l'Europe  entière, 
les  membres  de  la  famille  intellectuelle  de  Chelini  sont  venus  for- 
mer un  pieux  cortège  d'admirateurs  et  d'amis;  ils  ont  signé  les 
pages  d'un  livre  qui  honorera  longtemps  la  mémoire  de  ce  savant 
si  distingué  et  si  modeste,  de  ce  professeur  si  éminent. 

C'est  M.  Beltrami  c|ui  s'est  chargé  de  retracer  la  vie  de  Chelini, 
toute  simple  et  comme  cachée,  et  d'en  résumer  les  œuvres. 

Dominico  Chelini  naquit  à  Gragnano,  le  18  octobre  1802;  il 
termina  ses  études,  en  1826,  au  collège  de  Nazareth,  et  fut  consa- 
cré prêtre  l'année  suivante.  Pendant  vingt  années  (i83i-i85i),  il 
enseigna,  dans  ce  même  collège,  les  Mathématiques,  qu'il  avait 
étudiées  seul.  En  i843,  il  fit  la  connaissance  de  Jacobi,  venu  à 
Rome  pour  des  raisons  de  santé  avec  Lejeune-Dirichlet,  Steiner, 
Schlaefli  et  Borchardt  ;  il  ne  pouvait  manquer  d'acquérir  l'estime 
et  l'amitié  du  grand  géomètre  et  de  ses  célèbres  compagnons. 

Nommé  professeur  de  Mécanique  et  d'Hvdraulique  en  i85i,  à 
l'Université  de  Bologne,  il  occupa  celle  chaire  jusqu'en  iS6o;le 
gouvernement  nouveau  montra,  à  son  égard,  une  certaine  tolé- 
rance ;  à  la  vérité,  Chelini  fut  tout  d'abord  destitué,  mais  il  fut 
réintégré  immédiatement  dans  sa  chaire,  comme  professeur  extra- 
ordinaire et  délivré  de  l'obligation  de  prêter  un  serment  que  sa 
conscience  de  prêtre  lui  interdisait  ;  malheureusement,  ces  dispo- 
sitions libérales,  si  justifiées  par  le  caractère  de  l'homme  cpi'elles 
regardaient  et  par- son  talent,  ne  durèrent  pas;  en  i8()4,  le  mi- 
nistère crut  devoir  exiger  de  lui  le  serment:  Chelini  refusa  et 
fut  destitué.  En  1867,  il  fut  chargé,  à  l'Université  llomaine,  de 
l'enseignement  de  la  Mécanique  rationnelle  ;  quatre  ans  plus 
tard,  Rome  étant  devenne  capitale  de  l'Italie,  il  dut  quitter  sa 
chaire. 

liiiU.  t/px  Sc/e/ices  mntlirni.,   ■?.'  Sorio,   t.    V.   (  Aovenil)rc   i8Si.)  ?.f) 
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Il  avait  été  nommé  membre  de  l'Académie  des  Nuovi  Lincei  en 
1847,  de  l'Académie  de  Bologne  en  i854,  de  la  Société  Italienne 
des  XL  en  i863. 

Chelini  est  mort  en  1879. 

M.  Beltrami  classe  les  travaux  de  Chelini  en  quatre  groupes  : 
Géométrie  analytique,  Théorie  des  surfaces,  Mécanique,  Mémoires 
divers. 

Chelini  s  est  particulièrement  occupé  de  la  théorie  des  projec- 
tions et  de  la  composition  des  droites,  des  aires  et  des  points  ;  il 
a  exposé  ses  vues  d'une  façon  systématique  dans  les  deux  beaux 
Mémoires  intitulés  :  Siilla  composizione  geometrica  dei  sistemi 
di  rette,  di  avec  e  di puiiti;  Sulla  miova  geomelvia  dei  com- 
plessi.  Nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur  àrexcellente  ana- 
lyse que  M.  Ruffini  en  a  donnée  dans  le  Giornale  di  Matematiche 
et  que  le  Bulletin  a  reproduite  (i""^  série,  t.  VII,  p.  241)  (  '  )• 

U Interpretazione  geometrica  di  formole  essenziali  aile 
scienze  delV  estensione,  dei  moto  e  délie  forze  se  rapporte, 
comme  le  titre  l'indique,  à  des  considérations  du  même  ordre. 

Dans  le  Saggio  di  Geometria  analitica  trattata  con  nuovo 
metodo  et  dans  le  Mémoire  intitulé  (^)  :  SulU  iiso  sistematico 
dei  principt  relativi  al  metodo  délie  coordinate  rettiliiiee, 
Chelini  a  développé  en  particulier  une  idée  due  à  Cauchy  et  qui 
devrait  avoir  pénétré  entièrement  dans  l'enseignement  classique  de 
la  Géométrie  analytique  :  elle  consiste  à  adjoindre  au  trièdre  des 
coordonnées  (obliques)  le  trièdre  supplémentaire  ;  la  dépendance 
entre  les  deux  systèmes  de  coordonnées  tient  à  la  dépendance 
entre  la  forme  quadratique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  à  l'origine  et  la  forme  adjointe;  grâce  à  l'emploi  de  ces  deux 
trièdres,  qui  s'impose  d'ailleurs  lorsqu'on  se  sert  de  coordonnées 
rectilignes  ou  orthogonales,  les  formules  deviennent  élégantes  et 
symétriques. 

Le  Mémoire  intitulé  :  Sopra  alcuni  punti  notabili  nella  teoria 
elementare  dei  tetraedvi  e  délie  coniche  contient  une  solution 
nouvelle  et  simple  du  problème  de  Lagrange  ;  d'autres  travaux  ont 


(")   Voir  aussi  dans  le  Bulletin,  t.  1\',  p.  j'j^. 
(')   Voir  le  Bulletin,  l.  VII,  \>.  i  jj. 
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conlriliiK'  au  développement  et  à  la  clin\ision  des  découvertes  de 
Chasies  et  de  IMr)luus. 

A  j)ropos  tlu  iMémoire  Si/l/rt  curvatiii  a  dcllc  linoc  c  dcllc 
superficie,  oùCiieliui  a  d('vcloppédes  propositions  de  la  Géométrie 
des  lignes  et  des  surlaces  qui  sont  indépendantes  des  vues  de 
Gauss,  M.  Bellrami  insiste  avec  raison  sur  la  simplicité  de  la  con- 
sidération suivante,  qui,  dit-il,  mériterait  d'entrer  dans  tous  les 
traités  et  qui  peut  servir  de  point  de  départ  à  la  théorie  ordinaire 
de  la  courbure,  indépendamment  de  toute  hypothèse  sur  le  choix 
des  axes.  En  désignant  par  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  à  une  surface  et  par  S  l'are  du  ne  ligne  quelconque  tra- 
cée sur  cette  surface,  on  a 

..  d.r        ^.  dr        „  dz 
as  as  as 

doù,  en  différentiant  par  rapport  à  s, 

d^j.-  d- y  d- z  ros6  _        / V/X  da'  \ 

ds^  ds-  ds-  p  \  ds    ds  I 

où  p  désigne  le  ravon  de  courbure  et  H  l'angle  qu'il  fait  avec  la 
normale  à  la  surface  ;  or  le  second  membre  conserve  la  même  va- 
leur pour  toutes  les  courbes  qui  passent  par  le  même  point  et  v 
ont  la  même  tangente. 

Chelini  publia  ensuite  les  Dimostinzioni  geomelriche  délie 
trasformazioni  degli  integrali  nndtipli  relativi  aile  superficie 
ed  ai  vohinii,  les  Teoremi  relativi  aile  linee  di  ciirvaluva  e 
geodeliche  sopra  i paraboloidi^  la  Detevininazione  geometrica 
in  coordinate  ellittiche  degli  elementi  dsy,  dsi-,  ds^  délie  Ire 
linee  d^intersezione  5i,  ^o,  s-^  seconda  cui  si  intersecano  in  un 
punto  tre  superficie  ortogonali  di  seconda  grado  ;  puis,  dans 
un  travail  é\.enà\x  {Di  alcuni  teoremi  di  Gauss  relativi  aile  su- 
perficie curve),  il  fit  connaître  en  Italie  les  résultat^  des  admirables 
Disquisitiones  générales  circa  supeificies  curicis,  non  sans  y 
ajouter  plusieurs  propositions  originales.  Le  Memoria  sulle  for- 
mole  fondamentali  riguardanti  la  eu /va  tu /ri  délie  superficie  e 
délie  linee  contient  l'application  aux  coordonnées  curvilignes 
des  formules  relatives  aux  deux  trièdres  supplémentaires,  la  trans- 
lormation  générale  de  l'équation  de   Laplaee,  rétablissement  des 
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formules  relatives  à  la  courbure  des  surfaces  d'un  système  triple  ; 
enfin,  dans  la  Teoria  délie  coordinate  curvilinee  nello  spazio  e 
nelle  superficie,  Chelini  a  développé  d'une  façon  complète  et  sys- 
tématique ses  recherches  antérieures  et  les  résultats  essentiels  de 
cette  partie  de  la  science. 

L'un  des  plus  beaux  travaux  de  Chelini  sur  la  Mécanique  ration- 
nelle est  cette  Determinazione  analltica  délia  rotazione  dei 
corpi  liberi  seconda  i  concetti  del  sig.  Poinsot,  dont  M.  Hermite 
a  pu  dire  qu'on  y  trouve  développées  «  pour  la  première  fols  les 
conséquences  analytiques  de  la  belle  théorie  de  Poinsot,  que  son 
auteur  ni  personne  n'avait  encore  données  d'une  manière  aussi 
approfondie  (')  ».  Malgré  sa  modestie,  Chelini  a  dû  sentir  le  prix 
singulier  de  cet  éloge  que  lui  donnait,  dix-huit  ans  après  la  publi- 
cation de  son  travail,  celui  qui  portait  au  rare  degré  de  perfection 
que  l'on  sait  la  lh(''orie  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe. 

Des  intégrales,  des  forces  vives  et  des  aires,  Chelini  déduit  l'équa- 
tion de  la  projection  de  la  polodie  sur  un  ])lan  principal  de  l'el- 
lipsoïde central,  projection  qui  est  une  ellipse  ;  introduisant 
ensuite  X anomalie  excentrique  cp  de  la  projection  du  pôle  instan- 
tané, il  exprime  au  moyen  de  cet  angle  les  composantes/»,  q,  r,  et 
la  vitesse  angulaire  w  ;  la  relation  entre  w  et  t  donne  es  en  fonction 
elliptique  du  temps. 

Peu  après  la  publication  de  ce  Mémoire,  Chelini  donnait  les 
Elementi  di  Meccanica  vazionale  cou  Appendice  siii  principî 
fondamentali  délie  Matematiche ,  etc.,  puis  un  Mémoire  sur 
l'attraction  des  ellipsoïdes.  Le  travail  Intitulé  Dei  moti  geonie- 
trici  e  loro  leggi  nello  spostaniento  d'una  figura  di  forma  inva- 
riabile  est  relatif  aux  déplacements  finis.  Dans  le  Mémoire 
Dell' usa  délie  coordinate  obliquai^gole  nella  determinazione 
dei  momenti  cVinerzia^  l'auteur  montre  comment  on  peut,  dans 
certains  cas,  se  débarrasser  de  l'hypothèse  de  l'orthogonalité  des 
axes.  Les  derniers  ti'avaux  de  Chelini  regardent  principalement  la 
théorie  des  axes  permanents  et  des  centres  de  percussion  :  Sulle 
propjrietà  geometriclie  e  dinauiiche  dei  centri  di  percossa  nei 


(')  Comptes  rciuhis  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  :>.'|  ilérenihre  ii^77. 
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Dioti  (Il  rotazionr.  —  Iiiloriio  <ii  principl  f'tiulaincntdU  deild 
diiKunica  con  d/^plioizioninl  pcndolo  c<l  alla  percussionr  dri 
corpi  seconda  Poinsot('). 

On  le  voit  par  cette  rapide  analyse,  Clielini  a  surtout  clierclié  à 
faire  œuvre  d'enseii;neincnt  ;  il  a  montré  dans  cette  œuvre  assez  de 
force  d'esprit  pour  qu'on  soit  assuré  ([u  il  n'eût  pas  moins  réussi 
en  se  consacrant  tout  entier  à  des  recherches  originales;  mais, 
ainsi  cpie  le  dit  M.  Ik'llrami,  '<  il  est  bon  que,  dans  la  science  et 
dans  toutes  les  activités  humaines,  chaque  intelligence  s'applique 
à  sa  manière,  quand  elle  est  saine  et  robuste  ».  Sans  doute  la  joie 
mêlée  de  modestie,  que  ressentait  Chelini  en  faisant  briller  de 
toute  leur  lumière  et  de  toute  leur  beauté  des  vérités  déjà  con- 
quises, était  aussi  vive  que  celle  qu'il  aurait  é|)roiivée  en  pénétrant 
plus  avant  dans  les  régions  inexplorées  du  monde  mathématique. 

La  préface  de  M.  Beltrami  est  suivie  de  la  liste  complète  des 
trente-trois  publications  de  Chelini,  qui  se  trouvent,  sauf  les 
Eleinenti  di  Meccanica,  dans  le  Giornale  Arcadico,  la  Raccolta 
scienlifica  diPalomha,  les  Annali  di  scienze  conipilatl  da  Tor- 
tolini,  les  Annali  di  Matematica  pubhlicati  da  Tortolini,  le 
Giornale  di  Matematiclie  délie  Università  Italiane,  le  Biillet- 
tino  du  prince  Boncompagni,  les  Atti  delV  Accademia  de^  Niiovi 
Linceis  les  Memorie  delV  Accademia  di  Bologna. 

Voici  maintenant  la  liste  des  Mémoires  qui  forment  les  Collec- 
tanea  Mathematica,  avec  de  brèves  indications  sur  les  matières 
traitées. 

Hlrmiti;.  —  Sur  les  fonctions  'd(x)  et  \\{x)  de  Jacobi.  (p.   i-5,  fr  ). 

La  série 


';( J7,  Ui)  =r 


_«,  tano;  — ^  (j:  —  iniK'  ) 


où   /??  =  2/«  -t-  I    et   qui   donne quand  on  v  fait  oj  =  o,  iouit 


1'  }  Bulletin,  ?.'  série,  t.  I.   Il"  Partie,  p.  S3 
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ilr    lu  |)10pliclc 

-^(i+iK+ui  ,  — i.(+(K    toi 

'^  (  j-  )  e  '*  =  —  cp  (  j:-  -f-  2  /  K  )  4-  H  (  CD  )  I  I  —  e  "  |  ; 

(le  incine  pour  la  série 

V'  (—  i)"r/"-e   " 

^  sin  — ^  (  .2-  —  '2  /ii'K'  ) 

2K 

(lui  pour  to  =  o  donne  ï-r- Ces  résultats  sont  ol)tenus  directe- 

incnt  par  la  décomposition  en  éléments  simples  des  termes  de  la 
série. 


Si.vcci.  —  I/liyperboloï(le  central  dans  la  rotalion  des  corps,  (p.  (i-i(i,  ilal.). 

Quand  un  corps  tourne  autour  d'un  point  fixe  sans  qu'il  v  ait  de 
forces  extérieures,  un  certain  hyperboloïde,  lié  à  ce  corps  et  dont 
les  axes  coïncident  avec  les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au 
point,  roule  sans  glisser  sur  un  cylindre  circulaire  droit  dont  l'axe 
passe  parle  point  fixe  et  est  parallèle  à  l'axe  du  couple  d'impidsion. 

C.vYLEY. —  Sur  une  cqnaLion  différentielle.  (i--ifi,  angl.). 

11  s'agit  de  l'équation 

{a' z^  -h  2lj' z  -^  c  )  dz-  ( /7  j;-  -h  2  6x  H-  c ) r/jr-'^ 

z'^{z  —  I)-  x'^{œ  —  i)' 

qui,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Kummer,  joue  un  rôle  si  considérable 
dans  la  théorie  de  la  transformation  des  séries  hypergéométriques. 

Batt.vglini.  —  Sur  les  cubiques  ternaires  syzygétiques.  (27-50,  ital.). 

Dans  ce  travail  l'auteur  donne  plusieurs  propositions  intéres- 
santes relatives  aux  relations  entre  une  cubique  et  sa  cayleyenne, 
et  il  généralise  quelques  théorèmes  de  Clebsch  relativement  aux 
coniques  polaires  el  aux  poloconiques  prises  par  rapport  aux  cu- 
biques d'un  faisceau  svzygétique. 
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IIiRST.  —  Sur  los  complexes  engendrés  par  deux  plans  rorrriatifs.  (51-7.3,  angl.). 

Ce  travail  fait  suite  à  l'c'tiide  sur  la  corrélation  de  deux  plans 
publiée  dans  le  Recueil  de  la  Sociélê  Malliémalitiue  de  Londres, 
i8y4?  t'  ^  1  p-  4o-  Soient  a,  |îi  les  deux  plans  qui  se  correspondent. 
Si  la  droite  <i  du  jireniier  correspond  au  point  1)  de  l'autre,  réci- 
proquement à  tout  point  A  du  premier  point  situé  sur  la  droite  a 
correspondra  une  droite  b  passant  par  B.  On  dit  que  les  deux 
points  A  et  B  sont  conjugués.  Il  est  clair  que  la  droite  AB  en- 
gendre un  complexe  C  dont  INI.  Hirst  approfondit  la  nature  et  les 
singularités. 

H'OviDio.  —  \ote  sur  certains  hyperboloïdes  annexés  aux   cubiques  gauches.  (72- 
90,  ital.). 

L'auteur  rappelle  les  formules  fondamentales  qu'il  a  données 
dans  son  Studio  siille  cubiclie  gobbe  présenté  à  l'Académie  de 
Tunis  (9  mars  18-9),  et  qui  sont  obtenues  par  l'emploi  des  nota- 
tions symboliques  introduites  par  Clebsch  dans  l'étude  des  formes 
binaires.  Il  étudie  ensuite  certains  faisceaux  et  réseaux  de  surfaces 
du  second  degré  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  cubiques 
gauches,  en  particulier  les  hyperboloïdes  par  trois  cordes  d'une 
cubique. 

-Manmieim.  —  Constructions  planes  des  éléments  de  courbure  de  la  surface  de  l'onde. 
(9i-io'4,  fr.). 

Le  point  de  départ  est  la  génération  trouvée  par  Mac  Cullagh. 
La  solution  repose  sur  la  représentation  géométrique  d'un  élé- 
ment de  surface  réglée  au  moven  d'une  droite  auxiliaire  et  sur  la 
représentation  d'un  pinceau  de  droites  au  moven  d'une  circonfé- 
rence et  d'un  point. 

Padova.  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(io5-ii6,  ital.). 

L'auteur  étend  la  méthode  donnée  par  Ampère  (Cahiers  X\  II  et 
XVIII  du  Journal  de  V  Ecole  Polytechnique)  auras  d'un  nombre 
quelconque  de  variables,  et  montre  qu'elle  conduit  à  la  méthode 
de  Cauchy,  en  évitant  la  difficulté  signalée  par  M.  Bertrand. 
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Smith.  —  Sur  (juel(iiies  fractions  continues.  (ii'^-i^.S;  lai.). 

Sur  la  résoliilion  en  nombres  entiers  des  équations  de  la  forme 

PlP,  -2R2  =  ±I,       PiP.,  -3R^=:±I, 

les  solutions  étant  mises  sous  la  forme  qu'affecte  le  numérateur 
d'une  fraction  limitée.  Sur  certaines  représentations  par  des  formes 
quadratiques.  Sur  certains  développements  des  racines  carrées  en 
fractions  continues. 

Caporali.  —  Sur  les  systèmes  linéaires  triplement  infinis  des  courbes  algébriques 
planes.  (i'i2-i70,  ilal.). 

Solution  des  principaux  problèmes  de  géométrie  numérique  qui 
se  présentent  dans  la  théorie  de  ces  systèmes;  la  méthode  consiste 
à  faire  dépendre  ces  questions  de  considérations  stéréométriques 
et  les  propriétés  obtenues  résultent  de  l'étude  d'une  surface  re- 
présentée point  par  point  sur  le  plan  des  systèmes  linéaires  de 
façon  que  ses  sections  planes  aient  pour  images  les  courbes  du 
système  linéaire. 


CiiRRLTi.  —  Sur   une  généralisation    de  quekiues   théorèmes  de  Afécanique.   (171- 
iH-2,  ital.). 

Si  un  point  (.z",  ^>',  s)  est  soumis  à  l'action  d'une  force  qui  ne 
dépende  que  de  la  position  du  point,  les  équations  du  mouvement 
auront  une  intégrale  de  la  forme 

A.r'+Bj'+C^'H-D  =  o, 

où  x\y,z'  sont  les  composantes  de  la  vitesse  et  où  A,  B,  C,  D 
sont  des  fonctions  de  x,j',  z;  si  les  lignes  d'action  de  la  force  ap- 
partiennent à  un  complexe  linéaire,  cette  condition  est  d'ailleurs 
nécessaire  :  une  ligne  quelconque  peut  toujours  être  décrite  libre- 
ment par  une  force  dont  les  lignes  d'action  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire  donné  arbitrairement.  L'auteur  examine  le  cas 
où  il  existe  deux  intégrales  de  cette  forme;  il  traite  aussi  le  cas 
où  le  jioint  doit   se  mouvoir  sur  une  surface  :  si  ses  coordonnées 
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sont  II,  K\  pour  ([iiil  cxislc  une  intégrale  de  la  forme 

il  faut  que  la  surface  soit  une  surface  hélicoïdale. 

Baruelli.  —  Sur  les  axes  (rriiuilibrc.  (i83-2o5,  ital.)- 

Etant  donné  un  système  solide  en  équilibre,  il  existe  toujours 
trois  directions  orthogonales  entre  elles,  telles  que,  en  faisant 
tourner  le  corps  autour  de  l'une  d'elles  d'un  angle  égal  à  (2/^  +  1)7:, 
il  tienne  dans  une  nouvelle  position  d'équilibre,  en  supposant 
que  les  forces  soient  restées  appliquées  au  même  point  et  n'aient 
point  varié  en  grandeur  et  en  direction,  La  détermination  de  ces 
directions  dépend  d'une  équation  du  3*'  degré  :  quand  le  dernier 
terme  est  nul,  il  existe  en  général  un  axe  unique,  coïncidant  avec 
une  des  directions  précédemment  définies,  tel  que  le  corps  puisse 
tourner  autour  de  cet  axe  d'un  angle  quelconque  en  restant  en 
équilibre;  il  peut  d'ailleurs  exister  une  infinité  de  tels  axes  tous 
parallèles  à  un  plan  ;  enfin,  dans  le  cas  des  systèmes  astatiques, 
toute  droite  de  l'espace  est  un  tel  axe. 

Darbolx.  —  Sur  l'équation  de  Riccali.  (199-205,  fr.). 
Si  l'équation  différentielle 
dv 


dx 


=  /^  +  2  (//  H-  H-  ry 


où  JD,  q^  r  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x,  admet 
comme  solutions  particulières  toutes  les  racines  d'une  équation 
algébrique 

/0-)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  x,  elle  admettra  aussi 
comme  solutions  particulières  les  racines  de  tous  les  covariants  du 
polynôme /(j>^).  L'auteur  applique  cette  proposition  à  un  exemple 
étudié  par  M.  Gayley. 
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BoRcn.vRDT.  —  Sur  deux  algorithmes  analogues  à  celui  de  la  inoycuuc  arilhmélico- 
géométrique  de  deux  éléments.  (206-212,  fr.). 

Si  l'on  considère  la  suite  indéfinie 

/;?,  //  ;     //;,,  /i,  :     7»2,  n^:      .  .  . , 

où  m,  n  sont  deux  nombres  positifs  et  où 

m  -f-  n  


/«i  ^=:  1         /Il  ^  \  nti/i, 

2  -       .      _    . , 

les  termes  de  cette  suite  auront  pour  limite 

\/n-  —  m-  \  m-  —  /i- 


r?i 


selon  que  l'on  aura  n  ^  ;;?. 


lo- 


arc  ces-  i..„ '"  +  V  ^"- "  "" 


Briosciii. —  Sur  une  forme  binaire  du  huitième  ordre.  (21.3-220,  ital.). 

La  forme  binaire  du  liuitièmc  ordre  y,  pour  laquelle  le  covariant 
du  buitième  ordre 

satisfait  identiqucmenl  à  la  relation 

où  p  est  une  constante,  ne  diffère  que  par  un  facteur  constant  du 
hessicn  d'une  forme  du  sixième  ordre  pour  laquelle  le  covariant 
correspondant  G  est  identiquement  nul. 

Brioschi.  —  Résultante  de  deux  formes  binaires.  Tune  cubiiiue,  lautre  biquadra- 
tique.  (221-22.3,  itrd.). 

Le  système  simultané  de  deux  formes  binaires,  l'une  cubique, 
lautre  biquadratique,  a  été  étudié  j^ar^L  Gundclfinger:  il  se  coni- 
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|)()sc  de  soi\;inl('-(ni;ilre  lorines;  M.  lîriosclii  exprime  la  lésiillanle 
an  nioNeii  de  eei'Lams  des  iiivananls  de  IM .  (  îuiidclfinger. 


Kronkcker. —  Sur  le  i)olcnliol  dans  une  iiiiilti|ili(il(-  //"i''".  (^■.!■.^'^-■23t,  allcm.)- 

L'auteur  donne  une  forme  remarquablement  simple  pour  l'ex- 
pression du  potentiel  d'un  ellipsoïde,  non  rap|)orté  à  ses  axes, 
dans  une  multiplicité  //"i''''. 

Betti. —  Sur  la  propagation  de  la  chaleur.  (2.32-240,  ital.). 

Sur  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  milieu  isotrope  indé- 
fini dont  on  suppose  tous  les  points  à  la  température  zéro,  sauf  les 
points  contenus  dans  un  espace  déterminé. 

Rkye.  —  Sur  le  complexe  do  sphères  quadratiques  et  sur  les  cyclides  confocalcs. 
(241-257,  allem.). 

L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  la  notion  de  normale  aux 
complexes  linéaires  de  sphères  et  d'arriver  par  une  voie  nouvelle 
au  système  de  cyclides  orthogonales  et  homofocales. 

DiM.  —  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable 
complexe.  (288-276,  ital.). 

Cette  Communication  se  rapporte  au  théorème  de  M.  Weier- 
strass  sur  l'existence  d'une  fonction  entière  dont  on  donne  les 
zéros.  M.  Betti  (t.  III  des  Annales  de  Tortolini,  p.  82)  avait 
établi  une  proposition  qui  est  un  cas  particulier  de  celle  de 
M.  Weierstrass  ;  jNL  Betti  avait  supposé  tous  les  zéros  simples  et 
leurs  distances  mutuelles  supérieures  à  une  quantité  donnée  : 
M.  Dini  montre  comment  on  peut  compléter  la  démonstration  de 
M.  Betti  et  comment  des  considérations  analogues  conduisent  à  la 
démonstration  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler. 

ScnLAEiLi.  —  Quelques  remarques  sur  les  fonctions  de  I.amé.  (276-287,  allem.). 

En  désignant  par  A,  B,  C  (A  >>  B  >•  C)  les  carrés  des  demi-axes 
d'une  surface  du  second  degré,  telle  que  A  —  C,  B  —  C  soient  des 
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constantes,  et  en  posant 


/ABC 


les  fonctions  de  Lamé  (^Leçons  sut-  les  fonctions  inverses  des 
transcendantes,  p.  2^9)  sont  des  lonctions  entières  du  /?"''"«  de- 
gré des  demi-axes,  de  la  forme 

P  =  A«B?OQ. 

où  les  exposants  a,  [Si,  y  sont  zéro  ou  -,  où  Q  est  une  fonction  en- 
tière de  A  dont  le  degré  v  est  déterminé  par  l'équation 

2  ( a  ^-  [3  -h  Y  + '0  =  ''j 
et  telles  que 

£  d^V 
P  ~dF 

soit  une  fonction  entière  (du  premier  degré)  de  A;  l'auteur 
montre,  d'une  façon  élémentaire,  que  l'équation  O  z=  o  a  toutes 
ses  racines  réelles,  que  les  v+  i  fonctions  Q  qui  appartiennent  à 
un  même  groupe  d'exposants  a,  [ii,y  sont  différentes,  et  qu'il  y  a 
effectivement  2/«  +  i   fonctions  P. 


WuLF  (R.).  —  Sur  la  relation  entre  la  période  des  taches  du  Soleil  et  les  varia- 
tions magnétiques  observées  à  Rome.  (288-298,  allcm.). 

Geiser.  —  Sur  les  sécantes  triples  d"une  courbe  gauche  algébrique  ( 29^-806,  ail.). 

Problème  de  géométrie  numérique.  Nombre  des  sécantes  triples 
qui  passent  par  un  point  de  la  courbe,  degré  de  la  surface  réglée, 
engendrée  par  une  telle  droite,  etc. 

Casorati.  —   Sur  une    formule  fondamentale  concernant  les  discriminants  d'une 
équation  différentielle  et  de  son  équation  primitive  complète.  (307-812,  ital.). 

Relation  entre  le  discriminant  d'une  équation  différentielle  de 
la  forme 

«»o  dx"^  -t-  ç,  dx"^"^  dy  +  .  .  .  -1-  tp,,, dy"^  =  o. 

où   les  'S>   sont  des   fonctions  de  .r  et  de   r,  et  le  discriminant  de 
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1  cqualioii    ohlcnue   par   rinlé^ralion    et   que   Ton   suppose   de   la 
lorme 

OÙ  les  /  sont  des  fonctions  de  x  et  de   )'  et  où  il  est  la  constante 
a  ri)  i  Ira  ire. 

Bertisi.  — Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du  cinquième  ordre.  (Sia-Saô,  ital.). 

Ces  courbes,  qui  peuvent  être  obtenues  par  une  transformation 
quadratique  des  courbes  du  quatrième  degré,  peuvent,  si  on  les 
suppose  sans  points  doubles,  être  rangées  dans  deux  classes  :  les 
unes  admettent  une  droite  quadri-sécante,  les  autres  en  admettent 
une  infinité;  ce  sont  les  premières  qu'étudie  M.  Bertini,  il  s'oc- 
cupe spécialement  des  droites  tri-sécantes  et  des  coniques  cinqui- 
sécanles. 

Jung.  —  Sur  les  moments  obliques  d'un  système  de  points.  (827-339,  ital.). 

Etant  donné  un  système  de  points  (o,,  o^,  .  .  .)  affectés  de  coef- 
ficients numériques  (/?«,,  //îo,  .. .),  l'auteur  appelle  moment  oblique 
de  degré  /•  de  ce  système  par  rapport  à  un  plan  la  somme  HmiX'i 
où  Xi  est  la  distance  du  point  o/  au  plan,  comptée  parallèlement  à 
une  direction  fixe;  il  parvient,  pour  r=  2,  par  voie  synthétique, 
à  une  représentation  analogue  des  plans  de  moment  constant. 
Celle  que  Hesse  a  employée  pour  rendre  intuitive  la  distribution 
des  plans  de  moment  constant;  la  quadrique  imaginaire  (i/?2«o-i_ 
nâres  Bild)  de  Hesse  est  remplacée  par  une  quadrique  qui  peut 
être  nulle  ou  imaginaire. 

BiiLTRAMi.  —  Sur  la  théorie  des  axes  de  rotatirm.  {^\o-'My.>.,  ital.). 

Exposition  élégante  des  pi'incipes  de  la  théorie  développée  par 
Chelini  et  M.  Turazza. 

BoNCOMP.vGNi.  —  Sur  un  testament  inédit  de  Nicolo  Tartaglia.  (363-4 12,  ital.). 

Ce  testament  est  repi^oduit  autographiquement. 
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Crf.moxa.  —  Sur  une  certaine  surface  du  qualrième  ordre.  {\i3-\.>Ji,  ilal.). 
Sur  la  surface  engendrée  par  faisceaux  projcclifs 

Si  —  ÀSj  rr:  O, 
Sj  —  XSi  =:  O 

(le  surfaces  du  second  degré,  en  supposant  que  toutes  les  surfaces 
S  =  o  se  touchent  en  un  même  point. 


WEIERSTRASS.  —  Zur  Théorie  der  eindeltigen  axalytischen  FlxVctio- 
NEN.  —  In-4",  60  pages  ('). 

Dans  cet  important  travail,  dont  les  résultats  deviendront  clas- 
siques, l'illustre  géomètre  s'est  préoccupé  principalement  d'éta- 
blir diverses  formes  analytiques  susceptibles  de  représenter  une 
fonction  uniforme  satisfaisant  à  certaines  conditions  :  l'importance 
et  la  généralité  des  conclusions  auxquelles  parvient  M.  Weierstrass, 
la  rigueur  avec  laquelle  elles  sont  déduites,  donnent  à  son  œuvre 
une  valeur  exceptionnelle. 

Une  fonction  uniforme  de  x  est  dite  i-égulière  dans  les  envi- 
i-ons  du  point  a  quand,  pour  les  valeurs  de  J?  telles  que  le  module 
de  X  —  a  soit  inférieur  à  une  quantité  finie,  elle  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  convergente  telle  que 

Ao  -h  ki{x  —  a)  -\-  ki{x  —  «)-+.... 
La  même  condition  convient  pour  le  point  oo  ,  en  remplaçant  x  —  co 
par  —  •  Tout  point  par  lequel  une  fonction  uniforme  n'est  pas  ré- 
gulière est  un  point  singulier  :  un  tel  point  singulier  a  est  non- 
essentiel,  si  l'on  peut  rendre  la  fonction  l'égulièi'e,  dans  les  envi- 
rons du  point  a,  en  la  multipliant  par  une  puissance  entière  et 
positive  de  x  —  a\  si  on  ne  peut  le  faire,  le  point  a  est  un  point 


(')  AbhainUiiugen  cIlt  hiJnig.  Akucl.  der  Wiss.  zu  Berlin,  187G.  —  Annales  de 
l'École  A'ormdle  supérieure.  7'  série,  t.  \III,  p.  iii. 
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s'iui^uVicr  rssrnd'el.  Le  caraclèrc  propre  des  ioiiclions  rationnelles 
consiste  en  ce  qu'elles  ne  peuvent  avoir  que  des  points  singuliers 
non-csseuliels  :  on  n'aperçoit  d'abord  (prune  fonction  nnilorme  qui 
n'a  que  des  points  singuliers  non-csseutiels  en  un  nondjre  né- 
cessairement Uni,  puistpi'on  peut  la  représenter  par  le  quotient  de 
deux  polynômes  entiers  en  a^. 

Les  fonctions  uniformes  n'ayant  qu'un  seul  point  singulier  es- 
sentiel, situé  à  l'infini,  olfrent  un  intérêt  particulier  et  sont  l'objet 
d'une  étude  spéciale  ;  elles  peuvent  être  représentées  par  des  sé- 
ries de  la  forme 

A  -+-  A,  j:-  h-  A,^--  +  .  .  . , 

convergentes  dans  tout  le  plan;  réciproquement  une  telle  série 
illimitée  représente  une  fonction  uniforme  avant  un  seul  point 
singulier  essentiel,  situé  à  l'infini.  M.  Weierstrass  donne  à  ces 
fonctions  le  nom  de  fonctions  entières  (transcendantes);  les  fonc- 
tions entières,  au  sens  ordinaire  du  mot,  étant  dites  ralionnelles 
entières. 

On  voit  aisément  qu'une  fonction  entière,  au  sens  de  l'auteur, 
ne  peut  avoir,  dans  une  portion  limitée  du  plan,  qu'un  nombre 
fini  de  zéros,  même  lorsque  l'on  compte  pour  n  zéros  un  zéro 
d'ordre  n  de  multiplicité.  La  suite  des  zéros  «(,  (ic,,  rr,,  .  .  .  d'une 
fonction  entière,  que  leur  nombre  soit,  dans  tout  le  plan,  fini  ou 
Infini,  peut  donc  être  rangée  de  façon  à  satisfaire  aux  conditions 
suivantes  : 

1°  Chaque  valeur  entre  dans  la  suite  autant  de  fols  qu'il  y  a 
d'unités  dans  l'ordre  de  multiplicité  du  zéro  correspondant; 

2°  Pour  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  f/,,  r/o,  a^,  ..., 
on  a 

I    ««+1    \l\(ln\V)\ 

3'^  Si  la  suite  des  zéros  est  illimitée,  on  a 

lim   I  Clu  I  rrz  00  . 

Réciproquement,  étant  donnée  une  suite  de  nondjresr/,,  (t^_,  «a,-.. 
satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  on  [leut  se  demander  s'il 


(')    Le  sVMilioh'  |r/|   (Ic'si^iic,  en  l;rlicr;il,   Ir   iikkIiiIc   dr   l.i    i|ii.iiilil< 


4-îo 
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existe  une  fonction  entière  dont  la  suite  des  zéros  soit  précisément 
la  suite  r/,,  a.^,  «3,  .  .  .,  et  dans  quelle  mesure  une  telle  fonction, 
dont  on  démontre  effectivement  l'existence,  est  déterminée. 

On  reconnaît  d'abord  immédiatement  qu'on  peut  toujours  for- 
mer, et  cela  d'une  infinité  de  façons,  une  suite  de  nombres  entiers 
et  non  négatifs, 


/«.,, 


tels 


qu( 


la 


série 


y 


T 


soit  convergente  pour  toute  valeur  finie  de  x  ;   dès  lors  la  fonc- 


tion 


■(->  =  î:i 


a., 


se  comporte  évidemment  comme  la  dérivée  logarithmique  d'une 
fonction  entière  dont  la  suite  des  zéros  serait  la  suite  a,,  «o?  fïa,.--. 
et  M.  ^^  eierstrass  établit  effectivement,  en  toute  rigueur,  l'exis- 
tence d'une  fonction   entière   G(^),  satisfaisant  à  cette  dernière 


condition,  satisfaisant  aussi  à  l'égalité 


f/G(.g) 


=  F(^)G(^). 


Sa  démonstration  le  conduit  en  même  temps  à  une  proposition 
que  l'on  peut  regarder  comme  capitale  dans  cette  théorie  et  qui 
concerne  un  mode  de  représentation  analytique  d'une  fonction 
entière  quelconque,  mode  de  représentation  qui  met  en  évidence 
les  zéros  de  cette  fonction  : 

Toute  fonction  uniforme  entière  de  x  peut  être  exprimée 
par  un  produit  infini  dont  les  facteurs  sont  des  fonctions  pri- 
maires (  '  )  de  X,  de  la  forme 


(')  M.  ^^'cierslI•ass  appelle  en  général /o/?c/?o/(  primaiie  de  x  {Prinifunction) 
toute  fonction  uniforme  de  x  ayant  seulement  un  point  singulier,  essentiel  ou  non, 
et  n'ayant  au  plus  qu'un  zéro;  la  forme  générale  de  ros  fonctifins  est.  en  désignant 
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où  g{jc)  osL  uni'  foiiclioii  ralionnellc  entière  de  .r,  s\inni/lnnt 
pour  X  =  o,  et  où  k,  l  sont  des  constantes. 

Il  est  bien  enlendu  que  la  fonction  g[.r)  peut,  ainsi  que  l'une 
des  constantes  /.,  /,  se  réduire  à  zéro,  et  qu'une  constante  doit  être 
regardée  comme  une  fonction  prin)aire. 

Par  exemple,  l'inverse  de  la  fonction  culéricnne  r(x4- j)  peut, 
d'après  la  définition  de  Gauss,  être  mise  sous  la  forme 


( 


n  I 


cette  fonction  est  entière  (transcendante),  ainsi  qu'on  le  déduit 
bien  aisément  de  cette  forme  même,  eiXes  facteurs  primaires  sont 
précisément  les  fonctions 


X\      -.Hogfl-)--^ 
I  --I \  ^  \       " 

n 


Quant  à  la  seconde  question,  la  réponse  est  immédiate;  toute 
fonction  entière,  ayant  les  mêmes  zéros  que  la  fonction  entière 
0(0"),  peut  être  mise  sous  la  forme 

G(,r)e'"-^. 


où  G  (ci)  désigne  aussi  une  Ibnction  entière. 

Si  maintenant  f{x)  désigne  une  fonction  uniforme  avant  un 
seul  point  singulier  e^  essentiel  ou  non,  on  pourra  la  mettre  sous 
la  forme 

/•(.r)  =  -^       ' 


G  désignant  une  fonction  entière,  transcendante   ou  rationnelle, 
selon  que  le  point  c  sera  un  point  singulier  essentiel  ou  non. 


par  c  le  point  sinsnlior. 


\.T-C  ) 


k,  l  étant  des  constantes  et  G  une  fonction  entière  :  il   se  borne  d'ailleurs  au  cas 
où  celte   fonction  est  rationnelle  :  quand  le  point  sinijulier   est   à    l'infini,    x  —  c. 

I    ■     .  I      .  I 

doit  être  remplace  par  —  • 

X 

llitll.  flfK  Sc/f //(■(•<:  niat/u-/i/.,  ■•'■  Série,  1.   \.  (Novenilire  iSSi.)  '))• 


442  PREMIÈRE  PARTIE. 

De  même,  la  i'ol'me  la  plus  générale  des  fonctions  uniformes 
avant  un  seul  point  singulier  essentiel  c,  avant,  en  outre,  tels 
points  singuliers  non-essentiels  que  l'on  voudra,  sera 


<^.) 


G, 


oii  G|,  Go  désignent  des  fonctions  entières,  ne  s'annulant  pas  pour 
la  même  valeur  de  x  et  dont  lune,  au  moins,  est  transcendante. 

L'expression  la  plus  générale  des  fonctions  uniformes  de  x 
avant  n  points  singuliers  C|,  Co,  .  .  .,  c«  peut  de  diverses  façons 
s'obtenir  en  combinant  n  fonctions  n'ayant  qu'un  seul  point  sin- 
gulier; les  formes  suivantes  sont  les  plus  simples  : 

les  G  désignant  les  fonctions  entières  et  R(j:)  représentant  une 
fonction  rationnelle  ne  pouvant  s'annuler  ou  devenir  infinie  que 
pour  les  points  singuliers  essentiels. 

Toute  fonction  uniforme  de  x,  ayant  n  points  singuliers  essen- 
tiels c^yC^,  •  .  -1  Cn,  ayant  en  outre  un  nombre  arbitraire  (même 
infini)  de  points  singuliers  non-essentiels,  peut  être  représentée  par 
l'une  ou  l'autre  des  deux  expressions 


G. 


X t\ 

.  =  1 


/  i  \  .r  —  c 


R(.r), 


n  G- 


X    C; 


,  =  1 


les  fonctions  G  et  R  ayant  la  même  signification  que   précédem- 
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ment,  les  nuniérateur.s  cL  les  déiiominiileiirs  ne  s'annnliinl  pas 
pour  la  même  valeur  de  .r. 

Inversement,  en  prenant  ail)iliaireni('iit  les  lonclions  G,  ces 
expressions  représenlciil  //  points  singuliers  essentiels  C) ,  Co,  ...,r„ 
ou  un  nombre  moindre;  j)()ur  cpie  tous  les  points  c  soient  des 
points  singuliers  essentiels,  il  faut  que  les  fonctions  G  satisfiissent 
à  certaines  conditions;  quant  au  noml)re  des  points  singuliers  non- 
essentiels,  il  n'est  soumis  à  aucune  restriction. 

Pour  établir  ces  propositions,  l'auteur  s'appuie  sur  un  lemme 
qui  offre,  en  lui-même,  un  intérêt  considérable  et  que  voici  : 

Soit 

les  quantités  c,  k  étant  des  constantes  soumises  seulement  aux 
restrictions  suivantes  :  aucune  des  quantités  /.-(jÂo,  ...,/.„  ne 
peut  être  nulle,  deux  des  quantités  C|,  Cj,  .  .  . ,  c«  ne  peuvent  pas 
être  égales;  soient  maintenant 

F„(r),     F.(.r),      ...,     F„_,(r), 

des  fonctions  uniformes  de  >',  ayant  un  point  singulier  essentiel  à 
l'infini;  non  seulement  l'expression 


V 


l-.(,r) 


OÙ  c  représente  une  quelconque  des  quantités  Ci,  Co,  .  .  .,  c„  et  où 
Ton  suppose  )'  remplacé  par  o(.r),  représente  une  fonction  uni- 
forme ayant  les  points  singuliers  essentiels  C(,C2,  ...,c„,  mais 
encore,  étant  donnée  une  telle  fonction  y(^),  on  peut  déterminer 
les  fonctions 

Fo(.v),     F,(r),     ...,     F„_,(.v) 

de  façon  que  l'on  ait 

n  =  \ 

/(.r)=  y  F.r?(^oi 

les  fonctions 

FoOO F„-,(v) 
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seront  toutes  p/?//V'/y'.s- (transcendantes),  si  la  fonction  /'(j")  n'admet 
pas  d'autres  pouits  singuliers  essentiels. 

Enfin  yi.  A\eierstra5S  examine,  dans  le  voisinage  d'un  point 
siniiulier  essentiel,  le  mode  d'existence  de  ces  fonctions  uniformes, 
à  nombre  limité  de  points  singuliers  essentiels,  dont  il  a  été  pré- 
cédemment question,  et  démontre  qu'elles  s'approchent  autant 
ffu'on  le  veut  de  telle  valeur  qu'on  v€ut.  M.  Picard,  à  qui  l'on 
doit  la  traduction  du  Mémoire  de  M.  Weierstrass,  a  récemment 
complété  cet  énoncé  en  montrant  que  ces  fonctions,  dans  le  voi- 
sinage d'un  point  singulier  essentiel,  altci^ncnt.  cJJ'ectkement 
telle  \;il(tir  (pion  veut. 


SCHUR.  —  Gi:oMi:TKisf:iiE  U.NTi:nsLcnLXGKX  ubicu  Stumm.kncomi'lexr  I'RSten 
iNf)  zwinrKN  GiuDKS  (  '  j. 

Lauteur  se  propose  d'étudier  à  un  point  de  vue  purement  géo- 
métrique les  propriétés  des  complexes  du  second  degré,  propriétés 
étudiées  seulement  jusqu'ici  analvtiquement.  Il  devait  par  suite 
trouver  un  équivalent  de  l'équation  analytique,  c'est-à-dire,  une 
g;énération  géométrique  des  complexes  du  second  degré. 

On  obtient  une  telle  génération  au  moven  de  deux  faisceaux 
réciproques  de  complexes  linéaires;  autrement  dit,  si  l'on  fait 
correspondre  projectivement  la  variété  doublement  infinie  de 
complexes  linéaires  qui  passent  par  une  surface  réglée  du  second 
de2:ré  R,  la  variété  aussi  doublement  infinie  de  eonoruences 
linéaires  passant  par  une  autre  sui^face  S,  les  surfaces  réglées 
communes  à  chaque  complexe  linéaire  passant  par  R  et  à  la  con- 
gruence  linéaire  correspondante  passant  par  S  constituent  un 
complexe  du  second  degré.  Avant  de  montrer  que  tout  complexe 
du  second  degré  peut  être  engendré  de  la  sorte  et  de  déduire  de 
ce  mode  de  génération  les  propriétés  principales  du  complexe, 
l'auteur  entreprend  une  étude  géométrique  des  congruences  de 
second  ordi^e  et  de  seconde  classe  ou  de  second  degré.  (Chap.  I.  ) 


)  Malhrnx.  Aniudcn,  t.  \\  ,  |).  'l'i-'i" 


I 
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Il  miaL;iiu'  |)(jm'  cela  le  coiiiplexc  liiu'aii'c  appIniiK-  siii'  l'espace; 
poiieliiel,  el  alors  (  (lliap.  Il,  J:;  !-(}  )  la  eonj^iiieuce  du  second  degré 
s'()l)lient  comme  représcnlalion  triine  surlace  du  second  deyré.  (3n 
arrive  ainsi  lacileiiienl  aux  propriélés  des  congruences  du  second 
degré,  c<'lles  (jui  coneeruenl  les  général  ions  imporlanles  à  eonsidi'-- 
rer  dans  la  suite,  aussi  hien  (pie  celles  <pii  se  rapporicnl  au\  sur- 
faces locales. 

En  particularisant  (ij  7)  la  position  de  la  surface  du  s<'eond 
degré  représentative  de  la  congruence,  relativement  à  une  autre 
surface  du  deuxième  degré  d'imporlanc*'  fondamentale  dans 
la  représentation  du  complexe  linéaire  sur  l'espace  ponctuel,  on 
obtient  les  tvpes  princi|)aii\  de  congruence  du  second  degré  ou  de 
surfaces  de  Kummer,  tels  c[ue  \\  eder  les  a  donnés  dans  le  l.  ^  Il  des 
Mathemalische  A nnalen . 

On  substitue  ainsi  à  l'appareil  complicpié  des  diviseurs  élémen- 
taires de  Weierstrass  la  considéralion  Ijicn  plus  intuitive  des 
relations  de  position  de  deux  surfaces  du  second  degré. 

L'auteur  arrive  alors  (Chap.  111,  §  i2j  à  la  démonstration  de  la 
génération  d'un  complexe  du  deuxième  degré  par  deux  faisceaux 
réciproques  de  complexes  linéaires.  Il  v  parvient  en  clierchanl  les 
surfaces  réglées  du  second  degré  contenues  dans  un  complexe  du 
deuxième  degré.  Partons  d'une  telle  surface  réglée  par  laquelle 
nous  menons  une  congruence  linéaire;  cette  congruence  a  avec  le 
complexe  du  second  degré  une  seconde  surface  réglée  commune; 
partant  de  cette  dernière  et  continuant  de  même,  on  voit  cjue  toutes 
les  surfaces  réglées  du  complexe  auxquelles  on  [)eut  arriver  ainsi 
constituent  une  variété  triplement  iniinie.  Ces  sur  la  ces  se  distribuent 
en  deux  systèmes  que  l'auteur  a|)pelle  systèmes  de  sur/aces  fon- 
damentales eorrespondantes  :  deux  surfaces  de  systèmes  différents 
peuvent  en  effet  être  prises  pour  bases  de  deux  faisceaux  récipro- 
ques de  complexes  linéaires  engendrant  l<3  complexe  du  deuxième 
degré.  Deux  surfaces  réglées  appartenant  à  un  même  svstème  sont 
situées  dans  un  complexe  linéaire,  deux  surfaces  de  svstèmes 
différents  ont  ou  bien  une  position  tout  à  fait  générale  ou  bien  se 
trouvent,  dans  un  cas,  sur  une  congruence  linéaire.  De  ce  mode 
de  génération  résulte  la  considération  d'un  second  comj)le\e  que 
Ton  |)eut  dire  en  involution  avec  le  complexe  donné  C-  poiii-  b^qiiel 
les  surlaces  réiilées  soni  en  m  vol  ni  ion  a\  ec  celles  des  deux  s\  slèiiie-- 
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de  G-.  L'auteur  montre  maintenant  (§  3)  que  toutes  les  surfaces 
appartenant  aux  deux  systèmes  qui  passent  par  un  ravon  quelcon- 
que p  de  G-  appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  le  complexe 
tangent  relatif  à  ce  rayon. 

Ce  complexe  tangentiel  (§  4)  a  en  commun  avec  G-  une  con- 
gruence  du  deuxième  degré  qui  contient  en  particulier  quatre 
faisceaux  de  rayons,  dont  les  plans  passent  paryj  et  dont  les  centres 
sont  situés  sur  p.  On  démontre  maintenant  que  chacun  des 
complexes  linéaires,  en  nombre  simplement  infini,  qui  passent  par 
ces  quatre  faisceaux  de  rayons  est  un  complexe  tangent  relatif  à  y?  ; 
mais  chacun  se  rapporte  à  deux  nouveaux  systèmes  de  surfaces 
fondamentales  correspondantes. 

De  la  sorte,  toutes  les  surfaces  réglées  contenues  dans  G-  se 
trouvent  distribuées  en  un  nombre  simplementinfini  de  tels  couples. 
En  fixant  i un  de  ces  couples,  on  peut  désormais  faire  correspon- 
dre à  cha(]ue  rayon  de  l'espace  un  complexe  linéaire  comme  com- 
plexe polaire;  on  peut  voir  qu'à  tous  les  rayons  passant  par  un 
point  correspondent  tous  les  complexes  passant  parla  surface  réglée 
corrrespondant  au  point;  à  tous  les  rayons  situés  dans  un  plan 
correspondent  tous  les  complexes  passant  par  la  surface  réglée 
polaire  du  plan. 

De  plus,  toujours  sous  les  même  conditions,  on  yoit  (§  4)  que 
les  surfaces  polaires  de  tous  les  points  de  l'espace  d'une  part,  et 
d'autre  part  les  surfaces  polaires  de  tous  les  plans  de  l'espace 
constituent  les  deux  systèmes  de  surfaces  fondamentales  d'un 
complexe  du  deuxième  degré  K-.  Ge  complexe  K-  est  le  lieu  des 
rayons  dont  les  complexes  polaires  sont  des  complexes  linéaires 
spéciaux;  leui's  directrices  forment  un  nouveau  complexe  L-  qui 
se  l'eprésente  univoquement  sur  K-.  Les  points  (§  5)  qui  sont 
situés  sur  leurs  surfaces  polaires  sont  des  points  singuliers  du 
complexe  G-,  c'est-à-dire  que  les  cônes  du  complexe  passant  par 
ces  points  se  décomposent  en  deux  plans  et  que  de  plus  l'intersec- 
tion de  ces  plans  ou  droite  singulière  correspondante  appartient 
alors  au  complexe  R-.  Les  rayons  singuliers  de  G-  sont  dès  lors 
les  rayons  communs  à  tous  les  complexes  K-.  La  chose  analogue  a 
lieu  pour  les  plans  singuliers  et  leurs  rayons  singuliers.  L'auteur 
montre  ensuite  (§  (3)  que  parmi  les  couples  en  nombre  simplement 
infini  de  surfaces  de  bases  corres|)ondantes  de  G-  il  }  en  a  six  tels 
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que  les  deux  syslèmes  se  eliangenl  1  un  (huis  laiilre.  Il  anive  ainsi 
à  la  considération  du  complexe  linéaire  lundanienlal  G.  Alors  le 
complexe  polaire  d'un  ravon  (juclcoiupie  p  est  en  même  temps 
complexe  polaire  du  ra\on  conju<;ué  de  p  dans  le  complexe 
linéaire  C.  L-  devient  alors  aussi  linéaire  et  se  confond  avec  G;  K- 
se  change  aussi  en  un  complexe  linéaire,  mais  tel  qu'à  un  rayon  de 
G  correspondent  deux  ravons  de  K-  et  à  ces  deux-ci  seulement  un 
ravon  de  G.  Alors  aux  ravons  singuliers  de  G-  qui  se  trouvent  sur 
K-  correspondent  (§  7)  les  rayons  d'une  congruence  de  deuxième 
degré  située  sur  G,  et  il  en  résulte  directement  une  des  générations 
données  précédemment  pour  cette  congruence.  Et  comme  les 
relations  des  points  et  des  plans  singuliers  de  G-  avec  leurs  sur- 
laces polaires  montrent  qu'ils  sont  identiques  aux  points  et  aux 
plans  locaux  de  celte  congruence,  on  a  ainsi  une  démonstration 
directe  de  l'identité  de  la  surface  des  singularités  du  complexe  C- 
et  de  la  surface  de  Kummer.  La  définition  (§  8)  des  complexes 
du  second  degré,  en  nombre  simplement  infini,  situés  en  involution 
avec  G-,  montre  immédiatement  qu'il  ont  la  même  surface  de 
singularités  que  G-. 

On  voit  enfin  que  deux  quelconques  d'entre  elles  sont  en 
involution,  c'est-à-dire  que  les  surfaces  réglées  constituant  un 
couple  de  surfaces  fondamentales  correspondantes  pour  l'un  des 
complexes  sont  des  directrices  pour  un  autre  complexe.  On  a  là 
une  relation  entre  deux  complexes  qui  ont  la  même  surface  de 
singularités,  c'est-à-dire  d'après  la  définition  analytique  qui 
forment  un  système  unifocal.  A  oir  Klei]v,  Ziir  Theoi-ie  der  Linien- 
complexe  i.  und  2.  Grades  {Math,  jinn.,  Bd.  II,  S.  198.) 

Ge  résultat  doit  être  considéré  comme  analogue  à  ce  théorème, 
(jue  deux  surlaces  homofocales  du  deuxième  degré  se  coupent  à 
angle  droit. 
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MELANGES. 


SUR  LE  MOUVEMENT  DU  PENDULE  CONIQUE; 
Par  m.  V.  TISSERAND. 

M.  Resal  a  montré  dans  son  Traité  de  Mécanique  que  la  courbe 
décrite  ])ar  la  projection  de  l'extrémité  du  pendule  sur  Thorizon, 
dans  le  cas  des  petites  oscillations,  est  une  ellipse  dont  le  grand 
axe  tourne  dun  mouvement  uniforme  autour  de  son  centre.  Les 
calculs  suivants  ont  pour  but  de  fixer  le  degré  d'approximation  de 
cette  solution. 

Soient  /  la  longueur  du  pendule,  g  la  gravité,  8  l'angle  du  pen- 
dule avec  la  verticale,  Oq  le  maximum,  8(  le  minimum  de  9,  o  l'an- 
gle que  fait  le  jjlan  vertical  du  pendule  avec  la  position  initiale  de 
ce  plan  ;  en  admettant  que,  pour  /  =:  o,  ()  ==:  Gq  et  <5  =  o,  on  a  les 
formules  suivantes  : 

'•  =  \lr 

.'-  .   sinO  ^cosOo  H- cos6,6!'0 

Y/(cos6 — -cosOq)  (cos6i — cosO  j  (i+cos6  cos6oH-<^t)s6  ces  61  + eus Oq  ces 0,) 

.    sinGo  sinOi<iO 

sinOy/(cosÔ — ^cosOo)(cosôi — ■cos6)(n-cos6cos0o-i-cos6  cos0i-i-cosGoCOs6i) 

Nous  allons  développer  ces  formules  en  séries  ;  posons 
sinO  =  </,      sinOy  =  «0,      sinOi=::«i; 
(3)  /r  =  «^  cos'-d/ -h  «j  sin-'i;. 

Pour  t  =  o,  on  aura  ']j  =z  o\  on  tire  de  là 

cl^  J(cosO  -f-  cos6o)(cos0  -t-  ces 6,)    , 

,,      -  — ^  mz  • — — «y, 

^(cosO  —  cosOo)(cosOi  —  cosO)  u\J\  —  lû 

et  les  formules  (i)  et  (2)  deviennent 

d<l       \/(cos6-t- cosOio)(cosO  4- cosO,)(cosO„ -f- cos9i) 

(  4  )     /iV/2  dt  =  '  —  5 

"*         *  "  \/i — u-    y  I -h- cos6  cosOo -h  cosO  cosOi -f- cosôo  cosôi 

UQUld<\i  \/(cos6 -+- cos6n)  (cosO -)- cosO,) 

(  o  )        d-^  —  ,.  :  ' 

«'y^i  — ■  a-  y  I  -1-  cos6  cos6n  -+-  cos6  cosO,  -\-  cosô,,  cosOi 

I 
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On  a  les  développenienU  suivants  : 


•osO   =  I  ^ (t- II* 


cosO.,  =  1  —  -«0  —  j^"o 


I     ,        I     , 
cos 0,  =r  I i(-.  —  r^u*.  — ...  ; 


on  en  conc 


lut 


y  (I  H-  eus 6  cosO.,  -i-  cosO  cosOi  +  cosOq  cosOi  ) 
4 

//■-  -^  u'I  -r-  a]        II*  -^  n\  —  d]        II'  «l  -i-  "' ii\  -^  ul  u\ 

"^  '  4  Tô  ^  ^6 

Q  (cosO  -i-  cosOo)(cosO  -i-  cos6,)(cosOo  +  cosO,) 
o 

u-  -h  ul  -h  ll'\  II'  -^  //,;  ^  ll\  .,  "'  "f,  -r-  U-  U\  H-  <fp  U\ 

'i  l(>  '  iG 

La  formule  (  5)  donnera  ensuite 

dt    I \-  n-  -^-  u'I  -^  u'\        II*  -r-  ti'i  —  u\ 


[''Tii^ '-''') 


ib 


'r/'V  8  ^  128 

u'-  u\  H-  »-  //r  -i-  /',".  "7 


(6) 


O4 

,(J±_  "0  -T-  //?  _  ^  u\  -^  u\  _  ii\ii\ 

\      ch\^  8  128  64 

on  trouve  de  même 

I        d-:j         3  "0  -^  "1 

Il  est  aisé  de  démontrer  que,  si  loin  qu'on  pousse  les   approxi- 
mations, le  coefficient  de  -r,  '  dans  le   second   membre   de   la   for- 

u- 

inule  (y),  sera  toujours  égal  à  1. 


I           oo 

u-        128 

-i— 

45o 
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11  faut  maintenant  trouver  t  et  o  en  fonction  de  '!^,  en  parlant  des 
formules  (6)  et  (-);  en  se  reportant  à  la  définition  (3)  de  ;<,  on 
trouvera 

/•■•    d')^       r'-  d'h  I  /"i        ,  \ 

/  -i  =    /      — — — ■ —    .         = arc  tan"     —  laiig'L    , 

Jq  "'        Jq     //- cos-'iH- //j  sin-'i        «o"i  \"o  J 

C'    =,  ),       "f>  +  "i  .      "l  —  "l  ■     1 

j  2  '  4 


\\\2'h 


-î^ — ^—^ —  sni  4'^' 

02 


11  en  résultera 


I ,       .  r         "o  +  "i 


25  («^  +  u\)  —o.ijul  "l 


1024 

.,x  /  ^        -'  "0  +  "r 
(8)     ;         +^"ô-"i)l3^+^^^-T7^-^ 


'i  =  arc  tani;-    —  tana  b     +  //„  "1    0  +  27  — ^.-^-^ 


"oifiii'l  —  l'I] 


sin2'J>  -f- 


Nous  poserons 


(9) 

d'où 

(10) 


\  Ci=^  arc  tani;(  —  laiiyi  1, 


ri  ~f~  r  ' 


'M  1 

lani:o,  =  —  laiii:^. 


^11) 


En  résolvant  l'équation  (8)  |)ar  rapport   à  ■]>,  cl   détcrminanl  /' 


par  iécjualiun 


.MliLANUliS. 


k'I  h-  Il \         -i^) ( ni  H-  u\)—  ''.() u'I  II \ 


i5i 


iG 


on  trouvera 

^  r^  k' t  -  {iil  -  it\) 


3  2 


lO'-i-l 


K",  -+-  ^^1 

256 


jiii  2 'il 


On  en  lire  aisément,  au  même  degré  d'approximation, 


(i3) 


^^  =  A'.-K-.^^3-+x.-^ 


",:  +  "7 


i56 


H-.  .  .  )  siii2/i7 


(  +("i-"î''(^^-- •)-"'-''■-■ 


Ak't  + 


En  portant  celle  valeur  de  'i>  dans  l'expression  (11)  de  'J ,  et  po- 
sant 


('4) 


A-  =/.'    1+9       ,. 


il  viendra,  après  des  calculs  faciles  à  efFecluer, 

(i5)    <i'  =  -a^iijc"  t  +  //o"i("o  —  "î*  (;^  +.  .  .  )  ^in:ik'  l^ 

L'équalion  (i  3)  donnera 'J>  ;  (3)  fera  connaître  a-  ousin-G;  es  sera 
déterminé  par  les  formules  (9),  (10),  (i5)- 

Concevons  un  axe  polaire  Ox' ,  faisant  avec  l'ancien  Ox  l'angle  ci' 
déterminé  par  l'équation  (i5  );  l'angle  polaii^e  de  la  projection  du 
pendule,  relativement  à  0.r',  sera  o,;  le  rayon  vecteur  du  même 
point,  compté  à  partir  du  point  O,  sera 

(16)  p  =  ^«; 

on  a,  du  reste,  en  vertu  de  l'équation  (3  ), 


laii--'^ 


-1  )2 

el  (loj  donne 

En  ])osanl  de  même 
on  trouvera 


puEiMiEUE  PAirni:. 


//:   II-  —  u- 
tana^o,  =:  -4  ^ , 


'ë  ^1 


II-   ff-  —  ft: 


lu,,,       Ç,,  =  l{(, 


lani;-'^[ 


'1   P( 


Pu 


u  ou 

(,'7) 


I  I  '     •    , 


c'esl  l'équalion  polaire  d'une  ellipse,  avant  pour  centre  le  point  O, 
Ox'  pour  grand  axe;  les  longueurs  des  axes  de  cette  ellipse  sont 
■J-po  et  2p,. 

L'équation  (i5)  fait  connaître  le  mouvement  angulaire  de  la  di- 
rection du  grand  axe;  (lo)  et  (i3)  donnent  le  mouvement  sui" 
l'ellipse. 

L'angle  'l  est  l'anomalie  excentrique,  ainsi  ([ue  le  montre  l'équa- 
tion (  lo ). 

?sous  allons  donner  le  résumé  des  formules,  en  ajoutant  un 
terme  du  sixième  ordre  dans  l'expression  de  /r',  et  un  du  quatrième 
dans  celle  de  A";  nous  ne  donnons  pas  le  détail  du  calcul  de  ces 
nouveaux  termes. 


V7 


'^;      siiif)o=  //„;     si  110,=  iti 


k'  = 


(1)  <"  uf,-\-ii]    ^   -loi  if^-h  u'D  —  261/lui  ^220((i1  + i/'i)  —  'ii'ialu']{ul-\-//'l: 


iG 


1034 


/."=  A' 


id    -h    l(-,  1  r)l((('*     -+-    U'1.    )    -+-    TjS  II'}    II] 

I  -1-  g—         '    ' 


3o. 


1024 


(II) 


111 


1  '      \ 32  20 


5G 


i638/i 


siii2A'/ 


^  409G  ' 


lanjïo,  =  —  taiij:'!^, 


I 


(VI  )      «p  =  çp,  4-  «f-'. 

On  aura,  dans  une  première  approximation. 


-'"  jî'/ii/'i/'"^; 


//i)//|  est  un  terme  fin  second  ordre,  mais,  à  cause  du  multiplica- 
Iciir  /,  ce  lerme  prend  bien  vile  une  valeur  considérable. 

On  voit  que  le  grand  ax.e  de  Tellipse  tourne  d'un  mouvement 
nnitorme  dans  le  sens  même  du  mouvement  du  pendule,  et  que, 
sur  cette  ellipse,  le  mouvement  de  la  projection  est  défini  par 
cette  condition,  que  l'anomalie  excentrique  croît  proportionnel- 
lement au  temps;  A"  diffère  peu  de  l'unité;  donc  le  grand  axe  de 

l'ellipse  tourne  avec  la  vitesse  angulaire  ^  u^^u^  :  c'est  là  la  solution 

de  M.  Resal. 

Deuxième  approxinintion  : 

o 

•\j  =  /.'  ^  —  T^  (  ul  —  u'\)  sin  T  /.-'  /,  ,, 


'■f'=  j^'/o'/i/'"/- 


\a'  grand  axe  de  l'ellipse  tourne  encore  d'un  mouvement  uni- 
lorme,  mais  la  loi  du  mouvement  sur  l'ellipse  est  plus  compli- 
(piée. 

La  troisième  approximation  est  donnée  par  les  formules  (II)  et 
(\  j;  le  mouvement  de  rotation  du  grand  axe  n'est  plus  propor- 
tionnel au  temps  ;  il  y  a  un  petit  terme  périodique. 

Faisons  une  application  numérique,  en  supposant 

f)„  tr=  3o",       0,  :=  l5". 
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Nous  trouverons 

ti'  :=  -  ?/o  «1  A  "  t  -\-  2'  42"  sin  2  A'  ^. 

o 

En  supposant  /==  o"',  5,  je  trouve  que  le  petit  terme  périodique 
de  o',  savoir  2'42"  sin  2  A'  t  ne  serait  accusé  sur  la  circonférence  qui 
passe  par  les  extrémités  du  grand  axe  de  l'ellipse  mobile  que  par 
un  petit  déplacement  égal  au  plus  à  un  cinquième  de  millimètre, 
et  cependant  9o  et  8(  ont  des  valeurs  relativement  considérables. 

On  peut  donc  conclure  de  là  que,  dans  les  conditions  où  Ton 
fait  généralement  les  expériences  sur  le  pendule  conique,  on  peut 
admettre  sans  erreur  appréciable  que  la  projection  de  l'extrémité 
du  pendule  reste  toujours  sur  une  ellipse  de  forme  invariable,  qui 
tourne  autour  de  son  centre  d'un  mouvement  uniforme. 

Mais,  si  l'on  voulait  calculer  le  lieu  du  mobile  sur  l'ellipse,  il 

faudrait,  dans  la  valeur   de  «L,   avoir  égard  au  terme  périodique 

3       .,  o     •  •  • 

—  9~  ('^0  —  ''?)  sin  2/,'/,  introduit  par  la  seconde  approximation. 


SUR  LA   SUITE  DE  SCHWAB; 
Par  m.  J.  TAWERY. 

Dans  le  Volume   consacré  à  la  mémoire  de  Chelini,   M.   Bor- 
chardt  a  traité  la  question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  lïondjres  positifs  «,,  />,,  017  fait 

a  -^-  h 


«1  +  bi 


,      />2  -.=i\^/a.2bi. 


troinrr  la  limite  de  la  suite  indéfinie, 

a,  />,  'y,,  Aj,  O-i^  h-i,  .... 


iMKLANGKS.  \V^ 

L'Analyse  de  M.  Lîorcliarcll  est  torl  (■Iri^iiiiU;  ;  loulelbis,  je  ne 
crois  pas  inutile  de  faire  remarquer  qu'on  peut  parvenir  par  une 
\()ie  rnlièrem<MiLélénienlairc  à  la  soliilion  du  prohh'Mue  que  l'il- 
lustre fiéonit'lre  n'a  pas  cru  indigne  de  ses  elVorts. 

Soil  tl'abord  a  <<  />;  je  pose 


r/,  =  h  cos-  -1      /-'i  =  l>  cos  ~i       <7,  =  t»i  cos  -  : 


et,  par  suite, 


/>.,    =    6,  cos  y  7 

\ 


:'os  —  ^=^  b  cos  -  cos  -r 
1"-  'x         4 


h  si  II 


pui 


'  a  —  '^  Il 


h„.  cos  —  • 


De  là  résulte  immédiatement  que  <7„  et  b,i  ont,  pour  n  infini,  la 
limite  commune 

h  sina 


Soit  maintenant  a'^h\  je  pose 


a  étant  un  nombre  positif. 
On  aura  de  même 


,  r/„  =  h,i  cil  — •  , 

,     a  2" 

2"sh  — 

3" 
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et  l'on  voit  que   la  limite  commune    de   a,i  et  hn-,  pour  n  infini, 


est 


Enfin,  on  arriverait  à  des  propositions  du  même  genre,  plus  ou 
moins  simples,  en  prenant  pour  point  de  départ,  non  les  expres- 
sions de  sinax,  sha.r,  mais  les  formules  qui  donnent  tangua:, 
sinSa',  sn  ix,  etc. 


COMPTAS   RENDUS   ET  ANALYSES. 


(^OMPTKS    F{KM)rS    ET    \\\LYSES. 

SVLOW  (L.)  cl  LIE  (S.)- —  Œuvrks  complètes  de  Niels-Henuik  Ahili.,  nou- 
velle édition,  publiée  aux  frais  de  l'Ktat  norvégien.  ■!  \o\.  in-i".  Ciiristiania. 
—  Grondahl  et  Fils,  1881. 

L'édition  des  OEuvrcs  d'Abel  que  l'on  doit  à  llolniboe  et  qui  a 
été  publiée  en  iSSg  avait  été  rapidement  épuisée.  Le  soin  avec 
lequel  étaient  recherchés  les  exemplaires,  en  petit  nombre,  qui 
liguraient  sur  les  Catalogues,  l'importance  des  travaux  de  l'illustre 
géomètre,  l'intérêt  actuel  qu'ils  présentent  encore,  tout  faisait  dé- 
sirer une  nouvelle  publication  de  ces  travaux,  et  ce  désir  avait  été 
bien  souvent  exprimé.  Le  gouvernement  norvégien,  sollicité  par 
la  Société  des  Sciences  de  Christiania,  a  accueilli  avec  empresse- 
ment les  vœux  de  tous  les  savants,  et  il  a  confié  à  MAL  Sjlow  et 
Lie  le  soin  de  publier  une  nouvelle  édition,  revue  et  complète,  des 
OEuvres  de  leur  illustre  compatriote.  Le  choix  des  éditeurs  sera 
ratifié  unanimement.  De  tout  temps  la  Norvège  a  tenu,  dans  le 
développement  scientifique,  une  place  considérable.  MM.  Svlow 
et  Lie  sont,  après  M.  Broch,  les  dignes  continuateurs  d'Abel,  et  il 
est  permis  de  penser  qu'eux  aussi,  en  dehors  de  l'influence  qu'ils 
exercent  par  leur  travaux  personnels,  réussiront  à  fonder  une 
école  mathématique  floi'issante  avec  le  concours  de  plusieurs  colla- 
borateurs éminents  et  se  prépareront  des  successeurs,  capables  de 
maintenir  la  réputation  et  l'influence  scientifique  de  leur  pavs. 

MM.  Svlow  et  Lie  ont  pris  à  cœur  la  tâche  qui  leur  avait  été 
imposée  par  le  gouvernement  norvégien  et  qu'ils  avaient  acceptée 
avec  joie.  Nous  ne  craignons  pas  d'être  démenti  par  M.  Lie  si 
nous  disons  que  M.  Sylow  a  pris  une  part  plus  considérable  à  la 
tâche  commune  ;  cela  était  indiqué  par  la  nature  de  leurs  travaux 
et  de  leur  esprit.  Les  recherches  de  M.  Sylow  se  rapprochent  plus 
de  celles  auxquelles  le  nom  d'Abel  demeurera  éternellement  at- 
taché. En  tous  cas,  la  nouvelle  édition  fait  le  plus  grand  honneur 
à  cette  collaboration  des  deux  géomètres,  et  nous  ne  craignons 
pas  de  dire  qu'elle  est  et  restera,  à  très  peu  de  chose  près,  l'édi- 
tion définitive.  On  réimprimera  encore  les  OEuvres  d'Abel,  nous 
aimons  à  l'espérer;  mais  on   fera  peu  de  changements  à  l'œuvre 

liufl.  des  Scie/im  mathêiii..  'i."  Série,  t.   V.  (Décr'iiil)ro   i88t.)  JJ 
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que  nous  avons  sous  les  yeux.  Les  éditeurs  ont  d'ailleurs  profité 
des  conseils  et  dn  précieux  concours  de  plusieurs  savants  qui  ont 
suivi  la  voie  ouverte  par  Abel  ou  ajouté  à  ses  découvertes.  Ils 
citent  particulièrement  MM.  Clebsch,  Kronecker,  Weierstrass, 
Broch,  Jordan  (C),  Schering  et  Borchardt.  L'Académie  des 
Sciences  de  Berlin  a  bien  voulu  mettre  à  leur  disposition  les  ma- 
nuscrits de  plusieurs  Mémoires  imprimés  par  le  Journal  de  Crelle 
et  a  ainsi  rendu,  nous  le  verrons,  un  important  service  à  la  nou- 
velle publication. 

Les  éditeurs  ont  pris  pour  règle  d'admettre,  dans  la  nouvelle 
édition,  tous  les  traynux  publiés  par  Abel;  ils  n'ont  fait  d'exception 
que  pour  un  Opuscule  inséré  en  1824  dans  le  Magasin  des 
Sciences  naturelles,  opuscule  qui  contient  une  faute  grave,  re- 
connue par  Abel.  En  outre,  ils  ont  cherché  à  recueillir  tous  les 
manuscrits  et  toutes  les  lettres  d'Abel  encore  existantes  et  les  ont 
soumis  à  un  examen  minutieux,  pour  en  extraire  tout  ce  qui 
pouvait  présenter  quelque  intérêt  scientifique.  Malheureusement, 
ils  n'ont  pu  retrouver  tout  ce  qui  existait  entre  les  mains  de 
Holmboe,  et  il  v  a  lieu  de  penser  qu'une  partie  des  manuscrits 
d'Abel  a  été  détruite  par  un  incendie  survenu  peu  après  la  mort 
d'Holmboe.  Néanmoins  leur  examen  n'a  pas  été  infructueux,  et  il 
leur  a  montré  que  plusieurs  théorèmes,  trouvés  plus  tard  par 
d'autres  géomètres,  étaient  énoncés  dans  des  Notes  inédites  d'Abel. 
Outre  les  théorèmes  déjà  donnés  par  Holmboe  sur  les  équations 
l'ésolubles  par  radicaux,  nous  signalerons  un  théorème  fondamen- 
tal sur  les  relations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  des  intégrales  de 
différentielles  algébriques,  qu'Abel  avait  énoncé  sans  démonstra- 
tion dans  une  lettre  à  Legendi^e  ;  en  outre,  une  proposition,  li'ès 
générale,  sur  la  convergence  des  séries,  qui  a  fait  l'objet  d'un 
beau  Mémoire  de  M.  Bertrand,  publié  dans  le  Journal  de  Liou- 
ville. 

Le  Tome  I  contient  tout  ce  qui  a  été  publié  par  Abel,  à  l'ex- 
ception du  Mémoire  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  Voici  la 
liste  des  Mémoires  : 

L  Méthode  générale  pour  trouver  des  fonctions  d'une  seule 
quantité  variable,  lorsqu'une  propriété  de  ces  fonctions  est  expri- 
mée par  une  équation  entre  deux  variables. 


r.l)MI'Ti:S    HKNDUS    Kl    AKAI.YSI-S.  in, 

11.   Solution  de  (juoiqiics  probli-mcs  à  l'aide  d'intégrales  définies. 

C'est  dans  ce  Mémoire  qne  se  trouve,  pour  la  première  fois,  la 
belle  démonstration  relative  à  la  lauloclironc,  ou  ])lutol  à  un  pro- 
blème plus  général. 

ni.  Mémoire  sur  les  équations  algébriques  où  l'on  démontre 
l'impossibilité  de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  cinquième 
degré. 

ÏV.  L'intégrale  définie  i!"c5(.r)  exprimée  par  une  intégrale  défi- 
nie simple 

V.  Petite  contribution  à  la  théorie  de  quelques  fonctions  trans- 
cendantes. 

Les  Mémoires  III  et  V  avaient  été  omis  parHolmboe,  parc/e  que 
leur  contenu  se  retrouve  dans  d'autres  travaux  d'Abel.  Nous 
croyons  qu'il  y  av^ait  intérêt  néanmoins  à  les  reproduire. 

VI.  Recherche  des  fonctions  de  deux  quantités  variables  indé- 
pendantes X  et  r,  telles  que  /"(  .r,  i),  qui  ont  la  propriété  que 

est  une  fonction  symétrique  de  c,  .r  et ->'. 

Ce  Mémoire,  écrit  en  français,  fut  traduit  en  allemand  pour  les 
lecteurs  du  Journal  dp  Crelle. 

VII.  Démonstration  d(^  l'impossibilité  de  la  résolution  algé- 
brique des  équations  qui  passent  le  quatrième  degré. 

Les  éditeurs  ont  ajouté  en  appendice  l'analvse  de  ce  Mémoire 
qu'Abel  avait  donnée  dans  le  Bulletin  de  Férussae.  Cette  anaivse 
n'est  pas  signée,  mais  Abel  s'en  est  reconnu  l'auteur  dans  une 
lettre  à  Holmboe. 

VIII.  Remarque  sur  le  Mémoire  n"  i  du  premier  Cahier  du  Jour- 
nal de  Crelle. 

IX.  Résolution  d'un  problème  de  Mécanique. 

X.  Démonstration  d'une  expression  de  laquelle  la  formule  bi- 
nôme est  un  cas  particulier. 
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XI.  Sur  l'intégration  de  la  formule  difFérenlielle  ^z^?  R  et  o 
étant  des  fonctions  entières. 

XII.  Mémoire  sur  une  propriété  générale  d'une  classe  très  éten- 
due de  fonctions  transcendantes. 

Ce  Mémoire  est  celui  qui  a  été  présenté  en  i8'i6  à  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  et  qui  a  été  publié  dans  le  tome  VII  des  Sa- 
vants étrangers. 

C'est  dans  ce  Mémoire  que,  suivant  une  remarque  fort  juste  des 
éditeurs,  nous  voyons  apparaîti^e  pour  la  première  fois  le  nombre 
p  de  Riemann.  On  lira  avec  le  plus  grand  intérêt  la  Note  publiée 
sur  ce  sujet,  p.  298-800  du  tome  II. 

XÏII.  Recherche  de  la  quantité  qui  satisfait  à  la  fois  à  deux 
équations  algébriques  données. 

Ce  Mémoire,  inséré  dans  les  Annales  de  Gergonne,  ne  figurait 
pas  dans  l'édition  d'Holmboe. 

•x^  TT  r     r>      1  1  1         .    •  fil  7?i(m  —  I  )      „ 

XIV.  Recherches  sur  la  série  i  -\ ^  +  — ^ .r-  -|-  .  .  .  . 

I  1.2 

XV.  Sur  quelques  intégrales  définies. 

X\I.   Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques. 

XVII.  Sur  les  fonctions  qui  satisfont  à  l'équation 

o(.r)  4-  '^(r)  =  ^[.r/(r)  +.>■/( -r)]. 

XVIII.  Note  sur  un  Mémoire  de  M.  L.  Olivier,  ayant  pour 
titre  :  Remarques  sur  les  séries  infinies  et  leur  convergence. 

XIX.  Solution  d'un  problème  général  concernant  la  transfor- 
mation des  fonctions  elliptiques. 

XX.  Addition  au  Mémoire  précédent. 

XXI.  Remarque  sur  quelques  propriétés  générales  d'une  cer- 
taine sorte  de  fonctions  transcendantes. 

XXII.  Sur  le  nombre  des  transformations  différentes  qu'on 
peut  faire  subir  à  une  fonction  elliptique  par  la  substitution  d'une 
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loiulioii  ralii)iiiielle  dont  le  degré  est  un  nombre  premier  donné. 

XXIII.  Théorème  général  sur  la  transl'onnalion  des  fonctions 
elli[)ti{jues  de  la  seconde  et  de  la  troisième  espèce. 

XXIV.  Note  sur  quelques  lorinules  elliptiques. 

XXV.  Mémoire  sur  une  classe  particulière  déquations  réso- 
lubles algébriquement. 

XXVI.  Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 

XXVII.  Démonstration  d'une  propriété  générale  d'une  certaine 
classe  de  fonctions  transcendantes. 

XXVIII.  Précis  d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

XXIX.  Théorèmes  et  problèmes. 

Ces  derniers  Mémoires  étaient  tous  connus  ;  nous  ne  saunons 
trop  apprécier  les  notes  excellentes  dont  MM.  Svlovv  et  Lie  les 
ont  enrichis  ;  elles  seront  d'un  précieux  secours  à  tous  ceux  qui 
auront  à  consulter  la  nouvelle  édition. 

Le  Tome  II  comprend  les  Œuvres  posthumes,  les  extraits  de 
Lettres  d'Abel  et  les  Notes  dont  nous  venons  de  parler.  Voici 
comment  s'expriment  à  ce  sujet  les  éditeurs  :  «  Tout  en  reconnais- 
sant le  grand  mérite  de  Holmboe,  comme  l'habile  maître  et  le 
fidèle  ami  d'Abel,  et  aussi  comme  le  zélé  éditeur  de  ses  Œuvres, 
nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  faire  observer  qu'à  notre  avis 
l'éditeur  n'a  pas  toujours  traité  les  manuscrits  laissés  par  Abel 
avec  toute  la  critique  désirable.  En  effet,  dans  le  second  Volume 
de  son  édition,  il  a  imprimé,  à  côté  de  plusieurs  INIémoires  pré- 
cieux, un  certain  nondjre  de  travaux  de  jeunesse,  datant  d'une 
période  où  la  critique  d'Abel  ne  s'était  pas  encore  complètement 
développée.  Et  même  quand  Abel  parle  plus  tard  des  faux  résultats 
auxquels  conduit  un  raisonnement  peu  rigoureux,  il  nous  paraît 
évident  qu'il  pense,  entre  autres,  aux  erreurs  auxquelles  il  avait 
été  porté  lui-même  dans  ses  anciens  travaux,  depuis  longtemps 
rejetés  par  lui;  or  ce  sont  ceux-là  qu'a  admis  Holmboe,  après  la 
mort  de  l'auteur,  parmi  ses  OEuvres  complètes.  Si  nous  avions  à 
faire  la  premièi^e  édition  des  OEuvres  d'Abel,  nous  aurions  re- 
noncé à  publier  plusieurs  travaux  imprimés  dans  le  second  \  olume 
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de  l'édition  de  Holmboe.  Cependant,  comme  ces  travaux  sont 
déjà  connus  du  public  et  souvent  cités,  nous  ne  nous  sommes  dé- 
cidés à  omettre  que  trois  des  travaux  publiés  par  Holmboe,  lesquels 
nous  semblent  n'avoir  plus  aucun  intérêt,  même  historique.  D'autre 
part,  nous  avons  cru  devoir  mettre  au  jour  plusieurs  parties  inédites 
des  manuscrits  d'Abel,  dont  quelques-unes  présentent  un  grand 
intérêt.   » 

Une  bonne  partie  des  manuscrits  a  malheureusement  été  perdue, 
nous  l'avons  déjà  dit,  et  les  treize  premiers  Mémoires  du  Tome  II 
sont  réimprimés  uniquement  d'après  la  première  édition.  Les  édi- 
teurs donnent  la  liste  complète  des  manuscrits  d'Abel  qui  existent 
encore.  Ils  ont  pu  aussi  publier  des  extraits  plus  complets  de  cer- 
taines Lettres  d'Abel.  Bien  des  points  intéressants  seraient  à  signaler 
dans  ce  second  volume,  dont  la  publication  et  l'arrangement  ont 
dvi  coûter  beaucoup  de  peine  et  feront  honneur  aux  éditeurs. 
Mais  nous  cro\ons  en  avoir  assez  dit  pour  faire  comprendre  tout 
le  mérite  de  cette  édition  et  tout  ce  qu'on  y  trouvera  de  nouveau. 
Les  fragments  publiés  pour  la  première  fois  ont  presque  tous  une 
réelle  importance  ;  ils  sont  judicieusement  choisis,  et  ne  pourront 
qu'augmenter  l'admiration  qu'éprouve  pour  Abel  tout  véritable 
géomètre.  Dans  ce  concours  pacifique,  auquel  prennent  part  au- 
jourd'hui toutes  les  nations,  et  dont  le  résultat  sera  d'élever  aux 
savants  un  monument  vraiment  durable  par  la  publication  de  leurs 
œuvres,  la  Norvège  a  tenu  dignement  sa  place.  En  exprimant  cette 
pensée,  nous  sommes  assuré  de  l'assentiment  de  tous  ceux  qui 
regardent  une  haute  culture  intellectuelle  et  morale  comme  le 
j)remier  titre  d'une  nalion.  G.  D. 


MELA\(iKS. 

SUR  QUELQUES  SÉRIES  POUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DÉS  FONCTIONS 
A  UNE  SEULE  VARIABLE  ; 

l'Ait  M.  JIAM'HKN. 

Une  série  nouvelle  que  M.  Léaulé  a  lait  connaîlrc.  il  \  a  peu  de 
mps,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des 
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iiciencrs  (t.  \C,  p.  i4*^^*îj  <"'  <li^>iis  le  .IdiuikiI  de  MathriiKitinaes 
pures  et  (ii>]ili(juées  (l.  A  II.  p.  i!^5),  a  été  |)(»iii'  moi  roccasloii  du 
présent  Mémoire.  En  cherchant  les  conditions  d'existence  de  la 
série  de  M.  Léauté,  j'ai  été  conduit  à  des  séries  plus  générales  qui 
ne  paraissent  pas,  il  est  vrai,  susceptibles  de  beaucoup  d'applica- 
tions, mais  qui  me  semblent  ofiVir  un  intérêt  théorique,  surtout  à 
cause  des  divers  points  de  vue  auxquels  on  peut  les  envisager.  Elles 
peuvent  être  définies,  en  effet,  comme  fournissant  le  développe- 
ment d'une  fonction,  ou  bien  suivant  les  dérivées  d'une  autre 
fonction,  ou  bien  suivant  des  polynômes  successifs,  se  déduisant 
les  uns  des  autres  par  intégration.  De  tels  polynômes  forment  une 
classe  étendue  et  pleine  d'intérêt,  qui  a  été  signalée'  à  rattention 
par  M.  Appell,  dans  un  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  l'Ecole 
Normale  (a*^  série,  t.  IX). 

1.  Considérons  une  suite  indéfinie  de  polynômes  entiers,  conte- 
nant une  variable  x,  dont  le  premier  soit  une  simple  constante, 
et  dont  chacun  soit  la  dérivée  du  suivant.  Soient  Pq,  Vi[x)^ 
P2(^),  ...  ces  polynômes  rangés  par  ordre  :  on  aura,  par  con- 
struction, 

et  Vmij')  est  du  degré  m. 

Soit,  d'autre  part,  y  (j;)  une  fonction  quelconque,  et,  désignant 
par  a  une  arbitraire,  envisageons  l'intégrale  définie 

(2)  \J „,{a)  =  {a  -  X)  f  P,,[Lv  +  {i—t)a]/<'"^'^[ta^{i-t)x]dL 
«-  0 

L'intégration  par  parties,  si  l'on  lient  compte  de(i),  donne 
U,„(«j  -  U,„_i(a)  =/''"^{a)P„,{:r)  _/("0(^)P„^(«). 

En  changeant  successivement  l'indice  ni  en  /n  —  i,  //?  —  2,  ..., 
j'ai  une  suite  de  relations  analogues,  dont  la  dernière  est 

U,{a)=Aa)l\-/(,nl\. 
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De  là  je  conclus  Texpression  suivante  de  \J„i(a)  : 

/(«)Po+/'(«)Pi(.r) 
■     '        '""^^"^-^     -/(.r)P„-/'(..r)P,(a) 


Cette  identité  est  la  source  de  diverses  séries,  suivant  les  condi- 
tions subsidiaires  par  lesquelles  on  achève  la  détermination  des 
polynômes  P.  On  observera,  en  passant,  le  cas  où  Ton  ferait 


1.2. 


C'est  la  série  ordinaire  de  Tavlor  que  l'on  obtient  avec  une  ex- 
pression du  reste  et  une  démonstration  qui  n'ont  rien  de  nou- 
veau. 

2.  Pour  déduire  de  la  formule  (3)  une  classe  de  séries  nouvelles, 
je  détermine  les  polynômes  P  par  la  condition  que  tous,  sauf  un 
seul,  satisfassent  à  la  condition 

(4)  AP,„(«)  +  BP„,(^.)  +  CP„,(c)+...  +  LP„,(/)=o, 

où  A,  B,  C,  ...,  L,  a,  b,  c,  ...  l  sont  des  constantes  données. 

Une  telle  condition  peut  toujours  être  satisfaite,  et  par  une  seule 
série  de  polynômes.  C'est  ce  que  je  vais  d'abord  montrer. 

En  premier  lieu,  si  la  somme  A  +  B  +  C +...-1- L  n'est  pas 
nulle,  la  condition  (4)  ne  peut  être  satisfaite  par  le  polynôme  Po, 
qui  est  une  simple  constante.  Mais  elle  peut  l'être  par  tous  les 
polynômes  suivants,  qui  se  déduisent  chacun  du  précédent  par  une 
intégration  :  la  condition  (4)  servira  à  déterminer  chaque  fois  la 
constante  introduite  par  cette  intégration. 

En  second  lieu,  si  la  somme  A  +  B  +  C +...+ L   est  nulle, 


(')  Celle  formule  ne  diffère  qu'en  apparence  de  celle  qu'a  donnée  M.  Darboux 
dans  son  ^lémoire  Sur  les  développements  en  série  des  fonctions  d'une  seule 
variable.  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  .3°  série,  t.  II,  p.  291). 
Je   fais  allusion  ici  à   la  formule  7  (page  296)   du  Mémoire  que  je  viens  de  ciler. 
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\H)uv  »Mi  liiiir  (I  iiii  seul  c(ni|),  supposons,  en  oiiLic, 

A  +H  +(]  -I-...4-L  =0, 

A  a      +B^       ~\-Cc       +...  +  LZ      =0, 
A«2     +B/>2      +r:f2      +...+  L/2     =:o, 


A rt'^-'  +  B //■  -'  +  Ce-/'-'  + .  . .  +  L /'-->  =  G, 

en  sorle  que  l'exposant  A'  soit  le  plus  petit  de  eeux,  parmi  les  en- 
_  tiers  positifs  [jl,  pour  lesquels  la  quantité 

Aa^'-  -h  B  bi"-  -^  Ccv-  -{- . . .  -i-  h  l^ 

ne  soit  pas  nulle. 

D'après  ces  hypothèses,  la  relation  (4)  est  vérifiée  d'elle-même 
pour  les  indices  /;?=  o,  i,  2,  ...,  (A" —  i),  quels  que  soient  d'ail- 
leurs les  polynômes  P. 

Elle  est  impossible  pour  l'indice  m  = /x.  On  peut  maintenant 
choisir  les  polynômes  de  telle  sorte  que  la  relation  (4)  soit  véri- 
fiée pour  tous  les  indices  supérieurs  à  k.  Mais  il  est  à  remarquer 
que,  de  celte  manière,  les  polynômes  d'indice  moindre  se  trouvent 
entièrement  déterminés. 

Effectivement,  la  suite  indéfinie  des  polynômes  P,  d'après  la 
condition  (i),  dépend  d'une  série  simple  de  constantes  arbitraires 
A(,,  ^M?  ^>25  ••••)  et  l'on  a 


P/«(^)  =  >-o  -— +  >M 


1.2...///  I  .  2  .  .  .  (  //i  — ^  I  ) 


-t-  Aj ;: :    -r  .  .  .  -r-  A/h-i 

I  .  2  .  .  .  (  ///  —  2  ) 

Pour  l'indice  w?  = /.  +  i ,  la  condition  (4)  donne  une  relation 
entre  Ao  et  k,;  pour  l'indice  A"  +  2,  une  relation  entre  Aq?  ^m?  ^^'ii  ••• 
et  ainsi  de  suite. 

J'achève  enfin  la  détermination  des  polynômes,  en  faisant,  pour 
l'indice  A', 

AP,.(«)  +  BP,{b)  +  CP/,(c)  +. .  .-hLP,.(/)  =  I. 

Ce  résultat  est  obtenu  si  l'on  prend 

1.2. ..A- 


Art/'  +  B^^-t-Cc-/'  +...+  \J' 
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En  résumt',  voici  comment  sont  choisis  Jes  polynômes  dont  il 
s'agit  : 

Soient  A,  B,  C.  ...,  L,  cL  a,  b,  c,  ...,  /  des  constantes  ;  emisa- 
geons  les  quantités 

et  soitlik  la  première  de  ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle  dans 

la  suite  Tq.  T,  ,  To 

Il  existe  une  suite  indéfinie  de  polynômes  P,„(j;),  tels  que  l'on 
ait 

(51  AP/,(a)  +  ^Vk{h)  +  CPac)  -^. .  .4-  LPa.(/)  =  I, 

et,  pour  tous  les  indices  m  autres  que  k, 

(6)         AP,„(a)-+-BP„,(Z.)-+-CP,„(c)+...^LP,„(/)=o. 

Ces  polynômes  satisfont  d'ailleurs  à  la  condition  (i),  c^  est-à- 
dire  que  chacun  d'eux  est  la  dérivée  du  suivant. 

Tels  sont  les  polvnômes  que  je  choisis  pour  former  la  série  dont 
je  vais  m'occuper. 

On  a  aisément  une  expression  concise  de  ces  polvnômes,  par  la 
lormule 

I  /  d'"  Xj^  e-'^  \ 

(  7  )       P«.  (  -^  )  =  ,..^...„,  \^.  Ae'«  +  Bei'^+...-+-Le?7  ^_o  ' 

3.   Revenons  à  la  formule  (3j,  mettons  successivement  i»,  c,...,  l 
au  lieu  de  «,  formons  la  quantité 

m     -  R„,  =  AU„,(  «)  -^  BU,„(^)  +  CU,„(c)  -i-. .  .+  LU„,(/). 

et  tenons  compte  des  relations  (5)  et  (6).   Le   résultat  est    ce- ^ 
lui-ci  : 

ff^-^x)  =       \_kj\a)  +  B/(Z.)  +. . .+  L/(/)]P„ 
,^,  +[A/'(a)  +  B/'(è)-^...+  L/'(/)]P,r.r) 


-T- [A/'"'H«)  +  B/(^)+...  +  L/"'0(/)]P,,(.r)  +  R„,. 
Ainsi.  (Virr  les  polynômes  P  ci-dessus  définis  et  une  fonction 
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qut'lconqiir  f(.r),  on  jx'iit  furiticr  urw  sr/'it'  doiil  le  trrnie général 

est 

[\/("')(«)  +  \if'"'\b)+.  .  .+  L/("')(/)JP„,(.r), 

et  qui  représente  la  déruée  d'ordre  k  de  cette  fonction  f{jc), 
sauf  un  reste  dont  V  équation  {^^  fournit  l'expression  par  une 

in  tégra  le  dé  fin  ie . 

4.   Pour  commencer  l'élude  de  cette  série  (9),  j'eu  luis  Tappli- 

cation  à  la  fonction 

/(.r)  =  e>-^. 

Le  terme  général  sera 

La  série  indéfiniment  prolongée  donne  donc  pour  résultat, 

(Ae^«  +  Be^î*  +  . .  .  +  Le'/)[Po  +  Pi( ^0  ^  +  P2(.r)^2  +. .  .]• 

Si  elle  converge,  on  voit,  d'après  (-),  qu'elle  représente  'Qé'-^\, 
ce  qui  est  bien /'^'(x). 
Posons,  pour  abréger, 

(10)  X{1)  —  Ae^"  +  Be'''+.  .  .  +  Le''. 

Soit  0  le  plus  petit  module  des  racines  de  l'équation  A(k)  ^  o, 
sauf  zéro.  La  série 

représente  ou  non  la  fonction  ^-—zr-  suivant  que  le  module  de  Z.  est 

*  A(r)  1 

inférieur  ou  supérieur  à  z.  Donc  la  série  (9),  indéfiniment  pro- 
longée, s'applique  à  la  fonction  c^'  ou  ne  s'y  applique  pas,  sui- 
vant que  ^  est  inférieur  ou  supérieur  au  plus  petit  module  p  des 
racines,  autres  que  zéro,  de  V équation  a(^)  =  o. 

11  est  bien  digne  de  remarque  que  cette  condition  soit  indépen- 
dante de  X.  Ce  trait  essentiel  de  la  série  (9)  va  se  retrouver  pour 
tous  les  cas.  Déjà  nous  vovons  qu'il  subsiste  pour  les  fonctions 
composées  de  sommes  d'exponentielles.  Par  exemple,  aux  fonctions 
sin^j",  cosw^  la  série  (9)  s'applique  dans  le  cas  seulement  où  >, 
est  de  module  moindre  que  p. 
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La  considération  de  la  fonction 

rk  JLx 


XC) 


conduit  tout  naturellement  à  rechercher  l'expression  asjniptotique 
des  polynômes  P,„(j")  pour  m  infiniment  grand,  au  moven  de  la 
belle  méthode  que  M.  Darboux  a  développée  dans  son  Mémoire 
Sur  V approximation  des  fondions  de  grands  nombres  ('  ).  Le 
principe  de  cette  méthode,  pour  le  cas  actuel,  est  si  simple  que  je 
vais  le  rappeler. 

o.  Considérons  une  fraction  rationnelle  ^^(^)  dont  les  infinis 
aient  tous  le  même  module  p.  Rangeons  les  fractions  simples,  dans 
lesquelles  ^(Ç)  se  décompose,  suivant  l'ordre  décroissant  des  ex- 
posants de  leurs  dénominateurs,  et  soit  ainsi 


Suivant  l'hypothèse,  //,  ?/',  a",  ...,  r,  r',  r",  ...  ont  un  même  mo- 
dule p. 

Prenons  la  dérivée  d'ordre  m,  et  faisons  ^  =  o, 

*'"'fo) 


1.1... m 
/>(p  '+-i)...{p-h/n~i)/    M 


1 1)  <  1.2... w  y«''-^'« 

(/> — i)p...(p  -i-ni  —  2)f      \ 


/i^in  —  i      '      .-"ji-r/n     1 


Si  nous  considérons  comme  formant  un  seul  terme  la  somme 
des  termes  de  la  première  ligne,  comme  un  autre  terme  la  somme 
des  termes  de  la  seconde  ligne,  et  ainsi  de  suite,  nous  avons  là, 

(')  Journal  (le  Mtithcinati'/ues  parcs  cl  applujuces,  3'  série,  l.  I\  . 


MÉLANGES.  ,{69 

|)t)iir  m  iiiliiiiniciil  yrand,  des  (juanlilés  ranimées  dans  l'ordre  dé- 
croissant en  ce  qui  concerne  leurs  grandeurs.  Le  premier  terme 
est  la  partie  principale.  Il  pourrait,  bien  entendu,  se  présenter  des 
cas  d'exception  si  ce  premier  terme  était  nul. 

En  second  lieu,  considérons  une  fonction  ^r(^),  synectique  au- 
tour de  l'origine,  et  dont  les  points  singulieis  les  plus  proches  de 
l'origine  soient  des  pôles,  à  dislance  p.  Il  existe  alors  une  frac- 
lion  <ï>(î^),  dont  la  différence  à  W(  Ç)  est  synectique  dans  un  ra\on  s,, 
plus  grand  que  p.  Dans  ce  ravon,  la  série  de  Maclaurin,  appliquée  à 
U"(v)  —  ^(^)i  converge.  Donc,  en  désignant  par  s  une  quantité 

infiniment  petite  avec  — >  on  a 


(•^^  — tt^ttt;^ —  =  ^- 

Ce  qui  vient  d'être  dit  pour  une  fonction  telle  que  ^^(v)  peut 
être  appliqué  à  la  fonction  '^(s)  qui  nous  occupe.  Le  ravon  p  est 
alors  le  module  minimum  des  racines,  autres  que  zéro,  de  la  fonc- 
tion )v(J^).  Les  quantités  ?/,  «',  ...  sont  ces  racines  ;  elles  sont  indé- 
pendantes de  x.  Quant  aux  numérateurs  des  fractions  simples,  ils 
sont  de  cette  forme  : 

M  =  a  e"-^.  M'  —  a'  e"''',  M"  =  a"  e""-^,  .  .  . , 

N  =  ( b.r -+- c)  e"-^,     N'  -=  {h' .x -^  c')  e"' ■^ ,     N"  =  (  l/'.r -+- c")  e""'^, .  .  ., 

» 

oîi  a,  a',  ...,  c",  ...  sont  des  constantes. 

Nous  avons  pour  définition  générale  des  polynômes  P,„(j")  l'ex- 
pression 


en  conséquence,  l'étude  qui  vient  d'être  faite  nous  apprend  com- 
ment se  comportent  ces  polvnômes  pour  m  infiniment  grand.  Il 
nous  est  possible  de  répondre  aux  questions  posées. 

6.  Je  vais  considérer  une   série  S  composée  avec  les  polynômes 

P,„(.r)  et  des  coefficients  u-g,  a indépendants  de  x  '. 
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et  je  vais  faire  voir  d'abord  que  si,  pour  une  suite  continue  de 
valeurs  attribuées  ci  x^  la  série  S  converge,  il  en  est  de  même 
dans  la  série  2, 

<ï>"(o)  4>("')(o)    • 


2  =  [i-o  *  (o)  +  [Xi  *'(o)  +  V-2 


1.2  l  .'i  .  .  .7)1 


obtenue  en  remplaçant  la  fonction  '^(^) par  la  fraction  ration- 
nelle ^(s)>  ^f  réciproquement. 

En  premier  lieu,  cherchons  la  condition  pour  que  le  (m  +  i)'^'"" 

terme  de  S  soit  infiniment  petit  avec  —   D'après  les  expressions 

^  m  ^  ^ 

(le  M,  M',  ...  la  partie  principale  de  P„j(j")  est 


pi /)-+-  J)ip-^  ni  —  0 


ap"-^         a  e"  -^        r  e 


n^ii"x 


/{/>+'"  //'/'+'"  i/"/>+"' 


si  toutefois  le  facteur  entre  ci'ochets  n'est  pas  nul.  Mais  u,  u',  u" , ... 
sont  essentiellement  différents  entre  eux.  Ce  facteur  ne  peut  donc 
être  nul  pour  une  suite  continue  de  valeurs  attribuées  à  x.  On  a 
donc  bien  ainsi  la  partie  principale  de  ^^.{x).  Pour  que  {jt.„jP^(j"  j 

soit  infiniment  petit  avec  —  dans  les  mêmes  conditions,  il  faut  et  il 
'  ni 

suffit  qu'il  en  soit  de  même  quand  on  remplace  V„,ix)  par  un  sexd 

des  termes  ci-dessus.  Désignant  toujours  par  p  le  module  commun 

à  ?/,  u! ,  u",  ...,  et  par  v,„  la  quantité 

_/j(/?+i).  .  .(/j  +  w  — i)   ix,„ 

^'  m  —  ~  ,,,  ' 

I  .2  .  .  .//i  p'" 

i'ai  cette  condition  :  v™  doit  être  infiniment  petit  avec  —  • 
•'  "^  ^  m 

Démontrons  maintenant  la  proposition.  A  cet  effet,  envisageons 

la  quantité 

fp    ,    .         *|-)(o) -] 

I  I  .  2  .../??  j 

que,  d'après  la  relation  (12),  nous  pouvons  écrire 

1.2...  m  /p, 

^      ■  '"'  lAp  +  ^)..Ap  +  m^^)% 

Comme  v,„  est  infiniment  petit  et  —  inférieui"  à  j'iniilé.  on  a  là 
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le  leiiue  général  d  iiiu;  séi'ie  absoliinienl  convergente.  Donc  :  1"  si 
le  //;'*"'«  terme  d'une  des  séries  S  ou  ^  n'est  pas  infiniment  petit 

avec  — ■)  il  en  est  de  même  ijoiir  l'autre  série;  2"  si  le  ni"'""'  terme 
m  ' 

est  infiniment  petit  avec  — ,  la  différence  des  deux  séries  est  une 
série  convergente.  La  proposition  est  donc  prouvée. 

7.   Pour  étudier  la  série  S,  il  suffit  donc  d'examiner  la  série  2. 

En  tenant  compte  des  expressions  qu'affectent  ici  les  numéra- 
teurs M,  M',...,  et  aussi  de  l'égalité  (i  i),  on  reconnaît  que  le 
(///  +  rj"^'"=  terme  de  I]  est  une  somme  de  quantités,  en  nombre 
limité,  ayant  la  forme  G  (m)  j;'' <?"■*",  où  les  fonctions  telles  que 
G  (m)  sont  indépendantes  de  jc. 

La  convergence,  devant  avoir  lieu  pour  une  suite  continue  de 
valeurs  attribuées  à  j",  exige  que  chacune  des  séries,  dont  le  terme 
général  est  tel  que  G(ni),  converge  séparément.  Cette  condition  se 
réduit  d'ailleurs  à  celle  de  la  convergence  pour  la  série  dont  le 
terme  général  est  v,„.  Quand  cette  condition  est  remplie,  la  con- 
vergence a  lieu,  quel  que  soit  .r. 

^  oici  donc  la  conclusion  : 

Déûgnons par  p  le  module  minimum  des  racines,  autres  que 
zéro,  de  l'équation 

(  1 4  )  A  e"  '  -+-  Be'''  +  C  e''  +  .  . .  =r  o, 

et  sait  une  série  composée  avec  les  polynômes  P,„(x),  définis 
ci-dessus,  et  des  coefficients  [Xo,  {J-i,...  indépendants  de x ,  comme 
il  suit  : 

S  =  ;j.o P, 4-  :x,  Pi  (  J")  +  .  .  .  +  'i,„  P„,  i.r) 

1°  Si  cette  série  est  convergente  pour  une  suite  continue  de 
valeurs  attribuées  11  .r.  elle  est  convergente,  quel  cjue  soit  x  ; 

2°  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  cette  conver- 
gence est  que  la,  série 

;;.„  -t-  ;j.,  .r  4-  {'■i-r'^  +  .  .  .  4-  \i-,„  t  "'  ■  ■  . 

I  7  7  ,        .  ,        I 

soit  couver  gente  flans  un  cercle  de  )-(i\iin  sujx'rieui'  a  -• 
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8.  Après  celte  étude  sur  la  série  générale  S.  examinons  le  cas 
où  Ton  compose  cette  série  en  prenant 

a,„  =  A/('«)  (a)  +  B/C")  (6)  +  C/('«'  ((•).... 

11  ne  s'agit  plus  seulement  de  savoir  si  la  série  converge,  mais 
encore  si  elle  représente  y*'(^).  A  cet  égard,  il  est  bon  d'obser- 
ver (')  que  la  série  peut  très  bien  converger  sans  représenter  la 
fonction.  Désignons  par  "C,  une  racine  quelconque  de  l'équation  (i4)î 
et  prenons  la  fonction  <??-^.  Pour  cette  fonction  particulière,  tous 
les  coefficients  de  la  séiùc  sont  nuls.  Deux  fonctit)ns  telles  que  /'(x) 
et  f{^)  +  ^'■'"  donnent  ainsi  lieu  à  une  même  série,  qui,  si  elle  re- 
présente l'une  des  fonctions,  ne  peut  représenter  l'autre. 

La  question  posée  se  trouve  résolue  comme  il  suit  : 

Pour  que  la  série  (9)  s'applique  à  une  fonction  /(-r),  il  faut 
et  il  suffit  : 

1"  Qu'il  existe  une  constante  a  telle,  cjue  le  produit  a''*/^"''(x), 
pour  toute  valeur  finie  attribuée  à  x,  ne  devienne  pas  infini 
avec  ?n  ; 

2°  Que  la  constante  a  ait  un  module  supérieur  à  -• 

En  premier  lieu,  ces  conditions  sont  suffisantes;  c'est  ce  que 
montre  immédiatement  la  forme  (8)  du  reste  de  la  série,  combinée 
avec  l'expression  asymplotique  des  polynômes  Vm{x).  Elïective- 
ment,  ces  conditions  remplies,  les  intégrales  U„i(a),  U,«(6),... 

sont  infiniment  petites  avec  — 
^  m 

Pour  prouver  maintenant  que  les  conditions  dont  il  s'agit  sont 
aussi  nécessaires,  reprenons  la  série  S,  où  les  constantes  sont  choi- 
sies de  manière  qu'elle  converge.  Désignons  parF(jr)  la  somme 
de  la  série  ;  c'est,  d'après  la  proposition  du  n°  7,  une  fonction  finie 
et  uniforme  dans  tout  le  plan.  J'ai,  tout  à  l'heure,  décomposé  cette 

série  en  la  somme  de  quelques  autres  j:'"e"-^"  \  G(m),  et  en  une 

autre  dont  le   terme  général  est  donné  par  l'expression  (i3).  De 

(')  Celte  observation  est  imitée  de  celle  que  Caucliy  a  faite  autrefois  à  l'éirard 

1 
(le  la  série  de  Maclanrin  et  de  la  fonetion  e    ••'". 


celle  clécoinposilioii  n'-siillc  que  la  .sc'-iic  |t<'iil  rlic  dilh  rciil  kV  par 
rapport  à  a'.  J'ai  ainsi,  quels  que  soien!  ./■  et  m, 

(i5)  F("')(^)  =  ;x„,  P„+  a„,^,P,(^)  +  lJ.,n-,oP.{:v)  +.  .  .  , 

comme  il  résulte  de  la  propriété  (i)  des  polynômes  P.  Multiplions 
les  deux  membres  de  cette  égalité  par  p"*,  cl  observons  que,  d'après 
les  hypothèses,  tous  les  termes  du  second  membre  sont  infiniment 

petits  avec  — •  pour  conclure  que  le  p/odi/if  —  F*'"'(^)  a  pour 

liniite  zéro,  quel  que  soit  x. 

Ainsi  la  fonction  F(jc),  somme  d'une  série  telle  que  S,  satisfait 
nécessairement  aux  conditions  de  l'énoncé  précédent.  La  propo- 
sition est  ainsi  prouvée. 

9.  Par  cette  voie,  on  retrouve  immédiatement  la  composition  des 
coefficients  de  la  série  par  rapport  à  la  fonction  F(j7).  En  effet,  de 
l'égalité  (i5)  et  de  la  définition  des  polynômes  P  (n''  2)  résulte 

(i6)  AF(""(«)  +  BF('"'(^;)+CF^'"^(c) +..  =  [jl,„+/,. 

Il  est  bien  naturel  de  se  demander  maintenant,  s'il  est  possible, 
ayant  défini  une  fonction  F(^)  par  la  série  S,  de  caractériser  F  (^) 
de  quelque  autre  manière.  Pour  le  faire,  envisageons  la  fonction 
suivante  : 

V(x)  =:  [J.o4-  l-t,  —  H-  [^2 


I  1.2  1.2. 


qui,  dans  le  cas  oii  S  converge,  est  svneclique  dans  tout  le  plan. 
L'ensemble  des  relations  telles  que  (i6)  conduit  à  cette  consé- 
quence 

(17)     AF(«  +  .r)  +  BF(6  +  .r)  +  CF(c  +  x)  + .  .  .=  \('^-){x). 

Ainsi  la  fonction  F(.r)  peut  être  définie  comme  une  solution  de 
cette  équation.  Mais  encore  faut-il  savoir  quelle  solution  on  doit 
choisir  ;  c'est  ce  que  permet  de  décider  une  des  propriétés  trouvées 
tout  à  l'heure  : 

La  somme   de   la  série   S  est,  parmi  les   solutions  F(.r)  de 

Bull,  (les  Sciences  niathéin.,   2'  Série,  t.   V.  (Décembre   1881.)  ■5- 


474  PREMIERE  PARTIE. 

l'équation  (17),    r unique  fonction  pour    laquelle   le  produit 

■ — F''"'  ix')  soit  infiniment  petit  avec  — 

10.  Quelques  observations  me  semblent  utiles  au  sujet  des 
fonctions  jouissant  de  cette  ])ropriélé  :  a'"y"'"*'(.r)  reste  fini  pour  m 
infini,  quel  que  soit  x.  D'après  l'analyse  actuelle,  ou,  plus  simple- 
ment, par  la  série  de  ïaylor,  on  \'oit  qu'une  telle  fonction  est  sy- 
nectique  dans  tout  le  plan.  En  second  lieu,  et  cette  remarque  me 
paraît  plus  importante,  on  est  assuré  qu'une  fonction  jouit  de  la 
propriété  en  question,  si  on  la  lui  reconnall pour  une  seule  i^aleur 
de  X,  aux  environs  de  laquelle  la  fonction  est  synectique.  Effecti- 
vement, prenons  la  relation 

h"- 

/("'J(.r +  //)  =/<""(.r  )  +  /*/('"+')  (.î)  H -/('"+2)(,r)  +.  .., 

et  multiplions  les  deux  meml)rcs  ])ar  a'".  Si  nous  su])j)Osons  que 
a"'y''"'(.r)  reste  fini  ])Our  m  infnii,  la  série  obtenue  converge  \crs 
une  quantité  finie.  Donc  a"'y''"^  (.27  +  A)  reste  fini  pour  m  infini, 
et  la  proposition  en  résulte.  Ainsi  la  fonction  e^^  ne  jouit  pas  de 
la  propriété  dont  il  s'agit.  Au  contraire,  les  fonctions 

e  \/-r  _|_  g-  A ,     ces  \fx ,     \/x  sin  \/x , 

et  aussi  les  fonctions  de  Bessel  en  jouissent;  déplus,  pour  ces 
fonctions,  la  constante  a  est  infiniment  grande.  On  peut  donc  leur 
appliquer  la  série  proposée,  quelles  que  soient  les  constantes  A, 
B,...,  a,  b, 

De  la  manière  la  plus  générale,  on  obtient  de  telles  fonctions 
f(x)  comme  il  suit  : 

Soit  une  fonction  '^{x)  définie  parla  série  suivante,  convergente 
à  l'intérieur  d'un  ceixle  concentrique  à  l'origine  et  de  rayon  a, 

et  divergente  à  l'extérieur  de  ce  cercle.  Posons 


3-^.... 
La  fonclion  f(x)  aura  la  propriéh'  demandée  à  l'égard  de  la  con- 
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stanle   a.  An  moyen  de  'K^'),  on  peut  définir /(:r)  par  une  inté- 
grale ;  on  a,  en  effet, 

■^  dz 


•^^^)=^  A^~^^^' 


V intégrale  étant  prise  le  long  dhin  contour  fermé  embras- 
sant l'origine,  et  dont  tous  les  rayons  sont  inférieurs  à  ol. 

Suivant  une  expression  employée  par  Abel,  ^  est  la  détermi- 
nante de  f. 

On  peut  manifestement  se  servir  de  cette  expression  de  f{jc) 
pour  démontrer  que  les  conditions  de  l'énoncé  du  n°  8  sont  suffi- 
santes et  se  dispenser  ainsi  de  recourir  à  la  forme  du  reste  donnée 
au  début  de  ce  travail. 

11.   De  l'égalité  (i5)  et  de  la  définition  (^17),  je  conclus 

F(.r  +  r)  =  PoV(.v-)  +  V,{x)\'{y)  +  P,(.r) V"( j)  + .  .  .  . 

C'est  un  développement  de  F(.r),  suivant  les  dérivées  d'une  autre 
fonction  V(  )),  ici  liée  à  F  par  la  relation  (17).  L'idée  de  généra- 
liser de  tels  développements  est  bien  naturelle,  et  j'y  donnerai  suite 
un  peu  plus  loin.  Je  veux  d'abord  appliquer  la  théorie  qui  pré- 
cède au  cas  particulièrement  intéressant  de  la  série  imaginée  par 
M.  Léauté. 

1!2.  Si  l'on  réduit  à  deux  le  nombre  des  quantités  a,  b,.  .  .,  et 
qu'on  prenne  A+B  =  o,  on  obtient,  comme  cas  particulier,  la 
série  de  M.  Léauté.  Ainsi  cette  série  procède  suivant  des  polynômes 
P,  définis  par  l'expression 

„  ,  ,     /  d"'     ly-^ 

1 .2.  .  .mP,„(.r)  z= 


Cette  expression  suggère  immédiatement  l'idée  d'un  rapproche- 
ment avec  \es  polynômes  de  Bernoulli  ('),  qui  sont  définis  par 


(')  Puur  les  polyiiiHiics  ilc  IJcraoïilli,  cunsultez  l"c\CL'lleul  oiuiagc  tie  M.  Sclilci- 
iiiilcli.  Compcndinin  dcr  liulwicjn  Aiiahsis  ('■'>"  (-ililion),  t.  II.  |i.  211. 


'!/'> 
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l'iiiic  ou  laulre  des  deux  égalités  suivantes: 

.^„,  (  C  )  =  7)1  [l  '«-'  +  2'«-'  +  3'"-l  +...+  (  5  —  I  )'"-'  ], 


■(=■) 


!;=:0 


EfTeclivement,  si,  en  employant  la  notation  usuelle  des  nombres 
de  Bernoulli,  on  pose 


dV-"-   c —  I  /:=o 


on  trouve  très  aisément  les  deux  relations  suivantes 


.^ 


i^a—bY"-^ 

2 

I  .  2  .  .  .  (  2  /i  — 

-1) 

r,,, 

.r  —  b 


1  .  2  .  .  .  (  2  //  ) 


+  (_i)«+iB,„_i 


La  fonction  a(v)  a  ici  pour  racines  les  quantités  de  la  forme 
où  /?  est  un  entier  quelconque.  La  racine  zéro  réservée, 
trouve  deux  avant  le  module  minimum.  Ces  racines  sont  ± 


et  l'on  a 


En  conséquence  du  théorème  général,  on  a  donc  cette  propo- 
sition : 

Si  le  produit  y."\f'"'^^ (œ),  pour  m  infiniment  grand,  reste 
fini,  la  fonction  f[x^  ('st  développable  suivant  la  série  de 
M.  Léauté,  savoir  : 

+  I\(.r)  [/'(«) -/'(^>)]+..., 
pourvu  que  l'intervalle  {a  —  b)  soit  inférieur  à  2 Ta. 

18.  Cette  série  avant,  d'après  son  inventeur,  une  grande  utilité 
pour  les  a[)plications  mécaniques,    et  pouvant  dans  beaucoup   de 
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cas,  même  sans  converger,  fournir,  par  un  nonil)re  limité  de  termes, 
une  approximation  convenable,  il  sera  bon  de  donner  au  reste  de 
la  série  une  forme  pratique.  C'est  ce  que  je  pourrai  faire  aisément 
ici,  au  moyen  de  l'expression  de  ce  reste,  savoir  : 

R,„=U;„(^)~i;„,(/-0. 

Au  point  de  vue  où  je  me  place  maintenant,  on  devra  essentielle- 
ment supposer  x  réel  et  compris  entre  les  deux  constantes  h,  et. 
Les  pol_ynomes  de  rang  impair  ont,  dans  l'intervalle  de  6  à  «,  les 

seules  racines  6, j  a.  Les  polvnômes  de  rang  pair  ont,  dans 

cet  intervalle,  deux  racines  qui  varient  avec  le  rang.  A  cause  de 
ces  circonstances,  on  obtient  la  forme  la  plus  simple  du  reste  en 
s'arrètant,  dans  la  série,  à  un  terme  de  rang  pair.  Je  prendrai  pour 
dernier  terme  celui  qui  a  le  rang  "xm.  Le  reste  sera  donc 

R2,„_i=U.,„,-i(6)  —  L\„„^,(rt). 

Il  nous  faut  évaluer  les  deux  intégrales  U.  Prenons  d'abord  la 
seconde 

U,„,_,(«)t=(a  — ^)    r  P2;„_,[^r+(i  — 0 «]/'""' [^«  +  (1—^)^']  f^^; 

supposons   6  <<  c/   et  x  compris  entre  b  et Partageons   le 

cbamp  d'intégration  en  faisant  varier  d'abord  ^depuis  zérojusqn'à 

a  —  h          ,                     ,           ,             ...           ^,  a  ~v-  b 
:  alors  tx  -^  (i  —  t)a  varie  de  a  lusqu  a ?  en  même 

2(rt  — .r)'  ^\  J  J       1  a 

/            X              -1            •           1.              tt  —  b    ^ 
temps  que  ta  +(i  ^ —  t)x  varie   de  x  jusqu  a  J7  H (.iCtte 

partie  de  l'intégrale,  dans  le  champ  de  laquelle  le  facteur  P^w  i  ne 
change  pas  de  signe,  est 


/'""'(=> 


_P,„,(:iit*)+p„„(„)j, 


ou  ç  est  intermédiaire  entre  x  ç.1  x  -\ 


Faisons  varier  ensuite  t  depuis  -— ^  jusqu'à  l'unité  ;   alors 
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f  j:  H-  (i  —  t)a  varie  de a  ^,  tandis  que  ta  H-  (i  —  t)x  varie 

de  X  H à  a.  Cette  partie  de  l'intégrale  est 


/ 


:2«o(^')  r. 


a  —  b 


a-^  h 


où  ^'  est  intermédiaire  entre  x 


Prenons  maintenant  Fintc'grale 


et  a. 


dans  le  champ  de  l'intégration,  tx  +  (i  —  t^h  varie  depuis  b  jus- 
qu'à x\  en  sorte  que  Po,„_,  ne  change  pas  de  signe,  et  l'on  a,  pour 
cette  intégrale, 

r-"'i:<')vv,,n{b)-v„„^x)\ 

où  ^"  est  intermédiaire  entre  x  et  b. 
Le  reste  a  donc  la  forme  suivante  : 


R2,«-l=        /^^'"'(^")[P2,.(6) 
P2,«(«) 


P2.,(^)] 

'  a-^b 


p,„,(^)-i'»(x)]. 


où   Ç',  i,   i'    sont   respectivement    dans    les    intervalles    (  ^,   x), 


rt  —  b\        [          a  —  b 
X,  j^  4-  • )  et  (  j:"  H )  a 


oi  X  est  entre et  <7,  on  aura  1  expression  du  reste  en  échan- 
geant ici  a  et  b  et  changeant  le  signe. 
On  a  d'ailleurs 

i .  2 ...  {2 m) 

=  (— l)'«   ^ '- :    I   I 


I  .  2  .  .  .  (  2  //i  ) 


ITjrri     1^2/«-i- 


L'expression  asymptotique  des  polynômes  P,„  pour  ni  infiniment 
grand  pourra  être  utilisée  pour  fournir  une  expression  approchée 
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de  ce  rosLc,  (^cUc  expression  asvaiplotiquo  se  th'diiiL  iniiiiédiiiLe- 
ment  de  l'analyse  ci-dessiis.  On  peut  aussi  la  tirer  du  développe- 
ment des  polynômes  P  en  série  Iriyonométrique,  développement 
qui  est  une  oonsécpience  de  celui  des  polynômes  de  Bernoulli. 
Voici  ce  développement,  qui  est  valable  quand  x  est  compris 
entre  h  et  a, 


!>,„_, Gr)  =  (-0-2  ( 


jc  —  l) 


s  I  n  4  ' 


.X  —  b 
a  —  b 


{2[^.)•' 


] 


i%«(.^')=(-'r^'M-— 


00  —b 

a  —  b 


X —  b 


cos4^ 


•-h... 


ces  2  (XTC 


4- 
X  —  b 


(2[i.)2« 


] 


Le  premier  terme  de  chacun  de  ces  développements  fournit  une 
expression  asympto tique. 

14.  On  ne  manquera  pas  d'observer  que,  si  x  est  égal  à  a  ou 
à  h,  la  série  vient  coïncider  avec  un  développement  déjà  connu, 
celui  qui  conduit  à  la  série  des  différences,  de  Maclaurin  ('). 
EfTectivement,  si  l'on  fait  x=6,  a  —  b=^h,  et  qu'on  tienne 
compte  des  relations 


Pi(^)=- 


on  obtient 


_,(6)  =  o,     P, 


(b)  —  (  —  I )'"-»  ^ f r  B,, 


1.2. .  (  2  /n  ) 


/('">(«)  —  /'('"'  {b)=:  \/('"^{b), 


I  .  2  .  O  .  ^l 


(')   Voir,  par  exemple,  l'ouvrage  déjà  cité  de  M.  ScliloiniK  h. 


>29. 
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On  a  une  antre  série,  tout  à  fait  analogue,  en  prenant  x  = 

a  +  b\  /'"  ...     ,    ,  /         i\  B,  h- 


'<r^)=Jj^^^ 


dx 


b 
H-  (  I 


V'(^) 


8/  1.2.3 


•'''^vw... 


lo.  J'arrive  maintenant  aux  séries  plus  générales  dont  j'ai  dit 
quelques  mots  précédemment  (  n"  11).  C'est  encore  de  la  for- 
mule (3),  placée  au  début  de  ce  Mémoire,  que  je  vais  les  tirer. 
Pour  ce  but,  la  somme  limitée,  telle  que  AU^fa)  H- BU,„(6) +..., 
va  être  remplacée  par  une  intégrale  définie.  Je  multiplie  donc  les 
deux  membres  de  l'équation  (3)  par  une  fonction  arbitraire  de  la 
quantité  «,  considérée  comme  variable,  et  j'intègre  entre  deux 
limites  constantes.  Je  détermine  les  polynômes  P  de  manière  à 
faire  évanouir  tous  les  termes,  sauf  un  seul,  dans  la  première 
partie  du  second  membre,  et  j'obtiens  la  conclusion  que  voici  : 

Soient  b,  c  des  constantes,  ^(z)  une  fonction  quelconque,  et 
considérons  les  quantités  T^  ainsi  définies  : 


v=  fnz). 


■,f-dz. 


Soit  Ta  la  première  de  ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle  dans 
la  suite  Tq,  T,  ,  To, ....  Prenons  les  polynômes  P,  dont  V expres- 
sion i^énérale  est 


1.8 


,(,j?.) 


r  d'" 


C- 


^z)dz 


i;=o 


La  série,  dont  le  terme  général  est 

(,9)  P„,(^)  f  Q{z)f'->{z)dz, 

"  b 

représente  /''•{x),   sauf  un  reste  dont  l'expression,  quand  on 
s'arrête  au  {m  +  i )''''«''  te/me  est  la  suivante  : 


(20)R„,=    f\{z)dz    f    dt{x-z)P,„[tX+{l-t)z]f'"-^^[tZ-i-il 


t)x]. 
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10.  On  jiiMil  aussi  reiiijjlacfr  riiitrgralion  entre  deux  limites 
par  riiitt'i^ration  le  lony  d'un  contour,  et  obtenir  de  la  sorte  les 
résultats  les  plus  variés.  Pour  chaque  cas,  l'étude  des  conditions 

sous  lesquelles  le  reste  R,„  est  infiniment  petit  avec  —  présentera 
*  ^  m  '^ 

des    circonstances  diverses.   Mais  laissons    tout   d'abord  de   côté 

cette  étude,  et  supposons  que  nous  soyons  effectivement  dans  un 

cas  où  ce  reste  ait  zéro  pour  limite.  Admettons,  pour  simplifier, 

que  le  nombre  k  soit  zéro.  De  la  série,  si  elle  peut  être  différen- 

tiée,  on  tirera  comme  au  n°  11, 

/(^+r)  =  PoV(v)  +  Pi(-^)V'(v)H-P2(j")V'(v)...  +  P;.(^)V(-Hj-)-. 

De  là  cette  conséquence  :  Pour  développer  f{^x  -\-y^  suivant 
les  dérivées  successives  dhine  fonction  quelconque  ^  {y)-,  on 
déterminera  une  fonction  ^{z)  par  la  condition 

/biz)Az-^r)dz.  =  \ir), 

V intégrale  étant  prise  entre  des  limites  constantes.  Les  coeffi- 
cients des  dérivées  de  \  (  >)  seront  les  mêmes  c^ue  ceux  des  puis- 
sances correspondantes  de  X^  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion 

___fll__ 

Les  coefficients  sont,  comme  l'on  voit,  des  polvnômes  dont 
chacun  est  la  dérivée  du  suivant.  On  peut  prendre  la  question 
d'un  autre  point  de  vue,  en  se  donnant  ces  polvnômes.  La  manière 
la  plus  générale  de  les  définir  est  la  suivante  :  Vm{x)  est  le 
(/n+i)'^™^  coefficient  dans  le  développement  de  e^-^'-p(t^)  suivant 
les  puissances  croissantes  de  ^.  Pour  trouver  le  développement 
demandé,  on  devra  donc  déterminer  la  fonction  ^{z)  par  la  con- 
dition 

--^^^fe-'^^z.)dz, 

et  c'est  alors  le  développement  ci-dessus  qui  satisfera  à  la  ques- 
tion. 

Enfin,    une    dernière    observation    générale.    Si    l'on    «suppose. 
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comme  plus  haut, 

.t*  OC 

V  (  J?  )  =  [J-o  +  [J-i  —  H-  \H 


1.2  I  .  2 .  .  . «i 

et  qu'on  envisage  la  série 

S  =  !XoPo+  1^1  Pi  (-J:-)  +  [J.2Po(j7)  +  .  .  .+  ;x,„P,„(j;').  .  . 

formée  avec  une  suite  donnée  de  polvnômes  P,  la  somme  de  celle 
série  fournit  une  fonction  y(j:),  solution  de  l'équation 


X 


0(..)/(^  +  x)rf^  =  V(x). 


17.  L'examen  des  conditions  sous  lesquelles  s'applique  la  série 
si  générale  dont  je  viens  de  parler  ne  saurait  être  fait  avec  préci- 
sion. Il  faudra  se  restreindre  à  des  cas  particuliers.  L'élément 
essentiel  de  la  question  réside  dans  la  nature  des  points  singuliers, 

les  plus  proches  de  l'origine,   que  possède  la  fonction  ^ — —•  La 

fonction  )^(Q,  analogue  à  celle  qui  a  été  envisagée  plus  haut,  est 
ici 

(2i)  >^(0=  r  e-Ô(^)f/j. 

'^  b 

En  premier  lieu,  la  définition  (i8)  des  polynômes  P„j(jp)  suppose 
implicitement  la  fonction  )v(Q  synectique  autour  de  l'origine.  De 
cette  seule  hypothèse  résulte  cette  conséquence  tout  à  fait  géné- 
rale :  la  série  définie  au  n°  lo  s* applique  aux  fonctions  f{x) 
qui  jouissent  de  la  propriété  déjà  mentionnée.,  savoir:  il  existe 
une  constante,  a,  laissant  fini  le  produit  a"'/""'(j:"),  pour  m 
infini.  A  une  telle  fonction  la  série  sWipplicjue  pourvu  ciue  le 
rayon  maximum  du  cercle,  ayant  son  centre  à  V origine  et  à 

Vintéricur  duquel  la  fonction      "^     est  synectujue,  soit  supé- 
rieur à  Vinverse  du  module  de  la  constante  a. 

En  effet,  soit  p  ce  rayon.  Le  produit  V„fx)^'"  est  infiniment 

petit  avec  — >  dès  que  p,  est  inférieur  à  p.  Donc,  d'après  l'hypo- 
thèse, Pw(^)/^'"'0')  est  infiniment  petit  avec  — -,  quels  que  soient 
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X  et  )  .  Donc  le  rcslc  11,,,  est  infiniment  petit.  C'est  ce  qu'il  lallait 
prouver. 

18.  Les  conditions  précédentes,  suffisantes  dans  tous  les  cas, 
sont  aussi  nécessaires  toutes  les  fois  que  le  rayon  p  existe.  C'est  ce 
qu'il  est  aisé  de  prouver  au  moyen  d'une  analyse  semblable  à 
celle  que  j'ai  employée  précédemment  (n°  6).  Les  séries  corres- 
pondantes ne  s'appliquent  donc  qu'à  des  catégories  très  restreintes 
de  fonctions,  et  perdent  par  là  beaucoup  de  leur  intérêt,  au  point 
de  vue  de  l'analyse  pure.  Mais  il  en  est  tout  autrement  quand  le 
rayon  p  est  infini,  c'est  à  dire  quand  la  fonction  )^(Q,  synectique 
dans  tout  le  plan,  n'a,  en  outre,  aucun  zéro.  Un  exemple  de  ce  cas 
s'est  offert  à  moi  comme  déjà  connu  :  celui  où  la  fonction  X(i^)  est 
e'*'^'.  C'est  la  série  de  M.  Hermile  (').  iNIais  cette  série  présente  ce 
caractère  très  différent,  qu'elle  s'applique  aussi  à  des  fonctions 
discontinues,  à  la  manière  de  la  série  de  Fourier.  Cette  circon- 
stance, qui  tient  à  la  détermination  des  coefficients  par  le  moyen 
de  la  fonction  seule  et  non  plus  de  ses  dérivées,  m'a  conduit  à 
envisager  spécialement  les  cas  de  la  série  générale  où  un  pareil 
fait  peut  être  mis  en  évidence. 

D'après  la  forme  (19)  du  terme  général  de  la  série,  supposons 
la  fonction  B(^)  choisie  de  telle  sorte  qu'elle  s'évanouisse,  ainsi 
que  toutes  ses  dérivées,  aux  deux  limites  6,  c  de  l'intégration. 
Cela  fait,  le  terme  général  prend  cette  nouvelle  forme 

(22)  (_i)/«p„^(^)    C    OUn)^-)f^^)dz, 

et  se  calcule  au  moyen  de  la  fonction  f  seule,  non  plus  de  ses 
dérivées.  Il  est  naturel  de  donner  aussi  une  forme  analogue  au 
reste  R,„  (20),  en  faisant  disparaître  la  dérivée  de  la  fonction/. 
Dans  cette  transformation ,  il  arrive  que  R„t  se  présente  comme 
la  différence  de  deux  expressions  dont  l'une  est  f{jc)^  l'autre  la 
somme  de  la  série  sous  forme  d'intégrale  double.  Je  me  contente 
de  donner  ici  le  résultat  de  la  transformation  et  de  le  vérifier  a 
posteriori. 


(')  Comptes  rend  lis  des  scaiiees  de  /'  ira/fe/iue  des  Sciences.  1.  TA  llf. 
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Je  prends  pour  point  de  départ  l'intégrale  double  suivante  : 

(23)         {-iy"è„,  =  ffdydzf{z)b<"'+'^{y)P,„{a:^y-z), 
à  l'intérieur  de  l'aire  limitée  par  les  conditions 

(=— j)  ('^  — -)>0'     b<z<c, 
{x  —  y){j:  —  z)>o, 

et  je  suppose  d'ailleurs  x  compris  entre  b  et  c. 

Commençons  l'intégration  par  la  variable  y.  Il  faudra  séparer 
lintégrale  en  deux  parties.  Dans  la  première,  les  limites  de  y 
seront  b,  z,  et  celles  àe  z^  b  el  x\  dans  la  seconde,  les  limites 
seront  c,  z  pourj-^;  et  x^  c  pour  z.  La  première  de  ces  quadratures 
donne  le  résultat  que  voici  : 


(^4) 


=  p,„(x)e('«)(^)-p,„_,(x)o('"-i)(,.) 

±P,(^)0'(~-)  +  PoO(^). 


C'est  ce  qu'on  voit,  d'une  part,  à  cause  de  la  propriété  fondamen- 
tale (i)  des  polvnômes  P,  et,  d'autre  part,  à  cause  de  l'hypothèse 
que  la  fonction  H(z)  et  ses  dérivées  s'évanouissent  à  la  limite  b. 

En  intégrant  la  même  différentielle  entre  les  limites  c,  z,  on 
aura  ce  même  résultat.  Les  deux  quadratures  par  rapport  à  z  se 
réunissent  donc  en  une  seule  :  on  doit  multiplier  la  somme  (24) 
iparf(z)dz,  et  intégrer  de  6  à  c.  Par  conséquent, 

S,„=P„  f  ^z)f{z)dz-P,{x)  f  %'{z)/{z)dz 

-\-V,{x)   f  %"{z)/{z)dz^... 
'^b 

+  (-i)'"P„,(^)  f  ^('-^{z)/{z)dz. 

19.  Ainsi  se  trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  la  somme 
des  (m+i)  premiers  termes  de  la  série.  Dans  chaque  cas,  on 
pourra  faire  usage  de  cette  expression  pour  reconnaître  la  limite 
de  cette  somme.  J'ai  opéré  cette  vérification  pour  le  cas  où  l'on 
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prend  b,  c  égaux  à  — co  el  -f- go  ,  avec  h[z)^  e~~^ .  En  faisant 
connaître  celle  série,  M.  lleriuite  a  donné  aussi  l'expression 
asvniplolique  des  j^olvnomes  correspondants.  Du  même  coup,  on 
a  l'expression  asvniptotique  de  ()'"''(^).  Rien  n'est  plus  aisé  alors 
que  d'obtenir  la  limite  de  l'intégrale  (23),  qui  s'offre,  comme  pour 

la  série  de  rourier,  sous  la  lorme  ^ -• 

•2 

Les  polynômes  P,  dans  ce  cas,  forment  une  suite  de  S  tarin . 
Aussi  pourrait-on  faire  encore  la  démonstration  au  moyen  de  la 
méthode  donnée  par  M.  Darboux  tout  spécialement  pour  les  séries 
procédant  suivant  de  tels  polynômes  (^Mémoire  sur  l  approxi- 
mation. .  .,  déjà  cité). 

Je  me  borne  toutefois  à  ces  indications,  crovant  de  tels  détours 
inutiles.  Le  sujet  porte  en  lui-même  un  caractère  d'évidence 
remarquable,  comme  je  vais  le  montrer. 

20.  Pour  préciser,  je  prends  b,  c  égaux  à  —  oc  et  -+-  ce  ,  et  je 
choisis  la  fonction  &(^)  suivante 

(20)  6(5)  r=    /  e'"'^'"  COS  Z  (.0  dlxi , 

où  a  est  une  constante  et  n  un  entier,  tous  deux  positifs.  A  la 
place  de  cette  définition,  on  peut  mettre  cette  autre  équivalente  : 


Je  considère  maintenant  la  fonction  particulière 

F(^)  =  e'^S 
et  je  prends  l'intégrale 

(26)  ^^'""^Z        ^''"H^)H--)^^-; 

dont  le  calcul  est  aisé  : 

A,„=(<r)'»  j         dz  I         (/we-^-^+'^f^-") 

«-   _  -x,  i  oc 

=  (/:)'"/  dz   I         <'/wc-""''"ooKc(r  —  co). 
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D'après  le  ihcorcnie  de  Fourier,  ceci  donne 

A,n=2^{iZy"e-'''^"'. 

Je  considère  le  développement,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  (^,  de  la  fonction  suivante, 

271 

où,  comme  l'on  voit,  les  coefficients  sont  des  polvnômes  entiers 
en  x,  appartenant  à  la  classe  générale  dont  il  est  question  dans 
ce  Mémoire. 

Ce  développement,  à  cause  de  la  nature  de  la  fonction,  est 
valable  pour  toutes  les  valeurs  de  ^,  J'y  change  ^  en  i^,  et  j'ai 

(27)  c>^-=  ^  iT.{r:)'" ('-<■" \\„{a-)=  ^  P„,(.r)A,„, 

vt  =0  ;«  =  0 

développement  encore  valable  quel  que  soit  'C,. 

Observons  maintenant  que  la  fonction  O(^)  et  toutes  ses  déri- 
vées s'évanouissent  pour  z  croissant  à  l'infini  par  des  valeurs 
réelles;  et  concluons,  au  lieu  de  (26),  la  forme  suivante  pour  Km 


r%+  X 


A,„=(— 1)'"  i        0('"^{z)e'^-dz. 
Je  peux  donc  remplacer  l'égalité  (2^)  par  celle-ci  : 

7«    =  00 

^,Xx  _  y  ( _  I  )'"  p^,^  (  ^  )  r       0('")  (  «  )  c'-  dz, 

7«  =  0  ~  °^ 

d'où  je  tire  aisément 

m  =  X 

(28)       cosl{x  —  t)=\{—i)"'V,„{x)C       ¥"'\z)cost{z  —  t)dz. 

m  —  O  ~  °° 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  le  point  important  :  ce  développe- 
ment est  valable  quel  que  soit  ^.  On  pourra  donc  l'étendre  à  toutes 
les  valeurs  de  t  jusqu'à  l'infini.  En  outre,  il  est  aisé  de  voir  que  la 


i 
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convergence  de  la  série  esl  uniforme  [)ar  rnpj^orl  à  la  variable  ^. 
Il  est  donc  permis  de  l'inlégrer,  et  cela  jusqu'à  une  limite  infinie. 

C'est  ce  que  je  fais,  après  avoir,  au  j)réalable,  midtiplié  les  deux 
membres  pav  f(^t)clt,  et  intégré  de  —  co  à  +  co  •  La  fonction  /"(/) 
est  d'ailleurs  arbitraire. 

Le  premier  membre  devient 

(59)  /         d^  diJ\t)co^l{x  —  t)  —  'iT.f{.x), 

si  la  fonction  f  a  été  cboisie  parmi  celles  auxquelles  s'applique  le 
théorème  de  Fourier. 

Le  terme  général  du  second  membi'c  devient 

(-i)-P,„(^)    f       dt  Ç       dt/{f)    f       (i("n{z.)cosi:{z-l)dz, 

OU,  si  l'on  renverse  l'ordre  des  intégrations  et  qu'on  tienne  compte 
de  (29), 

27r(-i)"'P„,(^)  j"        0("O(-)/(-)^/;. 

21.  D'après  le  mode  de  démonstration,  la  série  obtenue  est 
prouvée  pour  les  seules  valeurs  réelles  de  la  variable,  et  à  l'égard 
de  toute  fonction  susceptible  d'être  représentée  par  l'intégrale 
double  de  Fourier.  IMais  cette  intégrale  double  ne  s'applique  qu'à 
des  fonctions  restant  finies  pour  ^^■  =  ±00,  et  il  est  certain  qu'ici 
les  conditions  sont  plus  lai^ges,  puisque  le  développement  s'ap- 
plique effectivement  aux  polynômes  entiers,  à  la  fonction  é^^,.  .  .. 
A  cet  égard,  on  démontrera  aisément  que  la  seule  condition 
consiste  en  ce  que  les  produits  /(z')^i"' (z)  puissent  être  in- 
tégrés jusqu'à  ±  co  .  On  pourra  donc  résumer  ainsi  le  résultat 
acquis  : 

Une  fonction  f{x),  développable  en  série  trigononiétrique 
dans  tout  intervalle  fini,  poindra  être  représentée,  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  la  variable,  en  une  série  procédant  sui- 
vant  les  pohtiùines    1%,    P,(.r),    P^ (./),...,  dont   rexpjression 


488  PKEMIÈUE    PARTIE. 


générale  est 


P^(x)= ' ( 


'  d" 


ï  .■?...  .m  '  a 


'Cx-t-f- i)"»!;'" 


(-i)«- 


I  (m  —  2  /^  )  1         2    (^  ;?i  —  kn) . 

+  (— I)'"-T   -1    •••■ 

S.  (m  —  2  sn  )  ! 
Ze  terme  général  de  la  série  est 

(  3o  )      ^  P;„  {x)  /         f/^-  /         duij  (œ)  e-«''-" co'"  cos  (  jr  w  +  —  j  • 

Zp  développement  sera  possible  sous  la  condition  que  Vinté- 
gration,  par  rapport  à  x,  dans  le  coefficient  de  chcupie  terme, 
puisse  être  étendue  jusqu'à  ±co  .  Il  représentera  la  fonction 
f{x)  à  la  manière  des  séries  trigonométricjues. 

22.  C'est  en  prenant  n  =  i  que  Ton  obtient,  comme  un  cas 
particulier,  la  série  donnée  par  M.  Hermite  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  C Académie  des  Sciences  (t.  LVIII).  Dans 
ce  cas,  la  première  des  intégrations  (3o)  s'effectue,  et  le  terme 
général  prend  successivement  les  deux  formes 


(-0 


iV"  r"^"  d'"    (  -—\ 

P,„(x)    I         e    '"^?.„{a;)f{x)dx, 


2 {2a)'"  yar. 
dont  la  dernière  est  celle  qu'a  employée  M.  Hermite. 

FIN    DE    LA    PREMIÈRE    PARTIE    DU    TOME    CINQUIÈME. 
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BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  (  '  ). 

Tome  VIII;    1879-80. 
Lagueric.  —   Sur  la  fonction  exponentielle.  (^1  1-18). 

Si  l'on  cunsidère  l'expression 

OÙ  a,  b,  c,  . . .,  l  désignenl  des  constantes  quelconques  el  V.  F,,  ....  I'"„,_,  fies  poly- 
nômes de  degrés  a,  p,  y,  . . .,  a,  on  peut  disposer  des  coefficients  de  ces  polynômes 
de  façon  que,  en  développant  V  suivant  les  puissances  entières  ascendantes  àex, 
le  développement  commence  par  un  terme  en  x'^+'"-^,  où  ix  =  a  -;-  |ii  -f- . .  -)-  )v.  La 
détermination  de  ces  polynômes  a  fait  l'objet  d'une  Note  de  INl.  Hermile  dans  le 
Journal  de  Borchardt  (t.  88)  ;  depuis,  >L  Laguerre  a  rattaché  cette  recherche  à 
une  équation  différentielle  linéaire  d'ordreni.  Dans  celte  Communication,  il  traite 
dircriemcnl  du  cas  où  m  =  3. 

(  '  )   \  "il-   lUiUilin.    1\  ,.  -  '. 


(\  SIÎCUNDI<    PARTIK. 

Halphen.   —  Sur  certains  cas   singuliers    du    déplacement   d'un 
corps  solide.  (18-20). 

Si  par  quatre  points  a,  b,  c,  d  d'une  droite  G  passent  quatre  surfaces  a,  p,  y,  5 
dont  les  quatre  normales  en  ces  quatre  points  appartiennent  à  un  même  hyper- 
boloïde,  et  qu'on  assujettisse  a,  b,  c,  cl  à  rester  respectivement  sur  a,  p,  y,  S,  le 
déplacement  de  G  est  généralement  impossible  ou  ambigu. 

Si  par  cinq  points  a,  b,  c,  d,  e  d'un  corps  solide  passent  cinq  surfaces  a,  p,  y,  S,  s 
dont  les  normales  en  ces  points  soient  rencontrées  par  deux  mêmes  droites,  et 
qu'on  assujettisse  a,  b,  c,  d,  e  À  rester  respectivement  sur  a,  ji,  y,  5,  t,  le  dépla- 
cement du  solide  est  généralement  impossible  ou  ambigu. 


Laguene 


Sur  la  réduclion  en  fractions  continues  d'une  fonc- 
tion qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à 
coefficients  rationnels.  {'.i\-'>.-^). 

Soit 

\<z'  =  \\g  -!-  U 

une  telle  équation  où  l ,  \ ,  W  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  et  supposons  que 
z  soit  développable  suivant  les  puissances  décroissantes  de.r;  soit /„  le  poly- 
nôme de  degré  n,  dénominateur  de  la  réduite  de  rang  n,  en  sorte  que  le  déve- 
loppement de 

'■?« 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  x„,  commence  par  un  terme  en  — ^^7^-  La 
recherche  des  polynômes  o,,,/,,  dépend  d'une  équation  linéaire  du  second  ordre 

Wj-"-r  W„.r'  -1-  y\\y  =  o. 

-SI-'- 


dont  les  solutions  sont 
cl  où  l'on  a  fait 


In-  y 


(?„-/„-^ 


"■-"t" 


m  rcprésculaiil   par    1\„  cl   ])ar  (-)„   des   polynrirncs   dont  le  dernier  satisfait  à 
l'équation 

SI  ^  --/,  ?„v  -  ^^  (  o\,  f„  -/;  cpj  -  A„e„, 

A,  étant  un  coefricicnt  indépendant  de  x.  Si  l'on  pose  maintenant 

^  --=  V... 


IllîVUK   l)l<:S   PUULICATIONS. 


()., 


(-).. 


cl  OU  représentant  par  fl„  un  polynôme  entier  dont  le  degré  csl  indépendant 
<lc  n,  dont  la  forme  est  donnée  par  la  troisième  relation  et  que  l'on  détermine 
romplètement  en  exprimant  que,  pour  une  valeur  convenable  de  P,„  l'expression 

u  —  eJ  ^ 

satisfait  à  l'équation  différentielle 

ySa'  -f-  ^\■„  id  +  (  W,  -  '^'"®"^""')  U  rr  o. 

L'auteur  applique  ces  formules  au  développement  de  la  foncliou 


'/' 


e  ^dx 


puis,  dans  une  Communication  postérieure,  à  celui  de  la  fonction 


(l^)"^ 


X  —  i\"' 


dans  ce  dernier  cas,  on  a 

^^'  =  j;^ —  I,     \'  =  —  2  0J,     U  =  o. 
t-)„  est  une  constante  que  l'auteur  prend  égale  à  —  i.  On  trouve  ensuite 

n„  =  w  —  {n  -\-  \)x. 

D'ailleurs  l'équation  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  satisfont/,,  et  9,,  ( 1 

appartient  au  type  de  l'équation  hypergéométrique,  en  sorte  que  la  forme  de  /„ 
s'obtient  aisément.  Enfin  M.  Laguerre  relie  cette  question  au  développement  sui- 
vant les  puissances  de  x"^ —  i  de  la  fonction  {x  -{-  zf^  ce  qui  le  conduit  à  diverses 
formules  intéressantes. 

Lebon  {E.).  —  Sur  l'arètc  de  rebroussement  d'une  développable. 

(.;-3o).  ■ 

Halphen.   —    Observation&   sur  la    théorie    des    caraclérisliques. 

(3i-34). 

Critique  de  diverses  propositions  contenues  dans  le  Kalkul  der  abzdldenden 
Géométrie  de  M.  Schubert. 

Laguerre.  —  Remarques  sur  les  équations  difTcrentielles  linéaires 

du  second  ordre.  (.j5-3()). 

/  _i'  _|_  1  \  '•) 
Laguerre.  —  Sur  la  l'onclion  (  '- )    •  (3()-à;'.  V 

'■.riif  (li;nii('ir  Cmim  m  U  II  iiii  I  ii  Ml  il  l'Ir-  analvsée  ci-dessus. 


8  SKCONUK  PAUJIE. 

Holst  {E.).  —  Sur  l'application   crun  principe  de   la  lliéorie  des 
fonctions  à  des  recherches  purement  géométriques,  (oa-og). 

Pour  vérifier  que  le  produit  de  certaines  fonctions  algébriques 

reste  toujours  constant,  il   sutlit  de   démontrer  quil  ne  peut  jamais  devenir  nul 
(ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'il  ne  peut  jamais  devenir  infini  ). 

Applications.  —  I.  Soient  t  Taire  d'un  trian<;le  donné,  F  l'aire  du  triangle 
polaire  réciproque  par  rapport  à  une  ellipse  a  a,  26;  soient  enfin  t,,  t.^,  x^  les  aires 
des  trois  triangles  formés  par  le  centre  O  de  l'ellipse  et  deux  des  sommets 
de  t;  on  a 


II.  Soient  données  deux  courbes  planes  s,  •{/.  Appelons 
P.Nei  le  produit  des   normales  communes  aux   deux   courbes,   chaque    normale 

étant  comptée  entre  les  deux  pieds  sur  les  deux  courbes; 
Ptï^  le  produit  des  tangentes  communes  aux  deux  courbes,  chaque    tangente 

étant  comptée  entre  les  deux  points  de  contact; 
P.>"?  asi  le  produit  des  normales  communes  à  la  courbe  ï  et  aux   asymptotes  de 

la  courbe  ^ ; 
P>'^a*f   le  produit  analogue,  en  changeant  les  deux  courbes. 

On  a 

P.Nei  =   Pr^-i  PXï  asi  PNiasç, 

etc 

Schubert.  —  Réponse  aux  observalions  de  M.  Halphen  sur  la 
théorie  des  caractéristiques.  (60-61). 

Schubert.  —  Note  sur  l'évaluation  du  nombre  des  coniques 
faisant  partie  d'un  système  et  satisfaisant  à  une  condition 
simple.  (61  ). 

JlalpJien.  —  Sur  une  formidc  d'analyse.  (62-6'| ). 


n  (  n       1  )      I 

_j_  — - 

1    ■'■         X- 

-I-  (—  I,* 


./■(./•) 


/■  (  .r  ) 


z''  '■'''    (  .r  )  [■  .r 


Bomillv  (ff  .  de).  —  Noie  sur  certaines  équations  difterentielles 
obtenues  par  l'élimination  de  deux  fondions  arbitraires.  (64-~'i). 

Étant  donnée  une  fonction  explicite  ;  de  deux  fonctions  arbitraires  F,,  F".,  qui 
sont  elles  mêmes  fonctions  de  fonctions  données  •;,  el   f^  de  x  et  dci-,  on  peut 
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se  jiroposLM-  trcliniiiicr  les  fonctions  ;ii-bilruires  el  de  li-uuver  une  relation  enlre 
la  l'onelion  e\i)licili'  ;  de  I*',  el  !•".,,  les  f'on<liiiiis  ç,  el  9.,  el  leiifs  tlillérenliciles. 
—  Prfiblènie  iiiv(>rse. 

i'iiron.  —  Sur   l'rixire  des   vmgt-scj)L   droiles    (l'une    surtace    du 
Iioisième  degré,  dans  le  cas  où  ces  droiles  sont  réelles.  (73-74 )• 

L(i(iniî'rc.  —  lieclificalion  d'une  formule  de  probabililé.  (^(i-jc)). 

Lue  droite  /  est  divisée  eu  m  segments:  quelle  est  la  probabilité  pour  que  n 
d'entre  eux  soient  d'une  longueur  plus  grande  ([u'une  longueur  donn(-e  a'i 

Laqaicre.  —  Note  sur  un  problème  de  probabiiilé.  (79-81). 

La  probabilité  que  le  centre  O  d'une  courbe  fermée  tombe  dans  l'intérieur  du 
triangle  recliligne  ABC,  dont  les  trois  sommets  sont  pris  au  hasard  dans  Tinté- 
rieur  de  la  surface  limitée  |iar  la  courbe,  est  égale  à  ~. 

llaag.  —  Noie  sur  une  classe  d'équalions  diliérenlielles.  (80-8 ij. 

Sur  ré([nalii)n  (liflV'renlielie 
A,  ...,  1'  étant  des  eonslaules. 

Laquit'ie.  —  Solulions   régulières  du    problème    d'Euler    sur    la 
marclie  du  cavalier.  (8:a-i02  ). 

Léaiité.  —  Noie  sur  le   calcid  approclié,  par  la  mélhode  de  Pon- 
celet,  des  radicaux  de  la  forme  ^  x- —  )-.  (  loG-ioqV 

Ponceict  a  développé  sa  méthode  d'approximalion  ])nur  les  radicaux  de  la 
forme  \x^- -i'^:  les  formules  relatives  aux  radicaux  de  la  forme  v^^c^ — y- 
se  déduisent  de  celles  de  Poncelet  par  le  changement  des  ligues  trigononié- 
triques  en  lignes  hy|)erboli([ues. 

Laisant.  —  Remarques  sur  les  fondions  i-^  cl  ( —  i  )■*'.  (109-1  1  1). 
Humherl.  —  Sur  l'écpialion  livpei'géométrifpie.  I  1  i>.-i'^o). 

Soit  l'c-quation 

A)"—  Ll^'-r  F  —  o, 
où 

A  =^  \x' -f-  H x  —  C,     G  —  V^x  -;    K, 

qui  se  ramène  aisément  à  ré(piation  hy|jergéi)métiique;  elle  admet  comme  snln- 
tion  nn  polynume  de  degré  //  si  l'équation  du  second  degré 

\n  {  n  —  I  )        Ll  /;        F       o 

admiH  une  sdiulinn  en!  icre  posilive  n.  l'autre  l'aiine  n'étant  pas  en  même  temps 
entière  et   inlérieurc  à  n  —\  . 


lo  SECONDE   PARTIE. 

Si  K  esl  une  l'oaclion  de  x  satisfaisant  à  la  relation 

K_'  _  G 
K  ^    a' 
ce  polynôme  sera 

k 

formule  qui  équivaut  à  une  formule  Ijien  connue  de  Jacobi.  Cette  formule  ne 
donne  rien  lorsque  KA"-'  est  une  constante;  dans  ce  cas,  la  solution  la  plus 
générale  de  Téquation  est  donnée  par  lu  formule 

a  et  jj  étant  des  constantes  arbitraires;  on  arrive  à  d'autres  expressif)ns  des  so- 
lutions de  l'équation  différentielle  lorsqu'elle  est  satisfaite  en  remplaçant  jk  par 
un  polynôme,  en  faisant  des  substitutions  appartenant  au  type 

y  =  {x  --  (lY  {x  —  h) "', 

«  et  6  étant  les  racines  de  l'équation  A  =  o. 

Polignac  (ffe).  —   Fornuiles  et  considérations  diverses  se  rap- 
portant à  la  théorie  des  ramifications.  (  i'20-i24). 

Humbert.   —   Sur  le   dévelojipement  d'une  fonction  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme.  (I;^4-1 28). 

Posant 

^■(x)  --=  Xx-  -^r  B.r  -:    C.     =  - — , , , 

\\{x)       \x-  -~  \>x  +  C, 

.'auteur  traite  du  développement  de  la  fonclion 

r     X{x)  dx 
J  \C(x)lx  —  z) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  A(;). 

Le  Paige  (C).  —  Note  sur  les  déterminants  bordés.  (i2<S-ia2J. 

Soit  A  le  discriminant  d(>  la  forme  cjuadratique  à  n  variables 

/=  ^a,i,XiX^: 

soit  A,  le  déterminant  symétrique  oljtcnu  en  hor.laut  A  de  j>  ran^'ées  et  de  jj  co- 
lonnes composées  chacune  de  />  élénienls  )>,.  A_, a,,,    ;jL|.  ;j.,,  .  .  .,  iji,^,  ...  et  de 

p  zéros;  soit  encore 
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a  toriiio  ailjoiiiti^  de  /:  soit  ciiliii 


1) 


•V^ ,    (Il  (  h)      •^ ,    c/ 1'  (  ;j. 


dV{\}.) 


^  l-"-,  7   y-,  — ; — 

^^  ll/^,  Ja^  d\J.^ 


■?J'  A,  A''-  '  :=  !  ). 

Ldqitit-re.   —  Solutions    régulières    du  problème   d'Euler   sur  la 
marche  du  cavalier.  (i32-i58). 

Roclet  (L.).  —  Le  souan-pan  des  Chinois  et  la  banque  des  argen- 
tiers, (i  58-1 68). 

Lucas  {L\).  —  Sur  les  nouvelles  formules  de  MM.  Seidel  et  Stern 
concernant  les  nombres  de  Bernoulli.  (iGy-i'ja). 

Ces  formules  sont  les  suivantes  : 

B''(I$  -^  ])"=  (—  i)P+"B"(H  +  i)P, 
2PR''('.iB  +  i)"—  r.P(B  +  i)''4-  (—  !)''+«  [2«B"  (2  B+  ly—  B«(B  +  i)p]  =  o, 

où,  les  opérations  effectuées,  les  exposants  doivent  être  reniplaeés  par  des  indices. 

Lucas  {E .).  —  Théorèmes  généraux  sur  l'impossibilité  des  éc|ua- 
tions  cubiques  indéterminées.  (1^3-182). 

M.  Lucas  démontre  trois  propositions  dues  à  M.  Sylvester  sur  rimpossii)ilité 
de  décomposer  en  cubes  de  nombres  rationnels  certaines  classes  de  nombres 
entiers  et  donne  en  outre  diverses  propositions  se  rapportant  au  même  sujet. 

Pour  que  l'équation 

soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  X,  V,  Z,  A,  il  faut  et  il  suffit  que  A  ap- 
partienne à  la  forme  xy  {x -^y),   préalablement  débarrassée   des  facteurs  cu- 
biques  qu'elle  peut  contenir. 
Si  X,  y,  z  vériiient  ré(|ualion 

x^  —  3  xy'^  —  y"  =  3  A  Z^, 

on  peut  décompcjser  le  nombre  A  en  deux  cubes  ou  résoudre  l'équation 

X'  +  Y»=:  AZ% 

et  cela   par  des  formules  ([ui  ex[)rimcnt  \,  Y,  Z  jjar  des   fonctions   homogènes 
du  troisième  degré  en  x,  y.  z. 

l.n  nombre  positif  queleonciue  entier  ou  fraclionnaire  esl,  d'une  inliuilé  de 
manières,  le  produit  ou  le  quotient  de  deux  nombres  formés  de  la  somme  de  deu\ 
lubc^  jin^iiif*. 


ii  SECONDE   PARTIE. 

Huniherl.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  dune  classe 
de  lonctions.  (i  82-1 8-). 

Il  s'agit  en  pai'tirulicr  des  fiuulioits  de  la  finMiic 


(^j" 


railleur  donne  la  réduite  gi-nérale. 

LifccfsiA'.).  —  Sur  l'extension  du  théorème  de  Descartes.  (i8--ii)i). 

Démonstration  élémentaire  d'un  lliéorème  dû  à  .M.  Laguerre. 

Hunibeit.  —   Sur  une  généralisation  de  la    théorie  des  fractions 
continues.  (  i()i  -1  ()(')). 
Soit 

^  {X  )  =   {X  —  X^)  {X  —  X.,)  .  .  .  {  X  —  J7„), 

f't  soit  G  ix)  un  polynôme  de  degré  «  —  i;  \\{x)  étant  une  fonction  délinic  par 
l'égalité 

K'(J7)  _  C.{x) 

)\{x)   "   A{x)' 
posons 


en  supposant  (|uc  ces  intégrales  aient  un  sens,  et  considérons  l'expression 

OÙ  p,,  ...,  r„  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  de  degré  ni  et  tels  que  la  fonc- 
tion précédente,  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  J7,  commence 

par  un  ternie  en  — -  ;  le  ixdvnôme  P,   a    toutes  ses   racines  réelles  et   com- 

o.' '"■"'"  ■ 

prises  entre  x^_^  et  x^,  en  su|ij)osant  les  (|uantités  .T;  réelles  et  rangées  par  ordre 

de  grandeur. 

Laguenc.  —  Sur  la  Géométrie  de  ditx-ction.  (  i()6-2o8). 

Propositions  de  Géométrie  concernant  des  directions  et  des  cycles,  droites  ou 
cercles  parcourus  dans  un  sens  déterminé. 

Kantor    (S.).    — -    Sur   les    transformations   linéaires   successives 
dans  le  même  espace  à  /•  dimensions.  (208-218). 
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r.().MI'TI';S  IU']XnrS  hkbdom.vdakie.s  des  séances  de  l'Académie  desSciences('). 
'ruiiic   XCI  :    iS8o  (  suite  ). 

N"   14;  ^i  octuhre. 

'/'<^/n/)rl.  —  Observations  de  la  comète Faye,  faites  à  l'0})servatoire 
(le  FIorence-Arretri.  (.7-3  1. 

Crajis  {J.  ).  —  Sui-  cjuelques   questions  thermoniétriqnes.  (o^'j)- 

jN"   Io:    Il   octobre. 

West.  —  Sur  les  équations  algébriques.  fopS). 

Bigoiudan.  —  P^pliéiuérides  de  la  planète  h  i88o.  (609). 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  d  1880,  découverte  le 
29  septembre  par  M.  Hartwie,  à  Strasbourg,  faites  à  l'Observa- 
toire de  Paris,  (ôro"*. 

Pujet.  —  Sur  la  fonction  résolvante  de  l'équation  .r"'  +  px  -{-(/  =  o, 
(611). 

De  l'i-quation 

.r'" —  /,  jT}-  —  •>■  =  o 
on  (lédiiil 

(  ni  .r'"-'  —  l;r)  dx  —  {Ux  -f-  i)  dy  —  o, 

pt,  on  |)osaiil 

;;?.r'"-'  —  ];r  —  z, 

on  rihtiont  iiar  l'iiniinntiun 


^  —  (  I  —  m  )  Lr 
m"'r"'~'  =  (z  —  /.r)[z  —  (i  —  m) /.y]'"-'. 

Dans  rette  dernir-ro  i'-([nalion,   lo  roefficienl   fie  ;  est  nul:  elle   Inmiiit  ainsi  une 
relation  i\f  la  foniii' 

z'-^(z)  —  rn"\T"'~'  —  (i  —  m  )'"  '  k"'v"'. 


'  )   \oir  Bulletin.  I\,. 
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L'équalion  (lifTcreulicllc  devient  alors 

tn 

T71  dt  •  A"  dv 


(m  —  i  —  f  )  [i  -h  t  )  \  à(J)       \  ni'"  y  —  /■'"  (  i  —  di  )'"-  'l'- 
en inlivxluisant  la  variable  t  =  -^  et  en  posant 

/.y 

-^(;)  =  A'"  '.>-»--.;(/), 

oti  '^{t)  désigne  une  fonction  entière  de  la  variable  t,  à  coefficients  numériques 
et  du  degré  m  —  2.  Les  conséquences  sont  évidentes. 

Dillner  i^fj.).  —  Sur  une  classe  très  étendue  d'équations  différen- 
tielles linéaires,  à  coefljcients  rationnels,  dont  la  solution  dépend 
de  la  quadrature  d'uu  produit  algébrique  irrationnel.  (6i6). 

Généralisation  intéressante  de  résultats  indiqués  par  AI.  Briosclii  dans  sa  Com- 
munication du  9  août. 

Lipschitz.  — Principes  d'un  calcul  algébrique  qui  contient  comme 
espèces  particulières  le  calcul  des  quantités  imaginaires  et  des 
qualernions.  (619). 

Les  règles  du  calcul  tics  imaginaires  et  du  calcul  des  quaternions  découlent  de 
ce  fait  algébrique  que  le  produit  de  deux  sommes  de  deux  carrés  ou  de  quatre 
carrés  s'exprime  également  par  une  somme  de  deux  ou  de  quatre  carrés.  La 
méthode  donnée  par  M.  Hcrmite  et  par  M.  Cayley  pour  transformer  la  somme 
de  n  carrés  en  elle-même  conduit  ]\L  Lipschitz  à  la  découverte  des  règles  d'un 
nouveau  genre  de  calcul  algébrique,  où  le  calcul  usuel  des  quantités  imaginaires 
et  le  calcul  des  quaternions  sont  contenus  comme  les  deux  premiers  cas.  Cette 
généralisation  est  distincte  de  l'extension  donnée  par  Hamilton  du  calcul  des 
quaternions.  AL  Lipschitz  se  réserve  de  comparer  ses  recherches  à  celles  de 
.AL  Frobenius,  publiées  dans  le  Tome  84  du  Journal  de  Borchardt. 

David.  —  Sur  la  partition  des  nombres.  \(\i\). 

Cros  {C).  —  Sur  les  actions  mécaniques  de  la  lumière;  considé- 
rations théoriques  pouvant  servir  k  interpréter  les  expériences 
réalisées  par  M.  G.  Bell.  (622). 


N°  16-,   18  octobre. 

Mouchez.  — Longitude  de  la  côte  du  Brésil.  (635  ). 

Breguei  {^■■).  —  Sur  les  expériences  pliotoplioniqucs  du  profes- 
seur Graliam  Bell  et  de  !M.  Sumner  Tainter.  iG^i). 
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/'holloti  [L.).    —   Kliidos   sp('('ti-()scoj)i(ju<\s   laites  sui'   \v  Si^lcil,  à 
rOhscrvatoiic  ik'  Paiis.  (()r)()). 

Lipscliitz.  —  Principes  d'un  calcul  algébrique  ([ui  coutiont  comme 
espèces  particulières  le  calcul  des  (piaulilés  imaginaires  et  des 
quaterniojis.  (660). 

Jf^est^E.).  —  Sur  les  c(juaLions  algébriques.  (y66\). 

.\"  17-,   26  octobre. 

^ppell.  —  Sur  les  écjuations  différentielles  linéaixx's.  (684  )• 

Analogies  entre  ces  équations  et  les  équations  algébriques.  Les  quantités  ana- 
logues aux  fonctions  sj^métriques  des  racines  sont  des  fonctions  algébriques  en- 
tières des  éléments  d'un  système  fondamental  d'intégrales  et  de  leurs  dérivées, 
qui  se  reproduisent  à  un  facteur  constant  près  quand  on  remplace  ces  éléments 
par  les  éléments  d'un  autre  système  fondamental.  On  peut  constituer  une  théorie 
de  la  transformation  des  écjuations  dilTérentielles  linéaires  analogue  à  celle  de  la 
transformation  des  équations  algébriques.  EnGn  l'étude  des  équations  différen- 
tielles linéaires  entre  les  intégrales  desquelles  il  existe  une  relation  algébrique  à 
coefficients  constants  permet,  dans  le  cas  du  second  ordre,  de  ramener  l'intégra- 
tion à  des  quadratures  al)élicnncs. 

Dillner  {G.).  —  Sur  la  classe  des  équations  différentielles  linéaires 
de  divers  ordres,  à  coefiîcients  rationnels,  dont  la  solution  dépend 
de  la  quadrature  d'un  produit  algébrique  qui  ne  contient  d'autre 
irrationnalité  que  la  racine  carrée  d'un  polynôme  entier  ou  ra- 
tionnel. (687). 

Draper.  —  Pliotogi-apliie  d(,'  la  nébuleuse  d'Orion. 

]\"  18;   2  novembre. 

Cnllandreaii  [O.].  —  Eléments  de  l'orbite  de  la  nouvelle  planète 
(^,  découverte  par  M.  Coggia.  (717)- 

T'Fesl  {  E.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  algébriques  ;  examen 
de  la  méthode  de  Lagrange.  (718). 

Dillner.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires,  à  coefiîcients 
rationnels,  dont  la  solution  dépend  de  la  quadrature  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  la  variable  indépendante  et  d'un  produit  al- 
gébrique irrationnel .  ['j'x  1  ). 


i6  SECONDE   PAUTIE. 

Picard  [E.\.  —  Sur  une  propiiélé  des  toiirlioiis  unirorines  (riiiic 
variable,  liées  par  une  relation  ali;ébrique.  {ji?)). 

Soient   //,  ('  deux   fonclions   unirurines  (riine   \aiial)le  c  liées   |)ar   la    l'elalioii 
al^éliriquc  de  degré  ni 

(i)  F(«,  ^•)  =  o. 

Si  la  courbe  représentée  par  cette  équation  est  unieursale,  on   voit   aisément 
que  M,  V  peuvent  s'exprimer  de  la  façon  suivante  : 

■ç^  et  tp,  étant  des  fonctions  rationnelles  et  R(s)  une  fonction  uniforme  de  z. 
Dans  le  cas  général,  ou  supposera  que  l'équation  (ij  ait  un  terme  en  t'"'  et  que 

le  rapriurl  -ait  m  valeurs  finies  et  distinctes  pour  u  —  -c  .  Considérant  alors  une 
II 

intégrale  aliéliennc  de  première  espèce,  relative  à  r(''i[uation  (i), 


f 


!■";,(  ",  f) 


du. 


on  reconnaît  d'abord,  par  l'examen  de  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  soit  d'un 
pôle  de  la  fonction  u,  soit  d'une  valeur  z„  qui  fait  acquérir  à  u  une  valeur  cri- 
tique relativement  à  l'équation  (i),  (pie  l'expression 

du 


est  une  fonction  entière  ri(;):  on  en  conclut 


f 


!•',.(  ",  i') 


0<(c), 


CI^(z)  étant  aussi  une  fonction  entière.  Or  une  telle  relation  entre  les  fonctions 
uniformes  ii  et  G,  est  impossible  si  l'espèce  p  de  la  courbe  (i)  est  supérieure  à  i. 
Si  l'on  a  /)  —  I,  on  aura 

»  =  F[G,rc)],     r:=F,[G,(c)1. 

F  et  F,  étant  des  fonctions  doublement  périodiques  aux  mêmes  périodes,  cl 
G|(;)  une  fonction  entière. 

Qraham  Bell.  —  Sur  l'application  du  ])liotoplione  à  l'étude  des 
bruits  qui  ont  lieu  à  la  surface  solaire.  (726). 

N**  19;  8  novembre. 

Tf^est  {£•)•  —  Sur  les  équations  algébriques;  examen  des  proposi- 
tions d'Abel.  (709). 
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N°  20;   1»  novembre. 
Briosclii.  — Surqiiclcjuesc'ijiiations  dirfL'roiilk'lic's  lincaiit'S.  (807). 

Si   \\m  cniisiilrri'  rciiiuilinii   lim-.iiri'  du   li-iii>iriiii'  (ifiliT 


(i)  ^    du^       ^'^       '  '"   ""  "       ''  du 

\  '^'[(■\  —  p)  AÂ-sir</  -i-  (  '1  —  p)/,-  su  »  tnii  iliiu  —  ?]  i', 

où  les  constantes  &,  a,  a,  ^,  10  sont  liées  j)ar  les  équations 

1    .Ta'  —  ( p  —  i)  £2  +  a  —  (p  +  2 )  '  "  ^' "  =  o, 


/  r?  X'-  -  (p  +  2)  A.Q  -  pp.,  -  ,5  -  f  p  -  ',)  ^ 

en  supposant 

w  =  /."  sn-w —  -,      <!,  =  /.-  sn  w  en  w  un  w, 

on  aura,  en  faisant  sueressivement  p  =  'f.  p  =  i,  deux  équations  dilTérentielles 
du  troisième  ordre,  dont  lune  a  été  étudiée  par  M.  Picard,  lautre  par  M.  Her- 
mite  (séance  du  5  avril).  Une  intégrale  particulière  de  cette  équation  difTéren- 
tielle  linéaire  du  troisième  ordre  est  égale  au  produit  de  deux  intégrales  particu- 
lières de  deux  équations  de  Lamé  dont  pour  l'une  n  =  o,  pour  l'autre  «  =  i,  et  les 
valeurs  des  constantes  a,  oj  de  ces  équations  sont  données  par  les  relations  (2). 

Lecormt.  —  Sur  l'équilibre  des  surfaces  ilexibles  et  iuexlensihles. 

(809). 

Le  travail  de  M.  Lecornu.  dont  cette  Note  contient  les  résultais  princi|ianx.  a 
été  anaiys(''  dans  la  [)i'('inirre  l'artio  du  riidlctin. 

N"  21;   22  novembre. 

Mouchez,  —  OLservalions  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  deGreenwicli  (transmises  par  l'Astronome  Royal, 
M.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  troisième  tri- 
mestre de  l'année  1880.  (833). 

Pomcaré.  —  Sur  la  réduction  simultanée  d'une  forme  quadrati(jue 
et  d'une  forme  linéaire.  (8H  *• 

L'auteur  a,  dans  un  Mémoire  précédent  (séance  du  i  ,  juin;,  étudié  les  ques- 
tions relatives  à  la  réduction  et  à  l'équivalence  des  formes  cubiques  ternaires  : 
parmi  ces  formes,  celles  qui  sont  décomposables  en  un  facteur  linéaire  et  un 
facteur  quadratique  conduisent  à  étudier  la  réduction  d'un  système  composé 
d'une  forme  linéaire  et  d'une  forme  quadratique. 

liull.  f/<".c  Sciences  innth.,  ■y.'^  Série,  t.   V.  (.Innvi^'i-  i8Si.)  R.2 
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Il  peut  arriver  que  celte  réduction  se  ramène  à  celle  d'une  forme  définie,  que 
l'on  obliennc  un  nombre  fini  de  systèmes  réduits,  ou  enfin  que  la  réduction  se 
ramène  à  celle  d'une  forme  quadratique  indéfinie  :  c'est  le  cas  le  plus  intéres- 
sant, le  seul  où  il  y  ait  des  substitutions  semblables. 

M.  Poincaré  s'occupe  en  particulier  des  transformations  binaires,  à  coefficients 
entiers,  qui  reproduisent  un  système  composé  d'une  forme  linéaire  et  d'une 
forme  quadratique. 

Gaillot  {y4.).  —  Sur  les  Tables  du  mouveiiieiit  de  Satuinie  de  Le 
Verrier.  (S/jj). 

Laguerre.  —  Sur  une  propriété  des  polynômes  X„  de  Legendrc. 

(8l9)- 

Klant  donné  un  polynôme  entier  F(j:'),  ordonné  comme  il  s.uit, 

F(j;)  =  AX„,-t- BX^+C.\  +  ..., 

A,  B,  . . .  étant  des  constantes  et  les  entiers  m,  p,  q,  ...  allant  en  croissant,  le 
nombre  des  racines  positives  de  l'étiuation  V {x)  =  o,  qui  sont  égales  ou  supé- 
rieures à  l'unité,  est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  que  présentent  les 

termes  de  la  suite 

A,  B,  C,   .... 

Angot  [A.).  —  Tables  nouvelles  pour  calctiler  les  hauteurs  au 
moyen  des  observations  barométriques. 

N°  22-,  29  novembre. 

Flonnet  (G-)-  —  Sur  les  équations  dilïérentielles  linéaires  à  coef- 

licients  périodiques. 

Si  les  coefficients  d'une  équation  différentielle  linéaire  sont  simplement  pério- 
diques, les  éléments  d'un  système  fondamental  d'intégrales  se  partagent  en 
groupes,  tels  que 

]\{x)  =  e'-''9,,(.r), 

FJx)  rr.  e"f»„f.r)  -hX'^,,{x)], 


l\(x)  =  e'-''  [9-,.i  {^)  +  ^  'iu(^)  +. . .+  .r''  '  '-?v;,(^)], 

où  les  '-i  désignent  des  fondions  de  la  période  w  des  coefficients. 
Si  l'expression 

/{x)  =  e9-''['\i„{x)  -^x<]>,{x)  -^...+  x-'^Jx)] 

est  une  intégrale  de  l'équation  différentielle,  les  <\i  désignant  des  fonctions  de  pé- 
riode w,  il  en  sera  de  même  des  v  premières  dérivées  de  cette  intégrale,  prises 
en  considérant  <??'  et  les  'liix)  comme  des  cnnstanles. 
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N«  23;  6  dcccmbrc. 

Tisserand  (/'.).  —   Sur   le  développement  d'une  lonelion  quel- 
eonque  du  la^on  vecteur  dans  le  mouvement  elliptique.  (897). 

En    tlcsignanl   par  a,   e,    Ç,   /•    le    (Icrni-grancl    axp,    rexcciilricilé,    ranomalie 
moyeunc  cl  le  rayon  vecteur  dans  l'orbite  ellipti(|ue  cfiinc  planète,  on  a 

-  —  Afl  -F-  A,  cos  :;+...+  A„  cos  /t  ^  H- ... , 

où  les  coefficients  A  sont  des  fonctions  de  e  qui  s'expriment  simplement  à  l'aide 
des  transcendantes  de  Bessel  ;  .M.  Tisserand  montre  (jue,  dans  le  développement 
correspondant, 

/(/•)  =  B„-+-B,  cos:;  -)-...+  H„cos//:, 

le  coefficient  B„  est  donné  par  la  formule 

,,  =  ^     (-) 
I  ^  V^        \  j  ' 

■1  ^u  p\{p  -^  n) .  '  '  ' 

quand  on  aura  effectué  le  développement  de  l'expression 

u  ( Il  —  n )"+P  '(?/.  +  n  y- ^  { u  -\-  Il  ^  i. p) 

suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  u,  on  devra  y  remplacer  w'  par 

.d'f(a)  ,,  .  ^  d'f(a),         ,         ,   ,  ,,  .,    .    d'f(r) 

a« — —r-i — >  en  désignant  par — •  ,    .      In  valeur  a  laquelle  se  réduit — ^V — ^  quand 

on  y  fait  /•  =  a. 

Bigourdan.  —   Observations    de    la  comète   d   1880    (Haitvvig), 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (917). 

Schidhof  el  Bosse/ 1.  —  Sur  la  comète  Hartwig  {d.  1880)  et  sur  la 
comète  Swift  {e  1880).  (918). 

Laussedat.  —  Sur  la  méthode  employée  par  d'Aubuisson,  en  181  o. 
pour  la  mesure  des  bases  géodésiques.  (922). 

Angot  {yJ.).  —  Sur  le  calcul  des  hauteurs  au  moyeu  des  observa- 
tions barométriques.  (924). 

André  [Ch.).  —  Sur  la  distribution  des   températures  dans   les 
couches  inféi'ieures  de  l'atmosphère.  (927). 

Mei^cadier  {E.).  —  Sur  la  radiophoaie.  (929). 
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N"   2  4;    ÏÂ   décembre. 

(îj/clén.  —  Sur  lorbite  que  parcourt  un  point  iiiatcricl  attiré  par 
un  spliéroïde.  (i)jy). 

l>ans  l(^  ras  ([ni  intéresse  l'Astronomie,  la  force  d'attraction  est  exprimée,  avec 
une  apprcjximalion  suffisante,  par  la  formule 

/•-         3  LL- 


tx'-'  =  -  (aC  — A  — B); 

'en  représeulant  ])ar  A,  B,  C  les  nionienls  d'inertie  du  spliéroïde,  M.  Gyldén  exa- 
mine le  cas  où  l'oriiile  est  située  dans  le  plan  de  l'équateur  et  où  elle  est 
fermée. 

Schulhof  qX  Bossert.  —  Comète  Swift  (e  1880).  (965). 

Darhoux  [G-.].  —  Sur  le  contact  des  coniques   et  des   surfaces. 

1969)- 

Par  chaque  ])oint  d'une  cyclide  passent  dix  cercles;  ce  nombre  de  dix  séries 
de  sections  circulaires  est  un  maximum  et  n'est  atteint  que  pour  les  cyclides; 
pour  le  démontrer,  JNI.  Darboux  a  étudié  le  contact  d'une  conique  et  d'une  sur- 
face et  examiné  particulièrement  le  cas  où  cette  conique  est  un  cercle. 

Si,  dans  une  surface  (S),  on  considère  toutes  les  sections  planes  passant  par 
une  même  droite  tangente  en  un  point  simple  O,  le  lieu  des  coniques  oscula- 
trices  de  ces  sections  à  leur  point  de  contact  commun  avec  la  tangente  est  une 
surface  du  second  degré  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface  (S). 

Etant  donnée  une  surface  ([uelconque  (Q)  à  neuf  paramètres,  on  peut  en  gé- 
néral disposer  de  ces  paramètres  de  telle  manière  que  la  surface  soit  osculatrice 
en  O  à  la  surface  (S),  et  de  telle  manière  que  les  trois  tangentes  au  point  triple 
de  la  courbe  de  section  des  deux  surfaces  en  O  soient  confondues  suivant  une 
tangente  quelconque  (T)  donnée  à  l'avance.  Dans  le  cas  où  la  surface  (Q)  est  du 
second  degré,  la  tangente  (T)  ne  peut  pas  être  prise  arbitrairement;  elle  ne  peut 
avoir  que  trois  positions,  et  alors  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré 
correspondantes  à  chacune  de  ces  directions.  La  théorie  du  contact  d'une  sur- 
face du  second  degré  avec  une  surface  quelconque  conduit  donc  à  un  système  de 
lignes  analogues  aux  lignes  de  courbure  et  définies  par  une  équation   différen- 

clv 
tielle  du  premier  ordre  et  du  troisième  degré  en  -j—  •  Trois  surfaces  particulières 

du  second  degré  peuvent  être  considérées  comme  ayant  le  contact  le  plus  intime 
possible  avec  la  surface  proposée. 

Les  plans  qui  coupent  la  surface  (S)  suivant  des  sections  planes  surosculées 
en  O  par  une  conique  enveloppent  un  cône  de  neuvième  classe  admettant  le 
plan  tangent  en  O  pour  plan  tangent  sextuple. 

En  dehors  des  surfaces  du  second  ordre,  il  n'y  a  que   la  surface  de  Steiner  et 
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ses  varioles  et  la  surface  réglée  du  troisième  ordre  qui  adinctleril  une  inlinilé  do 
eoni(iues  passant  par  chaque  point  de  la  surface. 

11  y  a  en  général  vingt-scj)t  coniques  qui  coupent  la  surface  (S)  en  sept  points 
confondus  au  point  O. 

Les  plans  qui  coupent  la  surface  (S)  suivant  des  sections  surosculées  en  O  par 
un  cercle  cnvcloi)i)cnt  un  C(")ne  de  cinquième  classe  admettant  le  plan  tangent 
pour  plan  tangent  quadruple. 

Le  lieu  des  pôles  des  inversions  (jui  transforment  la  surface  (S)  en  une 
autre  (S')  pouvant  avoir  au  point  O',  inverse  de  O,  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  une  surface  du  second  ordre  est  une  courbe  du  sixième  ordre  qui  est 
l'inverse,  par  rapport  à  O,  d'une  cubi([ue  gauche. 

Par  cluupie  point  simple  de  la  surface  (S),  il  passe  en  général  dix  cercles  cou- 
pant la  surface  en  cinq  points  confondus.  Eu  d'autres  termes,  il  y  a  dix  sections 
dont  les  coniques  osculatrices  sont  des  cercles. 

S'il  y  a  i)lus  de  dix  cercles,  le  point  est  nécessairement  un  ombilic. 

Une  surface  ne  peut  admettre  plus  de  dix  cercles  passant  en  chaque  point  sans 
se  réduire  à  une  sphère. 

Les  seules  surfaces  qui  admettent  dix  séries  de  sections  circulaires  sont  les 
cyclides. 

ylppell.  —  Sur  iiiie   classe    d'équations   clKléreiiliellcs   linéaires. 

(972)- 

Considérons  une  équation  ilifTorenticlle  limniire 

dans  laquelle  »,,  'f.j,  . . .,  9,,  sont  des  fonctions  rationnelles  tle  j:  et  )■,  )■  ('tant  la 
fonction  algébrit[ue  de  a;  définie  par  l'équation 

i'{-r,y)  =  o, 

représentant  une  courbe  d'ordre  m,  de  genre />  et  contenant  un  ternie  en  j'"'.  Les 
coefficients  9  possèdent  deux  sortes  de  points  singuliers  :  1°  les  points  %i,  r^^  de 
la  courbe  F  =  o,  oii  certaines  des  fonctions  9  deviennent  infinies;  2°  les  points 
critiques  de  la  fonction  algébrique  jv  de  x,  que  l'on  suppose  distincts  des  points 
Hjt,  T,j.  Supposant  aussi  que  ces  derniers  points  et  le  point  00  soient  des  pôles  ou 
des  points  ordinaires  de  la  fonction  intégrale,  M.  Appell  montre  qu'il  existe  une 
fonction  intégrale  '^(x,y)  qui  se  reproduit,  multipliée  par  un  facteur  constant, 
toutes  les  fois  que  le  point  (.ï",  jk)  décrit  un  cycle  simple.  Le  nonilire  de  ces  mul- 
tiplicateurs distincts  est  2/7. 

Soient  u'(x,y)  (j  =  i,  2,  ...,/>)  les  p  intégrales  abéliennes  normales  de  pre- 
mière espèce;  considérons  les  cycles  qui  donnent  les  2p  périodes  normales,  à  sa- 
voir, pour  l'intégrale  m('),  les  périodes 

(/ '  =  o,  ui/'  =  o o)',2  '■  - 1  '  .=  a  t:  u'~ w'  '.,    .  =  o, 


'1    =  ".  "3=0'  •••'     <->;■"      "='i~V 


J')_o,  ,.,!'■) 


=  2  a„ 


2/> 


à  ces  cycles  répondront,  pour  la  fonction  intégrale  <|(uC,j')j  -P  multiplicateurs 
p.,,  \j..,  ...,  ;j..,  ,  le  facteur  ;j.,.  correspondant  au  cycle  qui  donne  o)|,!'.  Soit  W(j') 
la   funrlion  H  de  />  \ariaii|c-^  fdiMU'c  avec  les  nombre*  a,^,  et  considi'i'diis  la  finir 
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où  )>,  et  g-  sont  des  constantes.  Si  le  point  {x,r)  décrit  un  cycle  donnant  pour 
les  intégrales  abéliennes  une  période  à  indice  impair  21  —  1,  la  fonction  T{x,y) 
se  reproduit,  multipliée  par  e^^i'^v'^  ;  on  détermine  les  p  constantes  )v,  de  façon 
que  cette  intégrale  soit  égale  à 

— ^      ii  =  i,  2 p): 


on  détermine  de  même  les  constantes  g^  de  façon  que 

g>.  (A,  a,,  +  ^iaji  +  ...-(-^y  «uiH-g^i 


soit  égale  à 


(1  =  1,  -2,    ...,p). 


Dés  lors,  la  fonction  i(x,  t)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,       ]\(.r.r) 
o  (  j;,  r  )  =  — ■ — -  ) 

R{x,y)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  y. 

Collet  (/.).  —  Sur  l'iulégratioii  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre. 

Les  diverses  méthodes  pour  l'intégration  de  ces  équations  se  ramènent  à  Tin- 
tégration  d"une  équation  de  la  forme 

(1)  dz  — p^dx^  — p^dx.  — . . .  —  p,,dx,^  =  o, 

où  les  valeurs  de /?,,/>;,  ...,/?„  sont  fournies  par  n  équations  distinctes 

/.  =  o,    /,  =  o,     . . . ,    /„  =  0, 

.  ,.  ■      ,  n(n  —  i)  ...         ,    , 

dont  les  premiers  membres  sont  astreints  a  satisfaire  a  — conditions  de  la 

forme 

Lorsque  la  fonction  z  n'entre  pas  dans  ces  équations,  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (i)  est  une  différentielle  exacte;  lorsqu'elle  entre,  il  existe  toujours  un 
facteur  d'intégration. 

Mittag-Leffler .  —  Sur  les  équations  dilîérentielles  linéaires  du 
second  ordre.  (978). 

Soient  U,  V  d'une  part,  u,  v  de  l'autre,  des  intégrales  linéairement  indépen- 
dantes des  équations 

;"-f-P;'-T-Q;  =  o, 

y  -^'  py  ■'  iy  ~  o- 
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Soit  s(x,  Ç)  une  foncîlion  ralionin-IK;   de  ç,  duiit    les   ((jelCuients   soient    des 
fonctions  uniformes  de  x;  si  l'on  suppose 

V 


on   peut  obtenir  V  et  0  sous  forme  de  fonctions  symétri(|ucs  par  rapport  à   — 

«'  .  ^  1      r  •  •  Il         1     *''        u'  ,     *■''  li' 

et  —  j  et  par  suite  sous  (orme  de  fonctions  rationnelles  de ! et  de ou 

il  ^'        a  V    H 

,    l''{x)        ,     I  V"(x)       I      V'(x)  ^,     .     , 

de  7^ et  de  -  -— 1-  -  A>  -rr-, \-  Q,  en  posant  iiv  =  F(^)  :  les  coefncien!s, 

b  (X)  a   h(x)        i.'    V{x)        •"        '  '>     "  ' 

dans  ces  expressions  rationnelles,  sont  des  fonctions  uniformes  de  x.  Si  main- 
tenant l'on  suppose  que,  dans  o{x,\),  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  I  soient  des  fonctions  doublement  périodiques  de  x,   et  que  p  et  q  soient 

¥'  (x) 
aussi  des  fonctions  doublement  périodiques,  telles  que  le  quotient  „-^r  soit  lui- 

F{x) 

même  doublement  périodique,  il  en  sera  de  même  des  coefficients  P,  O  de  l'é- 
quation ^"+ P-3'+ Q:3  =  o,  et  des  deuv  expressions  de  —  et  —  on  conclut  un 

système  d'intégrales  qui,  en  général ,  ne  sont  pas  uniformes.  En  supposant 
'•fix,  %)  —  w^,  on  retombe  au  cas  traité  par  M.  Hermitc. 


N°  25;  20  décembre. 

Discours  prononcés  aux  funérailles  de  M.  Cliasles  par  MAI.  Her- 
trand,  Bouquet,  Laussedat,  Dumas  et  Rolland. 

N"  26;  27  décembre. 

Hevinite.  —  Sur  la  série  de  Fourier  et  autres  représentations  ana- 
lytiques des  fonctions  d'une  variable  réelle.  (ioi8). 

M.  Hermite,  après  quelques  mots  sur  les  travaux  de  M.  Lif)uville,  de  Sturm, 
de  M.  Lipscliitz,  de  iM.  P.  du  Bois-Reyinond,  fait  l'éloge  du  Livre  de  M.  Ulysse 
Dini,  Série  di  Fourier  e  altre  rappresentazioni  analitiche  délie  funzioni  di 
una  variabile  reale. 

Covjiu    {■^-)-  —  Sur   la   vitesse    de  propagation    de   la   lumière. 
(1019). 

Crids.  —  Déterininalion  de  la  durée  de  la  rotation  de  la  planète 
Jupiter.  (1049). 

Schulho/'ci  Bosserl.  —  Sur  la  comète  Hartvvig  {(I  1880).  (  loj  i). 

Tacchini.  —  Observations  solaires,  faites  à  FObservatoiie  Royal  du 
Collège  Iioinain,  pendant  le  troisième  trimestre  de  1880.  (io53). 
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Tacchini.   —   Observations  de  la  comète  Swift  (e  1880),  faites  à 
l'Observatoire  Royal  du  Collège  Romain.  (io54). 

Moutard.  — Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces.  (io55). 

Réclamation  de  priorilé  au  sujet  de  ceux  des  théorèmes  de  M.  Darboux,  com- 
muniqués dans  la  séance  du  i3  décembre,  qui  concernent  les  coniques  quel- 
conques osculatrices  à  une  surface  en  un  point  donné.  M.  Moutard  indique  aussi 
la  méthode  géométrique  dont  il  s'est  servi  pour  étudier  cette  question;  il  em- 
ploie, pour  étudier  les  éléments  différentiels  d'une  surface  algébrique  (S) 
d'ordre  m,  en  un  point  A,  une  surface  dérivée  (A),  à  savoir  :  le  lieu  du  point 
qu'on  obtient  en  portant  sur  chaque  transversale  issue  du  point  A  le  rayon  vec- 
teur dont  l'inverse  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  des  inverses  des  rayons 
vecteurs  limités  à  tous  les  points  d'intersection  restants,  sauf  un  seul,  de  la 
transversale  et  de  la  surface  (S). 

Cette  surface  (A)  est  d'ordre  2m  —  3;  elle  renferme  comme  droites  multiples 
d'ordre  m  —  3  les  deux  osculatrices  de  (S)  en  A;  le  complément  de  son  inter- 
section avec  le  plan  tangent  est  une  cubique  (T)  située  sur  la  polaire  du  troi- 
sième ordre  de  A  par  rapport  à  (S);  l'orientation  des  plans  tangents  à  (A)  aux 
divers  points  de  (T),  la  direction  des  droites  osculatrices  à  (A)  en  ces  mêmes 
points,  la  position  des  droites  qui  surosculent  (A)  en  un  point  de  (T),  ne  dé- 
pendent respectivement  que  des  polaires  du  quatrième,  du  cinquième ,  du 
sixième  ordre  de  A  par  rapport  à  (Sj. 

Toute  conique  (C)  ayant  avec  une  surface  algébrique  (S)  d'ordre  m  un  con- 
tact du  second  ordre  au  point  A  est  associée  à  une  droite  (Dj  située  dans  son 
plan,  de  telle  manière  que,  sur  toute  transversale  menée  dans  ce  plan  par  le 
point  A,  la  somme  de  l'inverse  du  rayon  vecteur  limité  à  (C)  et  de  {m  —  2)  fois 
l'inverse  de  celui  qui  est  limité  à  (D)  est  égale  à  la  somme  des  inverses  des 
rayons  vecteurs  limites  à  (S).  Le  contact  de  (C)  et  de  (S)  monte  au  troisième 
ordre  quand  la  droite  (D)  rencontre  en  un  point  I  la  courbe  (T)  et,  en  général, 
à  l'ordre  n  -■.-  3  lorsque  (D)  a  en  I  un  contact  de  l'ordre  n  avec  (Aj. 

Picard  [E.].  — Sur  une  propriété  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable,  et  sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 
(io58). 
Considérant  les  équations  différentielles  de  la  forme 

(0  '^("'7^)=°' 

F  étant  un  polynôme,  l'auteur  cherche  dans  quel  cas  elles  admettent  des  inté- 
grales uniformes.  11  résulte  tout  d'abord  d'une  Communication  précédemment 
analysée  que  le  nombre  p  relatif  à  la  relation  algébrique  (i)  est  égal  à  o  ou  à  1 
et  que  l'on  devra  avoir 

c  et  9,  désignant  dans  le  premier  cas  des  fonctions  rationnelles,  dans  le  second 
des  fonctions  dr)ublement  périodiques  à  mêmes  périodes,  et  R  désignant  dans  le 
premier  cas  une  fonction   uniforme,  dans  le  second  une  fonction  cnlière:  on  m 


inîVUR   DF':S  PUBIJCATIONS.  -^5 

(k'iluil 

Si  /?  =  o,  colle  ('(jualion  ne  poiiira  adincUrc  crinl(''f;i-alc  miilVirme  que  si  l'ex- 
pression /cp,  (H)  tp'  (R)dK  CSL  rationnelle  :  on  esl  ramené  alors  à  chereher  si  l'on 

fo  o'  dix 
peut  déterminer  la  eonstanto  d'intégration  de  façon  que  le  quotient     '  '    ,^ se 

réduise  à  un  polynôme  de  déféré  au  plus  égal  à  4- 

S\  p=t,  il  faut  que  le  même  quotient  se  réduise  à  une  constante;  on  aura  alors 
9'(R)  =  A'»"(R),  A  étant  une  constante,  et  R(5)  aura  la  forme  linéaire  A2  +  B. 
Toutes  les  intégrales  de  l'équation  (i)  ne  sont  pas  d'ailleurs  uniformes  dans  ce  cas. 


ZEITSCHRIFT  fïjr  Matiiemvtik  und  Physik  (>). 

Tome  XXIV;   1879. 

Beez.  —  Sur  la  mesure,  d'après  Rieniann,  de  la  courbure  des 
multiplicités  d'ordre  supérieur.  (1-17,  65-82). 

Le  travail  de  M.  Béez  se  rapporte  à  la  seconde  Partie  de  la  Commentntio 
mathematica,  qlia  responclere  tentatur  quœstioni  ab  illustrissinia  Academia 
Parisiensi propositœ,  publiée  dans  les  OEuvres  complètes  de  Riemann  (p.  370). 
Cette  seconde  Partie,  d'un  caractère  purement  analytique,  est  intitulée  De  trans- 
foi-matione  expressionis'S.jibi^dSids;  in  forniam  datant  Zf/ a ,;  dx"- dx'' .  C'est  là 
((u'on  peut  trouver  la  base  de  la  théorie  de  la  mesure  de  la  courbure  attribuée  à 
Riemann  et  comme  la  conclusion  de  son  Habilitationsschrift«.  Ueber  die  Hypo- 
thesen,  welche  der  Géométrie  zu  Grande  liegen.»  Toutefois  l'interprétation  géo- 
métrique donnée  par  Riemann  des  beaux  résultats  analytiques  obtenus  par  lui 
parait  à  M.  Béez  entièrement  accessoire  et  sujette  à  revision  ;  c'est  cette  revision 
qu'il  entreprend,  et  il  arrive  à  la  conclusion  suivante  :  Il  est  impossible  d'étendre, 
la  théorie  ordinaire  de  la  courbure  aux  surfaces  d'un  espace  plan  de  plus  de 
trois  dimensions. 

Hochheim  [Ad.).  —  Sur  les  surfaces  polaires  des  surfaces  réglées 
du  troisième  ordre.  (i8-3i). 

lùjualions  des  surfaces  polaires  du  second  et  du  premier  ordre,  surfaces  dia- 
métrales, surface  de  Hesse,  points  paraboliques,  tangentes  d'inflexion,  etc. 

Matthiessen  (L.).  —  Formes  générales,  de  Clebscli  et  Aronhold, 
pour  les  racines  des  équations  du  second,  du  troisième  et  du 
quatrième  degré.  (Ss-Sy). 

Chwolson  (O.).  —  Sur  le  problème  de  l'induction  magnétique  de 
deux  sphères.  (4o-53). 


(  '  )  Noir  Bulletin,  11.^, 
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Kantor  {S.).  —  Recherches  géométriques.  (54-57)- 

JViemol/er.    —    Sur  une    application    des    fonctions    sphériques. 
(57-60). 

«  Etant  (.loniice  la  func:ion 

,     N        C„         f,  r, 

trouver  lu  IVniclioii  /(x)  telle  que  l'on  ait 


Schmidt  (A.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  un  milieu  isotrope 
non  homogène.  (60-62). 

Schoepjlies  (A.).   —   Remarque  sur  le  jMémoire  Ueber  ein  spc- 
cielles  Uyperboloid —  (6:^-63). 

Voir  Zeitschri/t,  WIII,  269,  et  Bulletin.  II„,  lô'i. 
Rodenberg  (C).  —  Sur  un  problème  de  maximum.  (63-66). 

«  Diviser  un  nombre  donné  eu  parties  égales  dont  le  produit  soit  maximum.  » 

Thomae  {•/.).  —  Exemple  d'une  fonction  discontinue  une  infinité 
de  fois.  (64.). 

Schlegel[  f  .).  —  Sur  les  nouvelles  méthodes  géométriques  et  leur 
liaison  avec  la  Science  de  l' étendue  de  Qrdmm^nn.  (82-95). 

1.  Le  Punktcalcul  de  Gauss-Siebeck.  —  2.  Les  coordonnées  baryccntriques  de 
Môbius,  le  rapport  anharmoniquc  de  Chasics,  les  coordonnées  trilinéaires  de 
Scliendel.  —  3.  La  Géométrie  non  euclidienne.  —  4.  Sur  la  représentation  des 
imaginaires  de  Bjorling.  —  5.  Sur  les  quaternions  de  Hamilton. 

Giïnther  (S.).  —  Sur  la  représentation  explicite  des  déterminants 

réguliers  de  coefficients  binomiaux.  (96-103). 

M.  Guntlicr  désigne  ainsi  un  déterminant  d'ordre />  dont  la  r*"°  ligne  est  com- 
posée des  éléments 

\"./       \>iJ  \"pJ 

où  m   et  II   sont  des  entiers  quelconques   positifs  et  où  l'on  suppose  que   les 
nombres  n  vont  en  croissant  avec  leur  indice. 

Hcigen  {J')'  —  Sur  la  théorie  des  trois  figures  ellipsoïdales  d'équi- 
libre d'une  masse  iluide  homogène  tournant  librement.  (io4- 

ii5). 

L'auteur  suit  une  mélinMle  donnée  par  M.  A.  Giesen,  dans  \c  Zeitschrift  {l.W\, 
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p.  i),  pour  traiter  Jcs  problèmes  (rilydrodynaiiiiciiie  relatifs  à  (les  elli|)so'Kles  de 
petites  exccntrieilés  et  qui  consiste  à  négliger  les  puissances  des  excentricités 
supérieures  à  2. 

De  cette  façon,  il  parvient  simplement,  lorsque  la  vitesse  de  rotation  est  très 
petite,  aux  trois  figures  ellipsoïdales  connues  pour  léquilibrc  d'une  masse  fluide 
homogène  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  ainsi  qu'aux  figures  limites. 

RoUner  [F.).  —Génération  crime  surface  du  second  ordre  au  moyen 
de  deux,  faisceaux,  de  sphères  j)rojectifs.  (i  iG-i  19). 

Schfir  {F.).  —  Démonstration  synlliéllque  de  l'identllé  d'une 
T/'ipc/cit/'ie  a\cc\a  courbe  engendrée  par  un  faisceau  de  coniques 
et  un  faisceau  projectif  de  droites,  (i  19-123). 

Schlegel  (I  .).  —  Généralisation  d'un  paradoxe  géométrique. 
(123-128). 

Étant  donné  un  carré,  on  le  décompose,  par  une  parallèle  à  l'un  des  côtés,  en 
deux  rectangles  dont  les  surfaces  soient  entre  elles  comme  les  entiers  a,  b  {a<,b); 
prenons  pour  unité  la  {a  -h  è)''"""  partie  du  côté.  On  décompose  le  petit  rectangle 
en  deux  triangles  rectangles  et  le  grand  en  deux  trapèzes  égaux  dont  les  bases 
soient  a,  b  :  le  rectangle  dont  les  côtés  sont  b  et  a  -h  2b  ne  diffère  de  la  somme 
des  quatre  figures  ainsi  formées,  si  les  nombres  sont  convenablement  choisis,  que 
par  un  petit  parallélogramme  allongé.  L'auteur  se  propose  de  déterminer  les 
nombres  a,  b  de  façon  que  l'aire  de  ce  parallélogramme  soit  égale  à  i. 

GeisenJieimer  (L.). —  Recherches  sur  le  mouvement  d'un  système 

mobile  qui  reste  semblable  à  lui-même.  (128-108). 

Le  résultat  principal  de  ces  recherches  est  l'établissement  d'une  formule  et 
d'une  construction  pour  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe  plane 
mobile  dans  son  plan,  qui,  dans  le  cas  où  la  similitude  se  réduit  à  l'égalité,  re- 
viennent à  la  formule  et  à  la  construction  de  Savary. 

]J  eiler.  —  L'involution  sur  une  courbe  o:auche  du  troisième  ordre. 


o' 


(159-167). 

Etant  donnée  une  telle  courbe,  un  faisceau  de  plans  en  involulion  passant  par 
une  sécante  détermine  sur  elle  une  involution.  Soient  a,  a'  les  tangentes  en  deux 
points  correspondants  ;  on  considère  la  C(jngrucnre  linéaire  dont  les  droites  a,  a' 
sont  les  directrices;  l'ensemble  de  toutes  ces  congruences  constitue  un  complexe 
du  troisième  ordre  qu'étudie  M.  Weiler. 

Zecli  (P-)-  — Passag^e  d'un  faisceau  étroit  de  rayons  par  un  prisme 
(168-179). 

Enneper  {A.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  algé- 
brique. (180-187). 

Cette  surface  a  été  définie  par  M.  Lagueri-e  {Journal  de  Mathématiques, 
3"  série,  t.  II,  p.  i4.5-i56;  Bulletin,  2"  série,  t.  I,  Il«  Partie,  p.  S.m,),  et  AI.  La- 
guerre  en  a   déterminé   géoniririiiiiciiicnt    les   lii.'nes  de   courbure.    .M.    Lnncper 
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établit  qu'elle  peut  être   regardée  comme  l'enveloppe  de  la  surface  du  second 
ordre 


s -i- b  («  4- «){*•+ pj 


1  =  0, 


où  s  est  un  paramétre  variable;  il  montre  en  outre  comment  l'équation  dilTéren- 
tielle  du  second  degré  des  lignes  de  courbure  se  décompose  aisément  en  deux 
équations  du  premier  degré  qui  s'intégrent  sans  difficulté. 

Pilgrim  (L.).  —  Siu'  le  nombre  de  parties  dans  lesquelles  on  peut 
décomposer  une  figure  de  /.'  dimensions  au  moyen  de  /i  figures 
de  A'  —  I  dimensions.  (188-192). 

Résultats  généraux  analogues  à  ces  propositions  particulières  :  un  plan  est  dé- 
composé par  six  droites  en  seize  parties,  dont  dix  sont  finies;  un  espace  est  dé- 
composé par  dix  plans  en  cent  trente  parties,  dont  quatre-vingt-quatre  sont  fi- 
nies, etc. 

Wittwer  [C).  —  Sur  la  dépendance  entre  la  chaleur  spécifique 
des  corps  et  leur  température.  (i83-2o5). 

Rachmaiiinaff.  —  Le  principe  du  plus  petit  travail  des  forces 
perdues  comme  principe  général  de  la  Mécanique.  (206-220). 

Il  s'agit  du  principe  de  Gauss  {Princip  des  kleinsten  Zwanges),  lequel  peut 
être  regardé  comme  un  principe  du  plus  petit  travail  des  forces  perdues.  M.  Racli- 
maninofi'  l'énonce  sous  la  forme  suivante  :  «  Dans  le  mouvement  d'un  système 
de  points  matériels,  le  travail  que  produiraient  les  forces  perdues  par  le  mou- 
vement libre  du  même  système  est  un  minimum;  l'accroissement  infiniment 
petit  de  ce  travail  est  positif  pour  tout  déplacement  qui,  combiné  avec  le  dépla- 
cement réel,  produirait  un  déplacement  possible.  >> 

L'auteur  montre  en  outre  la  connexion  de  ce  principe  avec  les  principes  géné- 
raux de  la  .Mécanique. 

Thieine  {H.).  —  Sur  la  définition  des  figures  géométriques  par 
la  construction  de  leur  système  polaire.  (221-238,  2^6-284)- 

Les  recherches  de  ^L  Cremona  et  de  M.  P'rahm  ont  montré  qu'un  réseau  de 
courbes  planes  d'ordre  /i  >  2  ou  de  surfaces  d'ordre  n^  2  ne  pouvait  pas,  en 
général,  être  regardé  comme  le  réseau  des  premières  courbes  ou  surfaces  polaires 
pour  une  courbe  ou  une  surface  d'ordre  «  -i-  i  ;  il  y  a  donc  lieu  de  chercher  à  con- 
struire les  figures  générales  (à  1,  2,  3  dimensions)  qui  constituent  les  systèmes 
des  premières  polaires  des  figures  de  même  dimension  et  d'ordre  immédiatement 
supérieur.  S'occupant  spécialement  du  cas  des  surfaces,  M.  Thieme  montre  com- 
ment la  solution  de  ce  problème  peut  conduire  à  la  définition  purement  géomé- 
trique d'une  surface  d'ordre  n-hi,  en  partant  de  la  surface  d'ordre  n;  il  établit 
ainsi,  indépendamment  de  toute  considération  algébrique,  qu'une  surface  d'ordre 

Il  -î-  I  est  déterminée  en  gênerai  par i  points  et  qu  elle 

est  rencontrée  par  une  di'ojlc,  au  plus  en  n  H   i  points. 


I 
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(iii'scn  {A.).  —   Oscillations  d'une  masse  fluide  homogène  sous 
rinlliionce  de  la  tension  superficielle.  (23o-238). 

(u-fictz  (L.).  — ()uelques  théorèmes  sur  les  mouvements  de  tour- 
noiement dans  les  liquides  visqueux.  (239-244)- 

i/aulour  montre  que,  si  dans  un  lii|ni(le  visqueux  ineoniprcssiliie  on  a 

At:  —  o,     Ay  =  o,     Ap  =  o, 

TT,  ■/,  p  (lt''sif:;nanl  les  eomposantes  de  la  vitesse  de  rotation  au  point  {t,^',  z)  et  le 
symbole  A  désii;nant  l'upéralion 


dx°    '    dy 


les  propositions  de  M.  Helmholtz  sur  le  mouvement  de  tournoiement  (Wirbel- 
bewegung)  dans  un  liquide  parfait  subsistent  pour  un  licjuide  visqueux. 

Gûnt/ie/-  (S.).  —  Une  relation  entre  les  puissances  et  les  détermi- 
nants. (245-256). 

Démonstration    d'une  proposition    communiquée  à   .M.  Giintlier  par  M.  Bro- 
rard. 

I^e  d('-terniiiiaMt  du  septième  ordre 

I  I  I  1  I  o  o 

o  I  I  1  I  I  o 

0  o  (  I  I  1  I 

1  2  3  ')  o  o  o 

o     I     •;!     3     'j     o     o 

o     o     1       !     3      'i     o 

0001234 

est  égal  à  p':  le  déterminant  Aaw+i,  d'une  structure  analogue,  est  égal  à  (m +  2)'". 

U  eiier  (A.).  — Démonstration  simple  du  théorème  de  Desargues. 

(24^~25o). 

hiiltner  {Jf'.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (25o- 
202). 
Démonstration  de  la  relation 


1^:3  II  —  ?. 


B„  =(-.)"+' 


(-■) 


f+i  (:'-"—  i 


2  /j  -h  I  —  i 


où  les  S  sont  déterminés  par  la  relation 

I  -f-  2S*,,+  3SA,3-r-.  .  .-l-  pSk,p—  S/i+i.p     (A-  ==  o,  I,  2,  ...), 
avec  Sn,^—  I. 
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Heymann  (^^  •)•  —  Remarques  sur  réqualion  différentielle 

^  'f  (  r')  -^y^  (/'  )  +  z  (  r'  )  =  o. 

(  252-255). 

L'auteur  transforme  cette  équation  en  une  équation  diiïérentiellc  linéaire  en 
substituant  les  coordonnées  tangentielles  aux  coordonnées  ponctuelles  et  exa- 
mine divers  cas  d'intégrabilité. 

HolzinïiUcr.    —    Démonstration    géométrique    élémentaire    d'un 
théorème  de  Mécanique.  (235-256). 

Ennepev  {^A.\  —  Coordonnées  isométriques  sur  la  surface  de  la 
sphère.  (256). 

Si  Ton  pose 

X  =  snu  dn  c,    j'  ~  dn  u  sn  v,     ;:  =  en  u  en  t', 


on  aura 


.2     ,       -5  _ 


x^-¥  y'--\- 

dx  dx    ^    dy  dy       âz  r)z  _ 
du  d\>    '    du  dv        du  dv         ' 

[dx\'      /dry      fdzY      {dx\^      fdvY      fdzy  ,,      ,         , ,.      , 

qui  montrent  bien  que  les  coordonnées  u,  v  constituent  sur  la  sphère  un  système 
isométrique;  si  maintenant  u,v  sont  des  fonctions  quelconques  dep,q,  on  re- 
connaît aisément  que,  pour  que  ces  dernières  coordonnées  soient  isométriques, 
il  faut  que  l'on  ait 

du  _  _^  di>       du dv 

dp  dq        dq       ~^  dp 

en  sorte  que  u,v  doivent  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

d'^w       r)'n'  _ 
dp'        dq^ 

Melimke  (/?•)•  —  Géométrie  du  cercle  dans  le  plan.  (25--269). 

Un  réseau  de  cercles  est  l'ensemble  des  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  donné, 
dit  cercle  polaire  du  réseau,  lequel  est  lui-même  le  réseau  polaire  de  ce  cercle; 
un  faisceau  de  cercles  est  l'ensemble  des  cercles  orthogonaux  à  deux  cercles 
donnés;  les  réseaux  polaires  de  tous  les  cercles  d'un  faisceau  ont  en  commun 
un  faisceau  de  cercles,  àïl  faisceau  polaire  du  premier.  Un  faisceau  est  dit  nor- 
mal à  un  réseau  quand  il  en  contient  le  cercle  polaire.  Il  n'y  a  qu'un  seul  fais- 
ceau qui  contienne  un  cercle  donné  et  soit  normal  à  un  réseau  donné,  lorsque  le 
cercle  et  le  réseau  ne  sont  pas  polaires.  Le  cercle  d'intersection  de  ce  faisceau  et 
du  réseau  est  la  projection  normale  du  cercle  donné  sur  le  réseau  donné.  La  pro- 
jection normale  d'un  cercle  sur  un  faisceau  est  le  cercle  du  faisceau  tel  que  le 
faisceau  qui  le  joint  au  cercle  donné  rencontre  le  faisceau  polaire  du  faisceau 
donné;   l'angle  de   deux  réseaux  est  l'angle    de    leurs   cercles  polaires;  l'angle 


El 
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d'un  rcrclc  et  «l'un  résoau  est  l'anf;lo  du  cercle  cl  de  sa  projection  normale 
sur  le  réseau;  de  même  pour  l'angle  d'un  cercle  et  d'un  faisceau,  etc....  Ces 
diverses  délînilions  laissent  apercevoir  la  possibilité  d'une  Géométrie  dont  le 
cercle  est  l'élément  cl  dont  M.  .Melimko  (lévclo|)pc  diverses  propositions,  en  fai- 
sant ressortir  l'analogie  des  résultats  (ju'il  obtient  avec  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. 

A  irnibllcr  {F.).  — Dcformalion  (riinc  plaque  |)]ane  circulaire  infi- 
nimenl  mince  sous  l'influence  de  la  chaleur,  quand  la  tenipé- 
ralure  des  diflerents  points  de  la  plaque  est  une  fonction  con- 
tinue de  leur  distance  au  centre  de  la  plaque.  (270-3-5). 

Ilagen  (•/.).  —  Sur  l'application  du  pendule  à  la  représentation 
j^raphique  des  courbes  de  Lissajous.  (  •28j-3o3  ). 

Matlliiesscn  (L.).  —  Equations  dilTérentielles  de  la  dioptrique  des 
lentilles  à  disposition  continue;  application  à  la  dioptrique  du 
cristallin.  (3o4-3i5). 

Frenzel  {C).  —  Représentation  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes par  des  produits  infinis  ou  des  séries  de  fractions 
simples.  (3i6-343). 

L'auteur,  en  suivant  la  voie  ouverte  par  Cauchy  pour  la  décomposition  d'une 
fonction  uniforme  en  facteurs,  s'efforce  de  parvenir  à  la  démonstration  de  la 
proposition  donnée  par  AI.  Weierstrass  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  uni- 
formes relativement  à  leur  décomposition  en  facteurs  primaires;  il  donne  ensuite 
des  applications  aux  fonctions  circulaires  et  elliptiques;  malheureusement,  si 
l'analj'se  de  AI.  Frenzel  est  simple,  on  est  obligé  de  reconnaître  qu'elle  manque 
de  rigueur.  La  critique  de  son  travail  a  d'ailleurs  été  faite  dans  le  Volume  sui- 
vant du  Zeitschri/t  par  AI.  Herz,  qui  a  mis  en  évidence  les  points  défectueux. 

Sc/nvering{K.). —  Nouveau  problème  élémentaire  touchant  la  con- 
dition qu'une  certaine  suite  d'opérations  soit  limitée.  (343). 

Geisenlieinier  [L.).  —  Construction  de  figures  en  affinité  au  moyen 
de  systèmes  qui  se  meuvent  en  restant  semblables  à  eux-mêmes. 
(344-38o). 

«Deux  sj'stèmes  sont  en  affinité  (juand  ils  sont  liomograpbiques  et  que  les  élé- 
ments à  l'infini  se  correspondent.  » 

Le  mouvement  d'un  système  mobile  toujours  semblable  à  lui-même  est  connu 
quand  on  connaît  à  chaque  instant  la  position  de  deux  de  ses  points.  Un  tel 
mouvement  sera  donc  connu  quand  on  connaîtra  deux  trajectoires  et  la  façon 
dont  se  correspondent  sur  ces  trajectoires  les  points  qui  à  chaque  instant  peuvent 
être  regardés  comme  les  positions  de  deux  jjoints  du  système  mobile.  AI.  Bur- 
mester  a  montré  que,  lorsque  les  points  ainsi  correspondants  formaient  deux 
suites  en  affinité,  il  en  est  de  même  de  deux  suites  décrites  par  deux  points  quel- 
conques du  système.  Cette  i)roposition  et  ses  conséquences  sont  étudiées  en  dé- 
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tail  par  M.  Geiscnlieimer,  qui  en  décluil  divers  résiillals  inléressants  relatifs  à  la 
courbure  de  deux  courbes  en  affinité. 

Hauck  (G.).  —  Sur  la  concordance  ou  la  discordance  de  la  colli- 

néation  dans  l'espace.  (38i-390j. 

L'auteur  revient  sur  une  proposition  qu'il  a  établie  dans  le  Zeitschri/t  (t.  X\I, 
p.  407)  '■  «  Dans  deux  espaces  coUinéaires,  deux  trièdres  correspondants  offrent  tou- 
jours ou  la  même  disposition  ou  des  dispositions  inverses.»  La  collinéation,  sui- 
vant les  cas,  est  dite  concordante  ou  discor,dante;  son  caractère  est  déterminé 
par  le  signe  du  déterminant  de  la  substitution  qui  exprime  analytiquement  la 
collinéation. 

Borsch  (A.).  ■ —  Sur  un  système  d'équations  lié  au  système  d'équa- 
tions d'une  substitution  orthogonale.  (391-399). 

Recherche  du  niaxinunii  du  déterminant 


où  les  /?  (;î  -;-  i)  variables  Xij  sont  liées  par  les  n  -^  i  relations 
j  =  n 
\   xjj-  I      (J  =  o,  I,  2,  ...,«). 


Boklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  les  cristaux  biaxes. 

(4oo-/|o5). 

Sclnvering  (A.).    ■ —  Nouvelle    représentation    géométrique    des 
lignes  géodésiques  sur  l'ellipsoïde  de  révolution  (  'îo.")-4oj). 

Horst  {Ed.).  —  Sur  la  division  d'un  angle  en   un   nombre  quel- 
conque de  parties  égales.  (4o--4o8). 


Tome  XXV;   1880. 

Graetz  (L.).   —  Sur  les  mouvements  de   tournoiement  dans  les 

fluides  compressibles,  (i-io). 

L'auteur  étudie  ces  mouvements  dans  les  fluides  compressibles,  où  il  n'y  a  pas 
de  frottement,  en  supposant  que  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  molécule 
quelconque  et  les  variations  de  la  densité  soient  très  faibles;  les  mouvements  de 
tournoiement,  en  chaque  point,  sont  alors  indépendants  du  temps.  M.  Graetz 
montre  que  les  composantes  de  la  vitesse  u,  v,  iv  en  un  point  quelconque 
ix,y,  z)  sont  com]ilètemcnt  déterminées  si  l'on  se  donne  les  composantes  £,r„?  de 
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,  ..  11.-  ,  'lu       'A'      f)w 

la     mU'sso   an''iiluiri*    de    l'ulalnui    <ii    tous    les    ponils  :    ii ,   f,   u',   — >   — ,   — 

'  '     '  iH      (It       (H 

....  .  ,  .         '^"     fh'     (),v  ,        .,,  ,      , 

a  I  ciiixiiio  <  3=  o  pour  lous  les  iioiiUs  -— ,  -— ,  -  -  ijoiir  lous  les  eicment.s  de  la 

O/i     On     On 
suit'a(<'  liniile. 

hiittiicr  {]]  .).  —  Sur  la  Slalisliqtn^  ii:alli('inahqiic.  (i  i-2/|). 

Sc/nveri/i^-  (A.).  —  Sur  une  dérornialioii  paiiiculirre  des  sections 
coniques.  (20-40). 

Si  l'un  coupe  un  cône  du  second  degré  par  un  plan  et  qu'on  développe  le  cône 
sur  un  plan,  la  transformée  de  la  conique  sera  une  certaine  courbe  dont  on  a 
aisément  Téquation,  d'où  cette  question:"  La  déformation  peut-elle  être  telle  que 
la  transformée  de  la  conique  soit  algébrique?»  M.  Schwering  détermine  elfec- 
tivement  les  courbes  algébriques  qui  doivent  être  les  transformées  si  ce  genre 
de  déformation  est  j)ossible,  puis  arrive  à  ce  résultat  singulier,  que  l'idenlilica- 
tion  est  impossible  pour  des  valeurs  réelles, 

Ennepev  (Vi.).  —  Sur  un  j^roblènie  de  la  tliéorie  des  niaxima  et 
minima.  (4  i-4'^)- 

Thomae  {L.).  —  Convergence  des  séries  0.  (  î.3-44  ). 

Démonstration  géométrique  poury>  —  ?.. 

Soit  la  série  SSe-^,  où  /=:  ax"^^  ibxy^-  ey'',  la  sommation  étant  étendue  à 
toutes  les  valeurs  x  =  x^^-  m,y^}\  -f-  n,  et  m.  n  prenant  toutes  les  valeurs  en- 
tières. Ces  formules  correspondent  à  une  ilécomposition  du  plan  en  carrés  dont 
la  surface  est  i.  Considérons  lellipse 

a x'-^  ibxy  -f-  cj-'  =  >«^ 

Désignons,  pour  N  =  i,  sa  surface,  et  son  périmètre  par  F  et  L;  on  reconnaît  sans 
difficulté  que  le  nombre  de  sommets  du  réseau  de  carres  qui  tombe  entre 
les  deux  ellipses  qui  correspondent  aux  valeurs  \  et  N  +  i  est  inférieur  à 
F  (2>« -t- i) -T- LN  ;  les  termes  correspondants  de  la  série  ont  donc  une  somme 
moindre  que 

[(2.\^i)  F-^.\L]e-N=. 

Or  la  série  dont  celte  expression  est  le  terme  général  converge  visiblement. 

Aiemoller  (F.).  —  Sur  les  oscillations  d'une  corde  dont  la  tension 
est  une  fonction  continue  dti  temps.  (4'î-i<^  '• 

Schlomilch  (0.).  —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Tavlor. 

(48-53). 

Il  s'agit  de  la  formule 

I         u.,  I  .  i  J..' 

/,(/i  -  r.)  Ih        -^'A..  .  \h^-(n      i»ô  I    A''-^f:^ 
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a;" 


=ç^  (  m  )„  9  (  !;  --  m  G  )   -  (  m  )|  ^  [  ;  --  (  /?/  --  i  )  S  ] 


Supposant  la   fouclion  9  synectique  à   l'intérieur  d'un   contour  comprenant  les 
points  ".  —  h,'^,  "  —  S,  . . . ,  !^  -t-  rtS,  M.  Schlômilch  donne  la  forme  du  reste, 


"       21- J   ( 


h  (  h  ~~  ù)  (  h  -  ■:>K)  .  .  .  I  h  —  n^.)  ■s(  z\  riz 


:  j  (z  -  :)  {z  -  ":-  è) . . .  iz  -  ^,-  nZ)  z  -  {■;  ^  h) 

et  en  déduit  diverses  conditions  sous  lesquelles  la  série  est  convergente. 

Waltenhofen  (A.  v.).  —  Sur  une  mesure  directe  du  travail  d'in- 
duclion  et  sur  une  délerminalion  qui  s'en  déduit  pour  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur.  (  Wo-:)\  1. 

Kantor  iS.).  —  Reclierches  géoiuétiiqnes  (  oj-jq). 

Horsch  (A.).  —  Eliip'^e  d'aire  mininiuni  inscrite  à  un  triangle 
doniu'- ;  ellipsoïde  de  voliune  nuniiniini  inscrit  à  un  tétraèdre. 
(  59-64  ). 

A  iemoller  {F.).  —  Formules  pour  le  cahnil  numérique  de  l'in- 
léijrale  générale  de  l'équation  din'érentielle  de  Bessel.  (^5--!  '. 

L'auteur  donne  pour  l'intégrale  J^j  de  l'é'iuation  de  Bessel 


d^i        I    di 

-2 

dyr-      A  rA 

-J( 

'"r=^ 

0 

l;<   formule 

K..' 

-  — ^:z     A  «in  (a/.   - 

T.l 

-nc„s( 

■i  /. 

où  a  a  été  mis  à  la   iilace  de  -        t,  et  oi'i 
u 

\  ^  A     -  -''i'(^  -"').  _  B  :  (  :i  -^   3  ), 

À'  2  1  2*  À"  ')  !  2'  .  /.' 

_    2  1  I  a  1 ,  6  !  I  a    ■    91.         i  o  !  (  a  -•  -  '(  ■ ,  ^ 

I  I  2'.  a'  3  1  2'   />■  5  I  2'"./,  * 

les  quantités  (a),.  («-^1)4,  •••  désignant  des  coefficients  binomiaux.  Ces  for- 
mules conviennent  pour  le  calcul  numérique  lorsque  \  est  grand,  pour  des  va- 
leurs de  t  inférieures  à   -  •    L'intégrale  0„  |  a  =  -  )  est  donnée  par  la  formule 

2  -  °  ^  2  / 


sin  (  9  A r  )    , 

V  ~ 

C0S(    2  A  -■-,-)      , 

^— (!a.-cb.\, 
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où  A„  t'I  Bu  sont  cf  i|H('  (Ii'vù'iinent  A  cL  \i  \»>uv  n       ->  l'I  où   C,  o,.')--ii  jti.  . . . 

Enfin    M.    Momôllcr  montre   comment   le  calf^nl    dos    inti>"rales  pour  e    >  -  sr 
ramone  an  calcul  des  intégralos  précédentes. 

Malthicsscn  {L.).  —  Sur  les   figures  ellipsoïdales  d'équilibre  des 
satellites  de  la  Terre  et  de  Jupiter.  (  -r^-Sfi ). 

Schumajiu  {A.).  —  Sur  les  aires  de  surface  et  les  arcs  de  courbe 
décrits  par  une  droite  dans  le  mouvement  d'un  système  solide. 

(87-94). 

Wiener  {€.).  — ■  Sur  la  dépendance  entre  certains  éléments  d'une 
courbe  gauche  et  les  éléments  correspondants  de  sa  projection. 

Heger.  —  Sur  Ja  construction  d'une  sui'face  du  second  ordre  qui 
passe  par  neuf  points.  (98-100). 

Ileger.  —  (Construction  d'une  courbe  du  troisième  ordre  au  moven 
de  ses  points  conjugués.  (ioo-io3). 

Schlomilch  (O.).  —  Quelques  remarques  sur  la  valeur  inverse  de 
la  fonction  T.  (io3-io6). 

La  définition  qui  sert  de  base  à  la  théorie  donnée  par  Gauss  des  fonctions  1", 
combinée  avec  la  formule 

— t-T-t-.  ..-4-— !p     — lf-t-4ip 

«f  r-  e  -:     s  II  '  e  , 

on  0  tend  vers  zéro  avec  -,  donne 
n 

1  1  t 

pX                    pX                   pV 
r  d  -i-  p,    -   «?-<■? .  .  .  ; 

I  I  I 

I  ^  -  P    '   -^^  2  P    '  ~*"  3  P 

on  en  déduit  aisément  le  résultat  obtenu  par  M.  Weierstrass,  à  savoir  la  possi- 
bilité du  développement 

,-K,p-K,p'-.... 


M.  Schlomilch  donne  une  forme  intéressante  des  coeffiçien's  K,  à  îavoir 


K,  =  / \^<^% 

■3  t:  .  j  .  2 .  .  .  />    '        \     -  iz 


(l~  izirr/z. 
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Ce  rcsiillal  m-  dciliiil  ilt*  Ut  fdrniiile  (liif  à  tliuichy, 
,  ^  /  o      sic  <  o, 

•    -a,     ("  ""  '^  y"^        ]  ^A^  fi^-'e-'"'      si  c  >  o, 
|j.  —  1  cl  hi  |);ii-lic  réelle  do  a  éUinl  des  qaanlilés  positives.  On  eu  déduit 

r(.  i-p)      •-'.-  J_„(i  + /-)'-?  '"' 
Schr'ôdn-  (E.).  —  Dctei^niinalion  de  la  valeur,  pour  n  infini,  de 
rinléj^rale    /    {u)„  du .  (H)(\-i  \-). 


Suivant    les    liahiludes  du  Zritscliri/t,  le  symhule  (?/)„  désigne   le  eoenicienl 
iiinDiniai 


/i'.  {u  --  «  )  ! 
M.  S(  Inoder  parvient  à  la  Ibriuule  apjirochée,  pour/?  très  grand, 

^      "        Il  (log//j- 

Schlomilch  (O.).  —  Kemarque  sur  la  Communication  précédenle. 
(i  T7-1  19). 

M.  Srlil()niili-1»  lionne  le  résultat  suivant, 

r\  (-.)"'  f  .      3s„     ss,     5s,  ,       \ 

/„  '"   '  m-\-i   ^  a-        cr         a^        20"  / 


Conse/iiù/s  (li.-O.).   —  Le  cercle  cubique,  (i  iç)-!:^.  i). 

Consentiifs  (li.-O.).  —  Sur  la  détermination  de  la  position  oblique 
de  deux  Taisceaux  de  ravons  projectifs  dans  le  plan.  (122-124). 

Herz  {N.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes. (1  25-128). 

Krey  (//•)•  —  Sur  la  résohition,  par  M.  Hermite,  de  l'équation  du 
cinquième  degré.  (  129-14C). 

Exposition  détaillée  de  la  méthode  de  M.  Hermite  et  des  propositions  d'Algèbre 
([u'elle  suppose. 

I\'ient6llrr  (F.).  —  Déformation,  sous  Taclion  du  maonétisme  ter- 
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resli'c,  (I  un    (il    coiMliicleur  cla.sli(|iic   traversé   |)ar   un    coiiiaiil 

(.,i7-.o5). 

Merlcns  [F.).  —  Deux  proMcincs  de  coiitacl.  f  i /î!^- i  "<>). 

Solution  analytique  lic  ces  (iroblènics  :  »  Ktant  ilonnce  une  surface  du  seroml 
ordre  F  et  trois  plans  a,  b,  c,  trouver  un  plan  qui  coupe  F  suivant  nnr  runique 
lansenle  aux  sections  déterminées  par  les  trois  plans  a,  b,  c.  Déterminer  trois 
plans  M,.  —  0,  v^=  o,  tVj.=  o  tels  que  chacune  des  sections  (ju'ils  déterminent 
dans  la  surface  F  soit  tangente  aux  deux  autres  et  aussi  à  deux  des  sections  dé- 
terminées par  les  trois  plans  donnés  «j^  =  o,  6^=  o,  t\.=  o.  » 

Lehmann  {E .).  —  Sur  l'action  de  deux  sphères  en  repos,  oti  ani- 
mées d'un  nionvenient  de  rotation,  en  admettant  la  loi  de  Weber. 
(171-195,  244-^62). 

Schroder  {E .).  —  Sur  les  propriétés  des  coerficients  hinorniaux 
relativement  à  la  résolution  de  l'équation  trinôme.  (  i(j()-20-). 

Communication  relative  à  un  travail  de  M.  von  Mangoldt  sur  le  développe- 
ment en  série  de  la  racine  de  ré(]uation 

w  —y  (i  -\-  (i')f  =  o, 
qui  s'annule  pour  1-=  o. 

Bbklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  les  cristaux  biaxes. 

(207-213). 

Geisenheimer  (L.).  —  Relation  entre  les  rayons  de  courbure  de 
deux  courbes  collinéaires.  (2 14-21 5). 

Le  rapport  entre  les  rayons  de  courl)urc  en  deux  points  correspondants  de 
deux  courbes  projectives  est  égal  au  culic  du  rapport  des  segments  des  tangentes 
prolongées  jusqu'à  l'axe  de  collinéation,  multiplié  par  le  rapport  anliyniiuni(|iic 
de  la  collinéation,  constant  pour  tous  les  points  des  deux  courbes. 

Graefe  (E.).  —  Quelques  notes  sur  l'iiexagramme  de  Pascal. 
(210-2  i(i). 

Ilelni  (G.).  —  Fessais  sur  l'exposition  géométricpie  de  la  Méca- 
nique. (21  j-233). 

Sclnvering  (A.).  —  Sur  une  classe  de  courbes  dont  les  arcs  s'expri- 
ment par  des  intégrales  elliptiques  ou  h\perelliptiques  de  pre- 
mière espèce.  (234-243). 

M.  Kicpert  (Journal  de  Borrhaidl.  I.  71».  ji.  So'i)  a  lait  rdiiiiailir  une  ■^iiiic  de 
courbes  dont  les  arcs  s"c\|irinicnt  au  iiionch  d'intégrales  elliptiques  de  jm  niii  rc 
espèce.  M.  Schwering,  icprcn;iiit  jiar  une  ii)i'|bide  |icrsoinielle  le-;  e\rm|de> 
traités  par  M.   KicpcrI.  donne  des  n-iilUil--  [dus     énéranx. 


38  SECONDE   PAUTIE. 

VietoriA.).  —    Le  couple   de    cercles   polaires    d'une   cvcloïde. 

(263-271). 

L'auteur  montre  comment  toute  courbe  engendrée  par  un  point  invariable- 
ment lié  à  un  cercle  qui  roule  sur  un  autre  cercle  est  susceptible  d'un  double 
mode  de  génération. 

Pfannstiel  (A.).  —  Sur  une  méthode  pour  déternuner  la  mesure 
absolue  de  la  composante  horizontale  du  magnétisme  terrestre 
par  la  simple  observation  doscillations.  (27 1-2-9). 

Krober.  —  Sur  les  centres  de  similitude  des  sphères  d'un  faisceau 
de  sphères  tangentes  à  trois  sphères  données.  (  279-280). 

Goebel  (J.-B.).  —  Sur  quelques  propriétés  du  cvlindroïde.  ('281- 
^-99)- 

Geisenheiniet^  [L.).  —  Relation  entre  les  ravons  de  courbure  de 
deux  courbes  réciproques,  coUinéaires  ou  inverses.  (3oo-3i5  ). 

L'un  des  principaux  théorèmes  démontrés  dans  ce  travail  a  élé  rloniu^  plus 
haut;  en  voici  un  autre  du  même  genre  : 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  correspondants  de  deux 
courbes  en  involution  réciproque  est  inversement  proportionnel  au  cube  du  pro- 
duit des  distances  des  tangentes  au  centre  de  linvolulion. 

Graetz  (L.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  fluide  dans  un  tube.  (  3  i  6- 
334,  375-404^. 

Schlômilcli  (O.).  —  Sur  une  transformation  de  la  fonction  V.  (335- 
342). 
Communication  relative  à  la  fonction 

et   à  son    logarithme;  l'auteur  donne   diverses    formules    pour  le   calcul   de  ce 
logarithme. 

Braun  (JV.).  —  Formide  de  correction  j^otir  le  décrément  loga- 
rithmique. (342-345j- 

Boklen  (O.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde  dans  les  cristaux  biaxes. 

(346-35 1). 

Schlomilch  (O.).  —  Sur  le  quotient  de  deux  fonctions  T.  i  35I- 
3  5  is  1. 
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]\  iU\.ver  {TJ  .-(' .).    — ■    Funderiients  di-   la   (.liimic    iiiallii'iiiati(|Mt>. 

Stier  i^K.).  —  Sur  les  figures  ellipsoïdales  d  équilibre  et  la  vilesse 
de  rotalion  dune  niasse  homogène  fluide  d'énergie  donnée. 
{4o5-4o9). 

Schoneniari/i  (P.).  —  Le  Kreuzpendel  et  le  l'cndclhn'iiz-.  appa- 
reils pour  la  représeiitalion  graphique  des  courhcs  d  oscdla- 
tion.  (  '\\o-\  \\  ). 

Schur  (F .\.  —  Sur  les  tangentes  communes  à  deux  surfaces  du 
second  degré  a\ant  un  quadrdalère  gauche  commun.  (   ji  |-'m-^  '• 

Scliloniilch  (O.).  —  ^lOte  sur  certaines  fractions  décimales  pério- 
diques. (4i6). 

Soient  T  un  diviseur  de  lo''"'  cl 

lO*  —   I 

les  /■  cliilTre*  du  nombre  entier  T  i  sniil  les  A  premier»  ehilTri-s  dt>  la  péi-imlr 
de  la  fraetion  déeimale  équivalente  à  .:  >  les  A  derniers  étant  leurs  <uinfdéiueiits 
à    9.    Exemple  :  T  ~  7,    N  :^r  i ',.1,  T  -    i  1  ;  6.  —r-  =  0,00699.3  .... 
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Tome  XI.;   iimciiiliic   1 87;)  a  juin  1880. 

Pearson     ./.   .  —  N(tle   sur  la   mise  en    place  d  nue   Inutile  (Mpia- 
loriale.     1--2   . 


'  I  Voir  Bidletin.  MI.,  -.«oS. 
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1/auti'ur  suppose  les  cercles  d'ascension  droite  el  de  déclinaison  rigoureuse- 
ment placés  sur  rinslrument  ;  on  le  tourne  alors  sur  lui-même  jusqu'à  ce  que  la 
visée  sur  une  étoile  connue  donne  sa  déclinaison  exacte  et  l'angle  horaire  qui 
convient  à  Theurc  de  l'observation. 

Jlerschel  (Major  J.).  —  Note  sur  la  dirtérence  de  l'intensité  de  la 
pesanteur  à  Revel  et  à  Saint-Pétersbourg  et  sur  les  observations 
de  longueur  du  pendule  faites  en  d'autres  stations  par  Griseliow. 

(2-5). 

Neisoîi  (-£'.)•  —  Note  sur  le  demi-diamètre  d(.'  la  Lune.  (S-y). 

Suivant  M.  Xeison,  le  dcnii-diamètre  de  la  Lune,  mesuré  dans  un  iiislrumcnt 
méridien  de  A  pouces  anglais  d'ouverture,  est  égal  à 

1 5' 33",  37-1-  /|",io(i  -t-  o",7oA). 

Dans  une  lunette  de  i3  pouces,  comme  celle  du  professeur  Frilchard,  à  Oxford, 
le  demi-diamètre  doit  alors  être  de 

1 5' 33",  78, 

et,  en  y  ajoutant  o",  .'Jo  pour  l'irradiation  photographique,  on  arrive  à 

i5'3')",o8, 

nombre  identique  à  celui  qu'a  déduit  M.  Pritchard  de  la  mesure  des  photographies 
faites  sous  sa  direction. 

TT'ildiiii^  [R.].  —  Comparaison  du  coefTicicnt  adopté  par  Hansen 

pour  la  latitude  de  la  Lune  avec  le  coeilicient  em[)loyé  par  Plana 

et  par  quelques  autres  astronomes.  (8-10). 

Les  coefficients  de  Hansen  s'accordent  d'une  manière  très  remarquable  avec 
ceux  de  Plana,  de  Delaunay,  de  Damoiseau  et  de  Pontécoulanl. 

^4dains  [J.-C).  —  Note  sur  l'ellipticité  de  IMars  et  son  ed'et  sur 
le  mouvement  de  ses  satellites.  (io-i3). 

M.  Adams  a  calcuh'  ([uel  doit  être  le  mouvement  des  nnnids  et  l'inclinaison  des 
orbites  des  satellites  de  Mars  dans  l'hypothèse  de  différentes  ellipticilés  de  la 
planète  : 

Satellite  L 

Mouvement  annuel  du  nœud  dû  à  l'action  solaire,  o^joG. 
En  supposant  l'ellipticité  de 

I  I  I 

TTs'    7^'    !7^' 

Je  mouvement  du  mrud  dû  a  cclh'  illi|iticité  sera 

33".      i.S".  1.      I  !",.>, 
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corrcspoiRluat  à  dos  inclinaisoiis  ilu  ]ilan  li\(;  sur  l'(-(iiialeur  égales  à 

17",     3i".     5o". 

S.VTELLlTli    II. 

Mouvcnienl  aumicl  du  imiul  dû  à  l"a(lii)ii  solaire,  o°,2'i. 
En  supposant  l'cllii)li(ilé  de 

I  I  I 

TTs''    T7G'    7!is' 

le  mouvement  du  nn'ud  dû  à  celle  elliplicilé  sera 

13"/!,     7°,  3,     4°,  5, 
correspondant  à  des  inclinaisons  du  plan  fixe  sur  l'équateur  égales  à 

27',     ôo',     i<"i9'. 

L'inclinaison  des  satellites  de  Mars  sur  le  plau  de  l'équateur  de  la  planète 
restera  donc  toujours  très  faillie. 

Harhness.  —  Sur  la  conslilution  physique  de  Mars.  (i3). 

Les  dessins  qui  ont  servi  à  AL  Harkness  pour  la  construction  de  la  Carte  de 
Mars,  dont  les  Monthly  Notices  donnent  un  fae-simile,  ont  été  obtenus,  en  1877, 
avec  l'équatorial  de  ^6  pouces  de  Washington.  La  Carte  ressemble  à  celle  publiée 
par  M.  Kaiser  dans  le  Tome  III  des  Leiden  Observations. 

Draper  [J.-C).  —  Note  sur  une  pliolographie  du  spectre  solaire 
montrant  les  lignes  noires  de  l'oxygène.  (14-17)- 

Cah'er  [G.].  —  Note  sur  le  travail  d'un  miroir  en  verre  argenté  de 
37  pouces  de  diamètre,  destiné  à  M.  Connnon.  (17-20). 

La  première  Partie  du  travail  a  été  faite  à  l'aide  d'une  machine  analogue  à 
celles  de  lord  Rosse  ou  de  Lassell;  les  corrections  ont  été  obtenues  à  la  main. 

Bowdeii  (^.). —  Description  d'un  micromètre  enregistreur.  (21- 

23). 

L'enregistrement  est  obtenu  en  poussant  des  chevilles  placées  dans  des  ou- 
vertures qui  correspondent  aux  divisions  du  tambour  ordinaire  des  micromètres. 

Lindsaj  (lord).  —  Observations  du  spectre  de  la   comète  d  de 

1879  (comète  Palisa).  (3-3). 

Le  spectre  obtenu  par  MM.  H.  Copeland  et  J.-G.  Lohse  se  composait  des  trois 
bandes  ordinaires,  ayant  pour  longueurs  d'onde  : 

ni  III III, 

Bande  I j j  1 , 3 

Bande  II ■> "  > 7 

Bande  111 )6,'),5 
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Coptiland  [li.)  et  Luli.se  [J.-(t.].  —  Ubservatiuns  de  la  coiuèle  ci 
de  I  879  (comète  de  Palisa),  faites  à  Dun-Echt  du  2CJ  août  au  20  oc- 
tobre 1879.  (24-25). 

Stone  [E.-J.'i.  —  ]Note  sur  la  probabilité  dune  liaison  passée 
entre  quatre  étoiles  éloignées  du  ciel  austral.  (26-3o). 

Les  quatre  étoiles  étudiées  par  M.  Stone 

Mouvement  propre     Mouvemeni  propre 
en  31.  en  '5. 

1  ilu  Toucan -t-  0,280  —    i ,  i3 

e  Eridan -  -  0,2'JG  —  0,75 

Ç,  du  Réticule +0,191  —  o,fi5 

Çj  du  Réticule -^  <>,  190  —  o,65 

sont  remarquables  par  la  grandeur  inusitée  de  leurs  mouvements  propres.  En 
comparant  leur  position  relative  telle  qu'elle  résulte  des  observations  faites 
depuis  Lacaille,  l'auteur  démontre  : 

1°  Que  les  étoiles  considérées  ont  un  mouvcmcMl  propre  plus  grand  que  celui 
de  la  moyenne  des  étoiles  ; 

a°  Que  ces  étoiles  ont  un  mouxement  propre  comiiuMi  di?  [>Ius  de  i' : 

.3°  Que  ces  quatre  étoiles  ont  entre  elles  un  niouveinenl  relatif  beaucoup  plus 
faible  que  leur  mouvement  commun. 

Ces  faits  paraissent  à  M.  Stone  prouver  que  ces  astres,  quoique  très  éloignés, 
ont  été  en  relation  physique  à  leur  origine. 

Ellery  ( R.-J .-L.).  —  Observation  de  la  conjonction  de  Mars  et 
de  Saturne,  faite  à  Melbourne  le  3()  jui'«  1879.  (3o-32). 

TTinneche  [^■).  —  Observation  de  l'éclipsé  solaire  du  18  juillet 
1879,  faite  à  rO])ser\atoire  de  l'L  iiiversité  de  Strasbourg.  (33- 
35  . 

Schuster  {^J ■).  —  Reclierclies  snr  la  polarisation  de  la  couronne 
solaire.  (35-57). 

Le  D'  Schuster  examine  successivement  les  problèmes  suivants  : 

1°  Quantité  de  lumière  renvoyée  dans  une  direction  donnée  par  une  particule 
de  matière  située  au  voisinage  d'une  sphère  lumineuse. 

2°  Cas  d'une  sphère  lumineuse  surmontée  d'une  atmosphère  de  particules  dis- 
persantes. 

L'intensité  de  la  polarisation  radiale  augmente  avec  la  distance  au  Soleil  si 
les  particules  dispersantes  sont  distribuées  suivant  la  raison  inverse  d'une  puis- 
sance quelconque  de  leur  distance  au  Soleil. 

3°  Quantité  de  lumière  polarisée  dispersée  dans  les  diverses  directions  par  une 
atmosphère  de  particules  enveloppant  un  point  lumineux. 

4°  Quantité  de  lumière  polarisée  envoyée  dans  les  diverses  directions  par  une 
atmosphère  de  particules  en  partie  luniinpiises  par  elles-mêmes. 

ô"  Cas  de  la  couronne  solaire. 
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li  a  élé  fait  un  trop  petit  nombre  de  déterminations  de  riuleusilé  de  lu  pola- 
risation de  la  couronne  pour  que  les  résultats  numériques  de  AI.  le  D"'  Schuster 
puissent  être  utilement  comparés  à  la  réalité;  mais,  les  lois  auxquelles  il  arrive 
étant  très  différentes  suivant  le  mode  de  distribution  de  la  matière  circumso- 
laire,  la  queslimi  de  la  polarisalion  tie  la  cnuroiine  devra  être  étudiée  avec  soin. 

Stone  i^K .-J.).  —  (  Iniiiparaisoii  entre  los  ascensions  droites  et  les 
distances  polaires  des  étoiles  du  ^aulical  Âïmanac  et  celles  du 
Catalogue   général    du    Cap    de    Bonne -Espéranciî    pour    1880. 

Les  corrections  111  :i-r('ii>iiui  droili»  sont  1res  faibles. 

Les  corrections  en  di'ciinaisoii  sniii  plus  consiilérabies  et  offrent  une  marche 
systématique,  sui\anl  Tascensiou  droiir  des  étoiles  ou  suivant  les  saisons  dans 
lesquelles  elles  sont  observées.  Les  Tables  de  réfraction  de  Bessel  ne  corrigent 
donc  pas  suffisaMiment  les  observations  de  l'influence  de  la  température  de  l'air, 
ou  plutôt  de  rinlluence  de  l'état  hygrométrique  de  l'air.  La  correction  passe  de 
—  o",24  pour  les  étoiles  de  o''  à  ti''  d'ascension  droite,  observées  pendant  la  saison 
sèche,  à -i- o",39  pour  les  étoiles  comprises  entre  la""  et  18''  d'ascension  droite, 
observées  au  méridien  pendant  la  saison  humide. 

Mditlt  1^--/.).  —  Kpliéniéride  pour  les  satellites  dXranus  en  1880. 

(70-71). 

Tacchini  [P.]  et  Millosevich .  —  Observations  de  la  comèle  de 
Palisa  et  de  la  couiète  de  Hartwig,  faites  à  l'équatorial  du  Col- 
lège Roinaiu  en  septembre  et  octobre  1880.  (72-74^. 

JSeison  [K-]-  —  'Stir  la  correcticni  d'équation  personnelle  exigée 
par  les  observations  de  la  Lune,  faites  an  cercle  des  passages  de 
l'Observatoire  de  Greenwicb.  (75-80). 

La  grandeur  des  corrections  a  brusquement  changé  en  18-0  par  l'adjonction 
d'observateurs  nouveaux  aux  observateurs  anciens. 

Newcoinb  [S.).  —  Aote  sur  la  correction  de  la  longitude  niovenne 
de  la  Lune  dans  les  Tables  de  Hansen.  (81-82). 

Ljiin  [TT'.-T.].  —  Sin-  un  cliangeinent  récent  dans  l'erreur 
moyenne  de  longitude  de  la  Lune,  d'après  les  Tables  de  Hansen. 

(82-85). 

Downing  [^.-M.-TJ'^.\.  —  Note  sur  les  distances  ]>olaires  du 
Seven  Year  Catalogue  de  Greenwicli  pour  1860.  (85-86). 

Ao^/e  1  capitaine  TT.^.  —  \ote  sur  deux  dessins  de  Jupiter,  faits^ 
dans  les  nuits  du  4  pI  du  18  octobre  1879.     8(S-87  ). 
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Copeland  {R-)  ft  Lohse  [J.-G.).  —  Note  sur  le  spedie  de  la  laclie 
rouge  de  Jupiter.  (87-88). 

D'après  les  observations  faites  à  Dun-Echl,  la  tache  rouge  procliiil  dans  le 
spectre  une  bande  sombre  qui  s'étend  du  rouge  à  F,  mais  laisse  voir  les  lignes 
du  spectre  de  la  planète. 

Hall  [j^I-)-  —  La  nébuleuse  des  Pléiades.  (89). 

Remarques  sur  les  descriptions  de  cette  nébuleuse  par  Bessel,  Schonfeld, 
Tempel  et  ScliiaparcUi. 

TVehh  iT.-TJ^.).  —  Découverte  d'une  nébuleuse  £rnz(;use  dans  le 


£>• 


Cyg»e.  (90-90- 

La  nébulosité  a  4"  de  diamètre  ;  sa  position  est  identique  à  celle  de  l'étoile  4o'^) 
de  la  zone-!-4i°  d'Argelander. 

Knott  [G.].  —  Note  sur  la  nébuleuse  gazeuse  du  Cygne.  (91). 
Son  spectre  est  formé  d'une  seule  ligne  lumineuse  très  brillante. 

Liiidsaj  (lord)  et  Lohse  [J.-G.].  —  Note  sur  les  nébuleuses  du 
Cygne.  (91-92). 
Le  spectre  est  formé  de  trois  lignes  ayant  pour  lonijueurs  d'onde 

5oo,i,     h9t,7,     .'îS6,5. 

Winneche.  —  Note  sur  la  nébuleuse  du  Cygne.  (92-93). 

La  nébuleuse  est  elliptique  avec  un  grand  axe  de  5", 7. 

Common  [^A.-A.Y  —  Note  sur  Mimas  et  Hypérion.  (93-90). 

Les  deux  satellites  de  Saturne  ont  été  observés  en  octobre  et  novembre  1879, 
avec  un  télescope  de  36  pouces  anglais  d'ouverture. 

Common  [Â.-yJ.].  —  Observations  des  satellites  de  Mars  en 
septembre,  octobre  et  novembre  1879.  (95-99). 

Burnham  [S.-Tf^.).  —  Observations  de  nouvelles  étoiles  doubles, 
faites  à  l'Observatoire  de  Dearborn  (Chicago).  (99-192). 

Copeland  {R-)  et  Lohse  [J.-G.).  —  Observations  du  satellite  exté- 
rieur de  Mars,  faites  à  Dun-Eebt  en  novembre  1879.  (102- 
io3}. 

L^oJise  [J.-G.)  et  Knott  (G.).  —  Observations  de  l'étoile  rouge 
découverte  dans  le  Petit  Chien  par  M.  Raxendeli.  (io3-io4,*- 
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l.a  (losilioii  fsl.  pour  iS-cj.o, 

U 7'' J/r '!.'>*' 6: 

5 ^  8''3(y;39",6 

Bosti/it/urt  (  ii.-U.-M.)  cl  Sa)  ce  [^Ï.-IJ.].  —  L'Aslroiioniic  hal)v- 
loiiiiMiiu'.  (  1  oj-i  23  ;. 

Le  MériKiire  de  ces  deux  savants  est  consacre  à  rrliidc  di-  divers  fragments  de 
zo(liat|iie  et  de  planisplières  publiés  par  le  B/itish  Muséum  (  Western  Asiadc 
Inscriptions )  ;  malgré  son  grand  intérêt,  il  ne  saurait  être  analysé  ici. 

J)cn/ii//g   [If.-F..  —    Noies   sui-  les  averses  metéoi  icjiies.  (124- 
1  3  1  ) . 

Les  averses  météoriques  nouvelles  sur  lesquelles  .M.  Denniu;,'  voudrait  attirer 
Tattention  des  observateurs  sont  les  suivantes  : 

a  i 

I.  .Iiiillet  3o-anùl  I ,33  ^  .53 

II.  .hiillii  a7-.3o 341  —  i3 

lu.  Août  2i-a5 291  -i-  Go 

I^'.  Octobre  1 '(-{(( 3(  ^~     9 

\  .   Août  8- 1 1 1  ',  —  2.) 

Co/rler  (//.  i.  —  Averses  iiiétéoriqties  observées  de   i8jo  à   i8~g. 
(i3i-i33). 

Lordei'    H.).  —  Lisle  des  points  radiants  des  météores  observés 
de  1876  à  1879  à  AX'riltle  (Essex).  (i34-i38). 

Periy  (le  Révérend  S.-J.}.  —  Les  météores  de  novembre.  (iSp- 

140). 

Les  observations  d'étoiles  filantes  faites  en  novembre  à  Stonyhurst  ont  donné 
les  résultats  suivants  : 

Météores. 

Novembre  1 3 67 

»  14 i44 

i^ 9*^* 

Ellery  [R.-L.-J .).  —  Occultation  de  64  du  ^  erseau,  observée  à 
l'Observatoire  de  Melbourne  le  i4  septembre  1879.  (140-142). 

D'après  M.  Ellery,  qui  observait  avec  un  équatorial  de  8  pouces,  les  phéno- 
mènes ont  été  les  suivants  :  le  premier  contact  de  létoile  et  du  disque  de  la 
planète  s'est  produite  io*'5°'i9'  (temps  moyen  de  Melbourne);  l'étoile  est  restée 
visible  dans  cette  même  position  pendant  environ  deux  minutes  ;  peu  à  peu  elle 
s'est  projetée  sur  le  disque  de  la  planète  et  semblait  vue  comme  à  travers  un 
brouillard;  enfin,  à  10'' 7°" 43% 8,  elle  disparaissait  complètement,  après  s'être 
éteinte  en  deux  secondes. 

Des  pliénomènes  semblables  ont  été  observés  au  grand  télescope  par  M,  Turner. 
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Perry  iS.-J.].  —  Occultalions  d'étoiles  observées  à  Slouyhursl  en 
octobre  et  novembre  1879.  (i43)- 

Perry  [S.-J.).  —  Obscrvalions  des  saleliites  de  Jupitei",  laites  en 
1879  àStonyhurst.    i44-'48)- 

u4ir\  (G.-B.).  —  Occnllatiuiis  d  étoiles  par  ia  Lune  et  phénomènes 
des  satellites  de  Jupiter,  observés  à  (jreenwich  en  1879.  (i49- 

l52). 

Pratt  (//.).  —  Sur  la  période  de  rotation  de  Jupiter.  (i53-i57). 

L'auteur,  en  discutant  ses  observations  de  1879  par  une  méthode  analogue  à 
celle  qui  a  été  emplovée  en  i835  par  M.  Airy  {Mémoires  de  la  Société  Astrono- 
mique de  Londres,  t.  IX),  trouve  que  la  tache  rouge  donne  une  rotation  de 
9''55'°33%9i.  Ce  nombre  est  presque  identique  à  celui  que  Schroeter  avait  déter- 
miné en  1786,  et  un  peu  plus  petit  que  celui  publié  par  M.  J.-F.-J.  Schmidt 
en  1866. 

Bachhouse  (  T.-Tl.  .  —  Observations  du  passage  de  la  tache  rouge 
de  Jupiter  par  le  méridien  central  de  la  planète  pendant  les  mois 
d'août  à  décembre  1879.  (i57  - 

^^t/T  (G.-B.).  —  Surface  moyenne  des  taches  solaires  en  1878  et 
1879,  d'après  les  photographies  faites  à  l'Observatoire  de  Green- 
wich.  (i58-i59). 

De  la  comparaison  de  ces  résultats  avec  ceux  des  années  précédentes,  il  résuit 
que  le  minimum  des  taches  solaires  et  des  facules  s'est  produit  à  la  fin  de  1878 
ou  dans  les  premiers  mois  de  1879. 

Surfaces  moyenne» 

AnnÀes.  des  nmhres    des  taches  entières     des  facules 

1878 5  25  8} 

1879 "o  4't  '63 

Alarth  [A^.  —  .\ote  sur  les  observations  et  la  mesure  de  l'éclat  de 
Mars,  qui  peuvent  être  faites  en  février  ou  mars  1880.  ''iSp- 
161). 

L'éclat  de  Mars  a  été  comparé,  en  1801,  par  Olbers,  à  celui  de  a  du  Taureau 
et  de  a  d'Orion  ;  le  célèbre  astronome  de  Brème  a  trouvé  un  éclat  intermédiaire, 
r.e  sont  ces  mêmes  observations  que  M.  Marth  voudrait  voir  reprendre. 

Airy  (G.-B.  .  —  Observations  du  satellite  extérieur  de  Mars, 
faites  à  Greenwich  le  12  novembre  1879.  !  161-162   . 

Downing (A .-M.-W. j . —  Note  sur  le  Catalogue  étalon  d'ascensions 
droites  de  Greenwici).  '162-165    . 
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Les  dilTéreuccs  entre  les  positions  des  étoiles  telles  qu'elles  sont  données  dans 
l'Introduction  du  Greenwich  Aine-Vear  Catalogue  et  dans  les  Catalogues  de 
^twcomh  {Washington  Observations  for  iS-^o),  de  Gyldén  {Monthly  Notices 
for  1873)  et  d'Auwers  {Publication  cler  Astronomischen  Gesellscha/t,  n°  i4  ), 
peuvent  être  réduites  à  des  quantités  inférieures  à  o', 02,  si  l'on  corrige  le  Cata- 
logue de  Newcomb  de  la  quantité  constante  —  0% 009,  celui  de  Gyldén  de 
—  o',oi6  et  celui  d'Auwers  de  —  o",o26. 

Les  différences  entre  ces  divers  Catalogues  tiennent  donc  à  une  différence  dans 
la  position  adoptée  pour  les  éqninoxes. 

Dunkin  (/•".).  —  Sur  rinthu'nce  de  l'erreur  [)ersonnelle   sur  les 
erreurs  des  TaLlcs  lunaires.  (i()5-i6y). 

Ce  sont  des  remarques  sur  le  travail  de  M.  ÎNeison  sur  le  même  sujet  et  une 
défense  de  l'ancien  ti-avail  de  Fauteur. 

Piitchard  [C).  —  ^ote  sur  la  mesure  des  photographies  lunaires, 
en  réponse  atix  observations  critiques  de  M.  ^Neison.  (  167-169). 

Réponse  aux  critiques  de  M.  Neison.  publiées  à  la  page  5  du  présent  Volume 
des  Monthly  .Xotices.  Le  [irocédé  do  mesure  est  celui  de  Bessel,  avec  quelques 
légères  modifications. 

Biirton  (^C.-E.).  —  Changement  dans  1  éclat  relatif  des  satellites 
de  Jupiter.  (i6t)). 

TodJ    (Cl.   —   OLservalions    des    phénomènes    des    satellites   de 
.lupiter,  faite-;,  en  i8j8,  a  l'Obserx  aloire  d'Adélaïde.  (  170-176). 

Rapport  a^inuel  du  Conseil  de  la  Société  Astroxomiqie.  (177- 

268). 

Nous  relevons  dans  ce  Rapport  les  données  suivantes  : 

Le  nombre  des  membres  de  la  Société  est  de  635,  sensiblement  le  même  que 
celui  de  l'année  précédente.  Les  recettes  de  la  Société,  cotisations  ou  rentes, 
ont  été  de  67  gSi''. 

Le  Tome  XLI  des  Mémoires  de  la  Société,  contenant  les  observations  faites 
pendant  les  éclipses,  est  en  distribution. 

Parmi  les  membres  perdus  par  la  Société  et  auxquels  une  Notice  nécrologique 
est  consacrée,  nous  citerons  : 

Key  {Henry -Cooper)  (1819-1879). 

Maclear  {Thomas)  {i-ç^'^-i^-^C)).  —  Après  avoir  été  médecin  et  avoir  construit 
chez  lui  un  petit  observatoire,  il  fut,  en  i833,  nommé  directeur  de  l'Observatoire 
du  Cap  de  Bonne-Espérance;  il  a  occupé  ce  poste  jusqu'en  1870.  Alaclear  a 
vérifié  le  méridien  de  Lacaille  (1840-1847),  déterminé  la  parallaxe  de  a  du  Cen- 
taure, observé  un  grand  nombre  de  comètes  et  poursuivi  sans  relâche  une  série 
d'observations  méridiennes  qui  sont  la  base  du  Catalogue  du  Cap,  que  >L  Stone 
s'occupe  aujourd'hui  de  publier. 

Lamont  {Jean  de)  (180.5-18701.  —  Entré  à  l'Observatoire  de  Munich  en  1828, 
avec  le  litre  d'assistant,  il  devint  directeur  de  l'établissomenl  en  i835.  et  il  v  eïl 
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inorl  en  août  i87().  Lainont  laisse  un  très  jirand  nombre  tle  Mémoires  spéciaux 
et  34000  observations  d'étoiles  rassemblées  dans  dix  Catalogues. 

Dans  la  série  des  Rapports  sur  les  travaux  des  Observatoires  anglais  ou  étrangers, 
je  relève  les  renseignements  qui  suivent  : 

Greemvich.  —  Les  observations  méridiennes  ont  été  régulièrement  poursuivies. 
M.  Lynn  a  discuté  les  observations  de  la  Lune  faites  à  Taltazimut  de  1864  à  18-8. 
Le  grand  équalorial  a  été  modifié,  dans  le  but  de  le  rendre  plus  propre  aux 
travaux  de  Spectroscopie. 

Observatoire  de  RadcUffe  {Oxford).  —  Les  instruments  ont  été  réparés  sous 
la  direction  de  AL  Stone. 

Observatoire  de  l'Université  d'Oxford.  —  M.  Pritchard  a  continué  les  obser- 
vations de  Tamas  des  Pléiades  et  commencé  l'étude  de  l'amas  89  de  Messier 
dans  la  constellation  du  Cygne. 

Observatoire  de  Dunsink.  —  Les  recherches  sur  la  parallaxe  de  61  du  Cygne, 
de  1618  Groombridge  et  de  l'étoile  2't9  ^^  Schjellerup  ont  été  continuées. 

Observatoire  de  M.  Comnion,  à  Faling.  —  Un  télescope  de  36  pouces  anglais 
de  diamètre  a  été  monté. 

Observatoire  de  M.  Huggins,  à  Upper-Tulse-Hill.  —  On  a  obtenu  des  plio- 
tographies  des  spectres  de  Sirius,  Véga,  Rigel,  a  du  Cygne,  a  de  la  Vierge,  a  de 
la  Grande  Ourse,  a  de  l'Aigle,  Arcturus,  |i  Pégase,  Betelgeuse,  la  Chèvre, 
a  d'Hercule  et  a  Pégase. 

Observatoire  du  comte  de  Bosse,  à  Birr-Castle.  —  Le  Catalogue  des  nébu- 
leuses observées  de  184S  à  187S  avec  les  télescopes  de  3  et  de  6  pieds  a  été 
publié  en  partie. 

Observatoire  du  Cap.  —  Le  Catalogue  de  12400  étoiles  comprises  entre  3o" 
de  déclinaison  sud  et  le  pôle  austral  est  prêt  pour  l'impression.  M.  D.  Gill  a  été 
nommé  directeur  de  l'Observatoire  en  mai  1879. 

Parmi  les  Notices  relatives  aux  progrès  de  r\strûnoniie,  je  signalerai  : 

1°  Une  Analyse  des  recherches  de  M.  G. -H.  Darwin  sur  l'histoire  du  système 

solaire  ; 

2°  Une  Note  sur  VUraiiometria  Argentina,  du  D'  Gould  ;  cet  Ouvrage  a  été 

spécialement  analysé  dans  le  Bulletin. 

Gasparis  [Â.  de).  —  Sur  la  varialiou  du  demi-grand  axe  des  or- 
bites planétaires.  (269-270). 

Hall  i^-)'  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites  en  1879  à 
l'Observatoire  de  Washington.  (271-283). 

Il      m     s 

La  révolution  de  Phobos  est  de 7.39. 1 3, 94 

La  révolution  de  Deinios  est  de 00.17. 5'(, 38 

Ilolden  iE.-S.).  —  Observations  de  .Mimas  et  occultation  de  Rliéa, 
observées,  en  1879,  avec  l'érjuatorial  de  26'  pouces  de  Washing- 
ton. (  283-285). 

Gledhill  iJ-)-  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  faites,  en 
1879,  à  l'Observatoire  de  M.  E.  Crossley,  à  Halifax.  (280-286  . 
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GledJiill  {J.).  —  Observations  clos  phénomènes  des  salelliics  de 
Jupiter,  faites,  en  1879,  à  l'Observatoire  de  M.  E.  Crossley,  ;i 
Halil'ax.  (287-292). 

Pritchard  (C.)  et  Plunuiier  [Tf^.).  —  Observations  du  satellite 
extérieur  de  INÎars,  faites,  en  novembre  1879,  à  rOI)servatoire  di; 
l'Université  d'Oxford.  (292). 

TVolf  [C.\  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (293). 

La   nébuleuse  n'est  pas  varialîle  :  les  difTérences  d'aspect  tiennent  à    l'iUat  ilii 
ciel  et  à  l'étendue  du  champ  de  la  lunette  employée. 

Vo^el  (yH.-C).  —  jNote  sur  le  spectre  de  l'étoile  rouge,  décou- 
verte dans  le  Cygue  par  M.  Baxendell.  (294). 

Le  bleu  et  le  violet  sont  très  faibles;  quelques  liijacs  noires  existent  dans  le 
ruuge. 

G^vynrie  (lieutenant  B.).  —  Observations  de  la  grande  comète 
australe,  i88(»,  I,  faites  à  Montevideo,  du  i*"  au  8  février  1880. 

(29J). 

Morris  [S.S.-O.) .  —  Observations  de  la  grande  comète  australe, 
1880,  I,  faites  à  Montevideo,  du  1''''  au  7  février.  (295-297). 

Ellery  [R.-L.-J.).  —  Xote  sur  la  grande  comète  australe,  j88o,  1. 
d'après  son  aspect  à  Melbourne  le  i*^""  et  le  5  février.  (297). 

Todd  [C).  —  Observations  de  la  grande  comète  australe,  faites 
à  l'Observatoire  d'Adélaïde.  (298-299). 

Eddie  [L.-u4.).  —  Observations  de  la  grande  comète  australe, 
faites  à  Graham's  Town.  (299-800). 

Gill  {D.j.  —  Observations  de  la  grande  comète  australe,  1880,  J. 
faites  à  l'Observatoire  du  Cap.  (3oi-3oi). 

Quelques  observations  de  positions  ont  pu  être  faites  sur  la  monla^ne  de  la 
Table,  avec  un  altazimut  portatif,  entre  le  10  et  le  i5  février  1880. 

JS'eisoJi  {£■)■  —  Reclierclies  sur  la  délerminalion  de  Téqualion 
personnelle  des  observateurs  de  la  Lune.  (802-307). 

Lynn  (  Tf.-T.).  —  NiOte  supplémentaire  sur  les  changements  sur-- 
venus  dans  les  erreurs  des  Tables  lujiaires  de  liansen.  (807- 
3o8). 

Bull,  des  Sciences  malh.,  i*^  Série,  t.   V.   (Mars  iS8i.}  R  . /J. 
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y'ebhult  [J.]-  —  Dcterininalioii  do  la  longitude  de  lObscrvaloirc 
de  Windsor  (IN.  S.  W.)  par  les  cnlniinations  lunaires.  (3o8- 
3io). 

La  longitude  de  Windsor  est  io''3™2i%8  à  l'Est  île  Greenwich. 

u4iiy  [G.-B.].  —  Latitude  liéliograpliiqiie  moyenne  des  taches 
solaires  de  1874  ''  18791  d'après  les  photographies  faites  à  Green- 
wich. (3i  i). 

Taches  de  rtiémisplière  nord.  Taches  de  I  h^iiiisphére  sud. 

Surface  inoy.     Latitude  nioy.        Surface  uidj        Latitude  nioy. 

1874 245               9°.  3'  326  —12°.  9' 

1875 12.Î  11.12  12-;  —  9"^'' 

187G 43  12. 3i  84  —10.5:. 

1877 32               9-10  60  — 9.41 

1878 21                7.13  3  —  7.40 

1879 Il  23.54  34  —22.89 

Chrisde  {^fV.-H.-M.^.  —  Note  sur  les  erreurs  systématiques  des 
distances  polaires  déterminées  à  Greenwich.  (3i2-3i5). 

Buchjiej  {T.).  —  Description  d'une  nouvelle  horloge  marchant 
dans  une  atmosphère  à  pression  constante  (3i5-3i8). 

Sadler  (//.)•  —  Notes  sur  le  Catalogue  de  io3oo  étoiles  doubles 
ou  multiples  cjui  forme  le  \  oluine  XL  des  Mémoires  de  la  Société 
astronomique.  (3  i  8-328). 

Copeland  {B.).  —  Notes  sur  le  phénomène  connu  sous  le  nom  de 
bandes  d'ombre  c^ui  s'observe  pendant  les  éclipses  totales.  (329- 
33i). 

Le  phénomène  de  bandes  obscures  mobiles,  analogues  à  celles  des  éclipses 
totales,  a  été  observé  à  Dun-Echt  à  l'instant  où  le  Soleil  se  couchait  derrière 
une  colline  voisine.  Les  bandes  sont  plus  ou  moins  nettes  suivant  le  calme  de 
l'atmosphère. 

Green  [N.-E.).  —  Sur  quelques  changements  survenus  dans  les 
taches  de  Mars  depuis  l'opposition  de  1877.  (33 1-332 ). 
La  mer  de  Dawes,  invisible  en  1877,  s'est  montrée  de  nouveau  en  1879. 

Stone  [E.-J.).  —  Sur  la  valeur  de  la  réfraction  moyenne.  (333- 
349)- 

Une  discussion  complète  des  observations  de  circumpolaires  faites  à  Green- 
wich  montre  que   les  réfractions  de  Bessel  doivent  être  légèrement  diminuées. 


I 
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Koiihol)  (3  .  (le).  —  Jjislc  (le  ^oo  points  radianls  (h'duils  des  ol)- 
scrvalions  d'éloiles  lîlaiiU'S,  laites  eu  lloiii^rie  de  i  8^  i  à  i8yS. 
(349-;i63). 

Barher  [D.-W.].  —  Etoiles  lilantes  observées  en  1879  pendant 
un  voyage  de  Londres  à  ÎNIelbourne  et  retour.  (364"36j  ). 

Aiv^  {G.-B.).  —  Note  sur  la  valeur  théorique  de  l'aeeélération  du 
moyen  niouveuient  de  la  Lune  en  longitude,  telle  cpi'elle  résulte 
d'un  changement  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre.  (368- 
37G). 

Conimon  {^A.-A,\  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (376"- 

377)- 

La  nr-l)iileusc  se  coniposerail  de  trois  parties  dislinetes. 

Bie^viii  [T.-D.).  —  Mesui-e  de  la  rotation  de  Jupiter.  [3yy). 

La  période  de  rotation,  déduite  d'observations  faites  du  -  août  187g  au  4  f^'- 
vrier  1880,  est  de  ()^bb'"^\%i. 

Ellevj  [R.-L.-J.].  —  Observations  de  la  grande  comète  de  l'hémi- 
sphère sud,  1880,  I,  faites  à  l'Observatoire  de  Melbourne.  (377- 
378). 
Les  observations  s'étendent  du  9  au  17  février. 

Russel  [H.-C .).  —  Observations  de  la  queue  de  la  grande  comète 
australe,  faites  à  l'Observatoire  de  Sydney.  (379). 

Marth  et  Lindsay  (lord).  —  Sur  l'éclat  relatif  de  Mars  et  des 
étoiles  voisines,  d'après  les  observations  photométriques  faites  à 
Dun-Echt  en  lévrier  et  mars  1880.  (38o). 

Airy  (G.-Z?.).  —  Acte  sur  les  préparatifs  à  faire  pour  l'observation 
du  passage  de  Vénus  le  6  décembre  1882.  (38 1-385). 

Le  directeur  de  l'Observatoire  de  Greenwich  propose  : 

1°  De  ne  pas  employer  les  procédés  photographiques  ; 

2"  D'observer  des  entrées  accélérées  dans  la  colonie  du  Cap  ; 

3°  D'observer  des  entrées  retardées  à  Cuba  et  aux  Barbades  ; 

4°  D'observer  des  sorties  accélérées  à  Cuba,  aux.  Barbades  et  dans  le  centre  de 
l'Amérique  ; 

5°  D'obtenir  enfin  des  sorties  retardées  sur  la  côte  est  d'Australie. 

M.  Airj'  pose  comme  règle  invariable  que  l'altitude  du  .Soleil,  au  moment  de 
l'observation,  doit  être  de  ij"  au  moins. 

Crimphell  (J.)  et  Neison  (  E .).  —  Ri^cherches  sin-  la  di'tcrniination 
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de  la  parallaxe  solaire  au  moyen  de  l'inégalité  parallactique  du 
mouvement  de  la  Lune.  ( 386-4 1 1). 

yldams  [J.-C).  —  JNote  sur  les  recherelies  de  l'Astronome  Royal 
(Airy),  relativement  à  la  valeur  théorique  de  l'accélération  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune.  (4'  i-4ï5). 

Marlli  (^.)  —  Epliémérides  pour  l'observation  physique  de  Ju- 
piter, en  1880-1 88 1.  (416-419). 

Marlli  (-^.).  —  Recherches  sur  le  mouvement  de  rotation  de  Ju- 
piter, d'après  les  observations  faites  sur  la  tache  rouge  en  1879. 
(419-429). 

La  discussion  d'un  ^l'and  nombre  d'observations  conduit  M.  Martli  à  prendre 
pour  durée  de  rotation  de  la  planète  9''55°'34%i. 

Downing  [A.-M.-W.].  —  Note  sur  la  possibilité  d'une  période  de 
dix  mois  dans  la  latitude  de  la  Lune.  ( 43o-433  ) . 

Draper  (//•)•  —  jNote  sur  une  photographie  du  spectre  de  Jupitei-, 
qui  tend  à  prouver  que  la  planète  a  une  lumière  propre.  (433- 
435). 

Johnson  iS.-J.).  —  Liste  des  éclipses  solaires  centrales  visibles 
dans  la  Grande-Brc^tagne,  de  1263  à  2200.  (436-437). 

Tebbutt  (/.).  —  Sur  la  variabilité  de  2472  B.  A.  C.  (437)- 

Copeland  [R-)-  —  Observations  de  la  comète  de  Schiiberle,  1880,  /;, 
faites  à  Dun-Echt  en  avril  et  mai  1880.  (438). 

Hind  [J.-R.].  —  Éléments  paraboliques  de  la  comète  de  Schaberle. 

(439)- 
Tebbutt  (/.).    —  Deuxième   Note  sur   la   longitude  de  Windsor 

(N.  S.W.).  (44o). 

Campbell  (/.)  et  Nelson  {£.).  —  Recherches  sur  la  détermination 
de  la  parallaxe  solaire  au  moyen  de  l'inégalité  parallactique  du 
mouvement  de  la  Lune  (second  Mémoire).  (44i"469). 

La  valeur  de  la  parallaxe  solaire  est  comprise  entre  8",848  et  8",778,  suivant 
que  l'on  admet  ou  que  Ton  n'admet  pas  une  inéi;alitc  de  quarante-six  ans  dans 
le  mouvement  de  la  Lime. 

Adams  (J.-C.).   —  Recherches   sur   l'accélération   séculaire   du 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  -ÎS 

moyen  inouvetnenl  (\o.  la  Lune,  ayant  pour  cnus(;  le  changement 
séculaire  de  rexccntrlciU"  de  l'orbite  de  la  Terre,  recluTches 
faîtes  en  tenant  compte  des  termes  de  l'ordie  di;  in\  mais  en 
négligeant  l'excentricité  et  l'inclinaison  de  l'orLite  de  la  Lune. 

(470.-482). 

Adnms  [J .-€.).  —  Note  sur  la  constante  de  la  parallaxe;  lunaire. 

(482-488). 

Martli  {^•)-  —   Ephéméride  ]K)ar   la    position   des   satellites  de 
JNeptune  en  1880  et  1881.  (488-490). 

Marth  [A.].  —  Addition  aux  épliémérides  pour  robservatiou  phy- 
sique de  Jupiter  en  1880-1881.  (490-497). 

Bunihnm  [S.-Tf'.).  —  Examen  des  mesures  d'étoiles  doubles  du 
Catalogue  de  Bedford  (Catalogue  de  l'amiral  Smyth).  [q^y-S'd-^]. 

Les  observations  de  M.  Burnham  constituent  une  révision  complète  des  mesures 
faites  par  l'amiral  Smyth  sur  les  étoiles  doubles,  avec  compagnons  distincts, 
qui  avaient  été  observées  avant  la  publication  du  Cycle  0/  celestial  objecls. 
M.  Burnham  corrige  d'assez  nombreuses  erreurs  du  Bedford  Catalogue. 

Knobel   [E.-B.).   —    Remaicjues   sur   le  Mémoire  précédent  de 
M.  Burnham.  (532-537). 
L'auteur  ajoute  de  nouvelles  corrections  à  celles  de  M.  Burnham. 

Franhs  [TF.-S.).  —  Notes  sur  2472  B.  A.  C,  dont  la  variabilité  a 
été  signalée  par  ]NL  Tebbult.  (537). 

Safford  [T.- il.).  —  Eléments  paraboliques  delà  comète Schiiberlc, 
1880,  Z».  (538). 

Bîgoiirdaji  [M. -G.).  —  Eléments  paraboliques  et  ephéméride  de 
la  comète  de  Schaberle,  1880,  h.  (538-559). 

TVagner  (yM.-A.).  —  Note  sur  l'étoile  n"  894  du  premier  iS'ertv? 
yenrs  Catalogue  de  TObservatoire  de  Greenwich.  (56o-56i). 

Johnson  (^S.-J.).  —  Coïncidence  des  taches  solaires  et  des  ainoies 
boréahis  dans  l'ancien  temps.  (56 1 -563). 

M.  Johnson  trouve  une  coïncidence  entre  les  apparilioii>  di'  ((urlqiic-.  i;raud(> 
aurores  boréales,  signalées  dans  \o  C hinniron  Scotoruui  et  V Anglo-saxon 
Chronicle,  entre  les  années  (i-u  cl  iiii,  cl  les  dates  tic  maxinui  des  taches 
solaires,  telles  ([u'elles  résultent  des  travaux  de  M.  lî.  WolC. 
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Lolise  [J.-G.).  —  JNote  sur  \cs  indices  de  réfracLion  et  le  pouvoii' 
dispersif  de  difFérents  venes  d'opticjue.  (563-564). 

Bosanquel  [R.-f/.-3I.)  et  Sa)  ce  (•/.-//.).  —  L'Astronomie  \)d- 
bylonienne  (troisième  ■Mémoire).  (565-5'y8). 

ytiij  (G.-B.).  —  Addition  à  un  Mémoire  intitulé  «  Recherches 
sur  la  valeur  théorique  de  l'accélération  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune  en  longitude,  produit  par  le  changement  de  l'excen- 
tiicité  de  l'orbite  de  la  Terre  ».  (578-599). 

Qlaislwr  \  J .-  TV.-L.).  —  Note  sur  la  méthode  des  moindres  carrés. 
(600-614  )• 

Sang  [E.].  —  Note  sur  le  calcul  de  la  forme  des  objectifs  astro- 
nomiques. (614-619). 

Tenipel  (  TT  .).  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (622-623). 

M.  Tempel  donne   une  description   et  un  dessin  de  la    nébuleuse  voisine  de 
îMérope. 

GUI  [D.].  —  Observations  de  la  comète  I  de  1880  (grande  comète 
australe),  faites  au  Cap  de  Bonne-Espérance.  (623-627). 

TT'iedeiuann  [E.].  —  Note  sur  une  méthode  piopre  à  déterminer 
la  pression  sur  la  surface  solaire.  (627-628). 

M.  Wiedcinann  propose  de  di-duire  celte  pression  du  diamètre  des  anneaux  de 
IVewlon,  produits  par  l'une  des  lii;ni's  brillantes  il'une  protubérance  solaire. 

G.  R. 


TiiE   OBSERV.VTORY,   A   Monthlv   Review  of  Astronomy,  edited    by   W.- 
H.-M.  Ghristie.  —  Londres,  in-8°  (' ). 

Tome   III;   avril  i87()-décenibre  1880. 

RéuivtojN  DE  LA  Société  Astrokomiqie  de  Londres  le  9  avril  1879. 
(  i-io  ). 

Discussion  entre  lord  Lindsay  et  M.  Coninion  sur  les  avanlap;es  comparés  des 
lunettes  et  des  télescopes  et  sur  la  manière  de  monter  et  d'argenter  les  miroirs. 


1   Voir  Bulletin.   HT,,  -S. 
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*   Schniidt  {.f.-l'\-J.).     -   (lailf  de  la   I.imc.  (i  o-i  7  ).  [.I.   Mirinin- 
-;li;mi  ]. 

/>//•/  (/?.-^(  .).      -  Noie  sur  lin  ylissoment  "de  terrain  dans  Platon. 

(17-20). 

Il  s"ai;iL  (run  glissement  de  Icrrain  visible  à  l'extréniilé  esl  du  cratère  de  Pla- 
ton et  dont  l'apparence  aurait  ([uelciue  peu  changé  depuis  qu'il  a  été  décrit  pour 
la  première  fois  en  i8(i6,  par  M.  T.-\N  .  W'ebb. 

Dcnning  [Jf  .-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  mai.  (21-22). 

Chambcrs  (G. -F.).  —  Lettre  relative  à  la  diffamation  de  l'amiral 

Sm_yth  par  M.  Sadler  (23-24). 

L'auteur  critique  énergiquement  M.  Sadler  et  la  conduite  du  Bureau  de  la  So- 
ciété Astronomique;  il  pense  que  les  Membres  de  la  Société  doivent  intervenir. 

ft'Abbadic  {A.).   —  Note  sur  les   observations  d'étoiles  doubles 
faites  à  Poulkova.  [i^-'i^). 

Tebbutt  {J.).  — ■  Remarques  sur  la  conjonction  de  Mars  et  de  Sa- 
turne qui  sera  observée  le  3o  jui:i  1879.  (26). 

Plinnmer  [J.-I.).  —  Lettre   sur   les  conditions    de   visibilité  de 

Mercure  projeté  sur  la  couronne  solaire.  (27-28). 

Le  professeur  Langley  a  observé  le  phénomène  par  le  ciel  très  pur  des  mon- 
tagnes; il  a  été  vu  à  Orwell  Park  par  un  léger  brouillard. 

Lœwf  (M.)  et  Stephan  (F.).  —  Détermination  des  différences 
de  longitude  de  Paris,  Marseille  et  Alger.  (28). 

Smytli   (Piazz-i).   —  Sur  l'illumination   des   tid)es  de  Geissier 
dans  le  sens  de  leur  longueur.  (29). 

Scliiilze.  —  Ephéniéride  de  la  comète  périodique  de  Brorsen  en 
juin  1879.  (3o). 

Memokakda  astronomiques  pour  juin  1879.  (3i-32). 

Réunton  de  la  Société  Asthojnomique  de  Londres  le  9  mai  1879. 

(33-46). 

Le  Conseil  de  la  Société  Astronomique  propose  une  motion  de  blâme  contre 
!\L  Sadler  pour  ses  attaques  injustes  et  tliffamatoires  à  la  mémoire  de  l'amiral 
Smyth;  celle  motion  est  ii(l()|)léc  après  une  vive  discussion  à  la(|uelle  prennent 
piirt  MM.  r.hambers,   \ir\,  lt;inyard  et  I^ritchard. 

La  S(';inri>  ciiiiliniic  |i:if  l<'s  lcrliir<'.  rcpruduitcs  dans  le-  Monllily  .\oficcs. 


Ôf)  SECONDE   PARTIE. 

Draper  {J.-C.).  —  Sur  les  lignes  noires  de  l'oxygène,  observées 
dans  la  partie  du  spectre  solaire  moins  réfrangible  que  G.  (4^3- 
5o). 

Les  conclusions  de  M.  Draper  sont  les  suivantes  : 

1°  La  région  du  spectre  solaire  comprise  entre  43i7  et  43i9  de  longueur  d'onde, 
et  considérée  comme  lignes  brillantes  de  l'oxygène,  n"est  pas  aussi  brillante  que 
les  autres  régions  lumineuses  immédiatement  voisines. 

2°  Le  spectre  solaire  montre  quelques  faii)les  lignes  noires  dans  la  région 
entre  43i7  et  43i9  de  longueur  d'onde. 

3"  L'oxygène  est  la  substance  qui  peut  produire  des  lignes  noires  dans  cette 
région;  on  doit,  par  conséquent,  attribuer  leur  présence  à  l'action  de  cet  élé- 
ment. 

Smvyer  (E.-F.). —  Observations  de  Mira  Ceti  faites  à  Cambridge 

(U.  S.)  pendant  son  maximum  de  1878.  (5o-52). 

L'accroissement  de  lumière  a  été  très  rapide;  l'étoile  a  passé  de  la  5"  à  la 
3°  grandeur  en  huit  jours. 

Corder  (//•)•  —  Phénomènes  météorologiques  observés  de  janvier 
à  mai  1879.  (52-53). 

Gledhill  (J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  juin.  (53-54)- 

Dennin'îr  {If  .-F.).  — Notes  sur  les  météores  de  juin.  (55-56). 

Young  (C.-A.).  —  Spectre  de  la  comète  de  Brorsen.  (56-Sy). 

Le  spectre  se  compose  des  trois  bandes  du  carbone  ayant  pour  longueurs 
d'onde  468,  3i~  et  558. 

Airv  (G.-B.).  —  Lettre  sur  la  méthode  des  moindres  carrés,  {'jy- 

59)- 

L'Astronome  Royal  prend  la  défense  de  la  méthode  des  moindres  carrés  contre 
Le  Verrier,  qui  l'avait  attaquée  devant  l'Académie  des  Sciences  de  Paris.  La 
Lettre  est  datée  du  5  février  1875. 

Ileaven  (C).  —  Lettre  relative  à  la  diCfamation  de  l'amiral  Smytli, 
par  M.  Sadlcr.  (59-60). 

*  Niesten.  —  Recherches  sur  la  cotileur  des  étoiles  doubles.  (60- 
61). 

*  ObserK-atoire  de  [\  asliington. —  Observations  de  1875.(61-62). 

*  Observatoire  de  Greemvicli.  —  Observations  de  1876.  (62-63). 
Memoua.\i)A  astronomiques  poiu\juillcl  1879.  (63-64). 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  5; 

Uéi  xMoN  DE  LA  SociÉTÉ  AsTUONOMiQUE  de  Londics,  le  i3  juin  1879. 
(65-79). 

Imporlaiilc  ilisrussion  entre  M.  Draper  et  MM.  Ranyard,  Chrislic,  Gladstone, 
llugs'fs  et  Capron  relativement  aux  photographies  du  savant  physicien  améri- 
cain et  à  la  découverte  de  la  présence  de  l'oxygène  dans  le  Soleil.  Tous  les  ora- 
teurs ont  rendu  justice  aux  soins  apportés  par  M.  Draper  à  ses  recherches,  mais 
plusieurs  d'entre  eux,  M.  Huggins  par  exemple,  ne  se  sont  pas  déclarés  con- 
vaincus. 

Darwin  [G. -IL).  —  Notes  sur  la  théorie  des  marées  et  les  évolu- 
tions des  satellites  des  planètes.  (79-84)- 

Johnson  (S.-J.).  —  Note  sur  roccultation  d'Anlarès  le  28  juillet 
1879.  (84-86). 

GledJiill  {J-)-  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  juillet.  (86-88). 

Denning  (\]  .-F .).  —  Notes  sur  les  météores  de  juillet.  (88-90). 

Cominon  (A. -A.).  —  La  première  comète  périodique  do  Tcinpel. 

(yo-90- 

Ranvard {A .-C .).  —  Qu'est  la  chromosphère?  (92-93). 

L'usage  a  donné  le  nom  de  chromosphère  à  la  partie  de  l'atmosphère  incan- 
descente du  Soleil  que  l'on  peut  voir  au  spectroscope  en  l'absence  d'une  éclipse 
totale. 

*  Dunkin  {E.).  —  Notices  nécrologiqnes  des  astronomes.   (9^- 
95). 

*  Obsenatoire  royal  de   Grcenwich.  —  Rapport   annuel  sur  la 
période  de  mai  1S78  à  mai  1879.  (95-98). 

*  Schmidt  [J.-F.-J.). —  Les  taches  solaires  elles  protubérances. 

(98-100). 

Memouakda  astronomiques  pour  août  1879.  (  iui-102). 

Sa^vyer  (^E .-F.).  —  Les  météores  du  la  au  2(>  avril  1879.  (io3- 
io5). 

Le  point  radiant  de  ces  météores,  dont  la  période  parait  être  de  vingt-sept  ans, 
et  qui  sont  en  relation  avec  la  comète  I  de  1861,  est  la  Lyre. 

Ro?ikoly  (yV.  de).  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète 

de  Brorsen,  faites  en  1879  à  O-Gyalla.  (105-107V 

Le  spectre  se  compose  de  trois  bandes  voisines  de  celles  de  Ut  iKimiiic  IjJciie  du 
hfc  de  Bunsen. 
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Arciinis  [A  .-T .).  —  Conjonction  de  Mars  et  de  Saturne,  observée 
à  Cadix  le  3o  juin  1879.(107-108). 

*  Pritchavd.  —   The  Lniversity Observatoire  de  l'Université 

d'Oxford.  Rapport  du  professeur  Savilien  au  Comité  des  visi- 
teurs ;  année  1878-1879.  (108-112). 

Le  magnétisme  terrestre  et  les  lâches  solaires.  (ii:>.-ii4)- 

Gledhiil{J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  août,  (^i  14-116). 

Denning  (IV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'août.  (116-117). 

Maunder  (E.-lf  .).  — ■  Les  lignes  brillantes  de  l'oxygène  dans  le 

spectre  solaire.  (118-120). 

Les  observations  de  .M.  Draper  ne  paraissent  pas  prouver  que  les  espaces  lu- 
mineux qu'il  iclenlifie  avec  les  lignes  de  l'oxygène  soient  réellement  des  lignes 
brillantes. 

Dreyer  [J.-L.-E .).  —  Note  sur  le  point  radiant  de  la  comète  I  de 

1870.  (120). 

Le  point  radiant  de  la  Comète  est  27°, 9  +  48°,  4»  probablement  identique  avec 
le  point  radiant  'ii°  -^  53°  signalé  par  M.  Denning. 

*  D'Abbadie.  —  Instruments  à  employer  en  voyage  (^Bulletin  de 

la  Société  de  Géographie.  Paris,  1879).  (121). 

*  Barker  [G.-F.).  —  Spectroscopic Observations  spectrosco- 

piques,  faites  pendant  l'éclipsé  de  Soleil  de  1879  [Amer.  Jour- 
nal, févr.  et  avril  1879).  (122). 

Tacchini  [P.).  —  L'Observatoire  du  mont  Etna.  (laS). 

Les  constructions  à  élever  à  la  Casa  Inglese,  à  une  altitude  de  3000"",  commen- 
ceront en  1879.  L'Observatoire  sera  pourvu  d'un  équatorial  de  o", 35  d'ouver- 
ture. Le  ciel  de  l'Etna  est  très  favorable  aux  recherches  de  Spectroscopie. 

Kiistiier.  —  Eléments  paraboliques  de  la  comète  de  Swift.  (i24)- 

Memouaivda  astronomiques  pour  septembre  1879.  (i25-i2(S). 

Denning  (JJ  .-F.).  —  Dates  des  chutes  de  bolides.  (127-132). 

La  chute  des  bolides  se  répartit  très  inégalement  entre  les  divers  mois  de 
l'année,  ainsi  que  le  montre  le  Tableau  suivant,  dressé  par  M.  Greg  : 

\ombre  de  bolides  dans  les  divers  mois. 

Janvier jSc)        .Mai i63  Septembre 273 

Février 17  j         Juin 172  Octobre 292 

.Mars iS(i        Jnillci 287  Novembre....  55i 

Avril <'\\          Voùt 77')  Décembre 2S9 
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l)ans  i'lui(|ue  iiiui;?,  Ic^^  principales  dates  de  chute  sont  : 

Janvier a  Juillet •.^^-3o 

Février 7  Août 7-1.) 

Mars Septembre..  1-7 

Avril 11-12,  i()-2o                       Octobre.... 

Mai Novembre. .  1  i-i5,  19,  27. 

Juin Décembre..  11-12,21 

Sawver  [E.-F.].  —  Nomht-e  moven  des  étoiles  filantes  observées 
aux  différentes  époques  de  Tannée.  (i33-i35). 

Ledger  {E .).  —  Catalogue  des  observations  ou  observations  suj)- 

posées  du  passage  de  la  planète   intra-mercurielle  ou   d'autres 

corps  devant  le  Soleil.  (  i35-i38  ). 

La  liste  de  M.  Ledger  comprend  vingt-quatre  observations  de  cette  espèce, 
faites  de  1761  à  i865;  elle  est  donc  plus  complète  que  celles  de  R.  ^^olf  (iBôg), 
Carrington  (1860)  et  Le  \'errier  (1867). 

Draper  {J.-IJ  .).  —  Sur  une  nouvelle  forme  de  spectromètre  et 
sur  la  distribution  de  la  lumière  dans  le  spectre.  (i38-i42). 

La  méthode  de  mesure  employée  par  M.  Draper  consiste  à  faire  disparaître  la 
lumière  de  la  région  considérée  du  spectre  à  l'aide  d'une  lumière  d'intensiti- 
constante,  dont  la  distance  à  la  dernière  face  du  prisme  est  variable.  Les  résul- 
tats trouvés  sont  les  suivants  : 

1°  Dans  le  spectre  prismatique,  l'intensité  de  la  lumière  augmente  d'une  ma- 
nière continue  du  violet  evtrème  au  rouge.  Ce  résultat  est  dû  au  mode  particu- 
lier de  dispersion  d'un  prisme. 

2°  Dans  le  spectre  d'un  réseau,  l'intensité  est  constante  dans  toute  lu  portion 
visible  du  spectre. 

Une  partie  de  ces  résultats  est  incontestablement  due  à  l'action  de  l'œil. 

Gledhill  (J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  septembre.  (^142- 

i44). 

Denning  {U  .-F.').  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  septembre. 

(144-147). 

Kirkivood  {D.).  —  Note  sur  le  satellite  intérieur  de  Mars.  (i47- 
i48). 

Arcimis  (A.),  Capron  (J.-B.),   Graver  (C.)  et  Penrose  {F.-C). 
—  Notes  sur  Foccultation  d'Antarès  le  28  juin   1879.  (  148-1 JO  ). 

Capron  iJ.-Rand).  —  Changements  survenus  dans  une  lâche  so- 
lairp  du   18  juin  au  "i  juillel    i  S-f).  (  i  5o- i  .n  ). 
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Ilunt  {G.).  —  Note  sur  le  diamètre  du  disque  apparent  d'une  étoile. 
(i5i-i53). 

M.  Hunt  croit  pouvoir  déduire,  de  la  formule  qui  donne  le  diamètre  du  pre- 
mier anneau  obscur  de  diffraction  d'une  étoile,  que  le  disque  des  étoiles  de  toutes 
les  grandeurs  doit  être  le  même.  L'éditeur  fait  observer  que  c'est  une  erreur. 

*  Peckhani  (S. -F.).  —  Fall  of  a Chute  dVm  bolide  le  lomai 

1879,  dans  l'Etat  d'Iowa  {American  Journal,  1879,  july).  (iy3- 

i54). 

*  Winnecke. —  Rapport  sur  les  travaux  de  l'Observatoire  de  Stras- 
bourg en  1878  {Vierteljahrssclirift  cler  Astr.  Gesellscli.,  1878). 
(i54). 

Notice  nécrologique  sur  Thomas  Maclcar.  (i54-iJj). 

Notice  nécrologique  sur  Lamont.  (ijj). 

Memouakda  astronomiques  pour  octobre  1879.  (i55-i56"). 

Konkoly    (A.   de).    —    Observations    spectr.jscopiques  d'étoiles 
filantes,  (i 57-1 58). 
Les  spectres  sont  continus  avec  quelques  liijnes  brillantes. 

Kirkwood  {D.).  —  Notes  sur  les  bolides  observés  aux  Etats-Unis 
du  i^''  avril  1879  au  3i  mars  1880.  (1 58- 166). 

Common  {A. -A.).  —  Description  de  son  télescope  de  3  pieds 
d'ouverture.  (167-169). 

Gledhill  ('/.). —  Etoiles  doubles  à  observer  en  octobre.  (169-170). 

Denning  (W.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  d'octobre.  (170-172). 

Piijaron  (C.).  —  Observation  de  l'éclipsé  de  Soleil  du  18  juillet 
1879,  faite  à  l'Observatoire  de  Cadix.  (174)' 

Pritr/tett  (C.-W^.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter, 
faites  en  1879  à  l'Observatoire  de  Glasgow  (Missouri).  (174- 
178). 

Russel  (II.-C.).  —  Notes  explicatives  sur  une  sorte  d'ombre  vu(; 
sur  la  Lune  le  21  octobre  1878.  (178-180). 

J  ersaninilting —   Réunion  de   la   Société  Astronomique  à 

Rcrlin,  du  j  au  8  septemljrc  1879  [M.  L.  II].  ('180-181). 
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*  Valdo  (Lronar</). —  T/ic  Fort-if  orlh ]{ap[)oit  sur  l'expédi- 
tion envoyée  à  Forl-Worth  pour  l'observation  de  l'éclipsé  so- 
laire du  09  juillet  1878.  (182-184). 

Ohscn'((toire  de  Poulkcna.  —  M.  Struve  a  commandé  à  Alvan 
Clark  un  objectif  de  3o  pouces  anglais  de  diamètre;  le  prix  est 
fixé  à  160000''^.  (i85). 

Chandler  (S.-C).  —  Eléments  et  épliéméride  de  la  comète  d  de 
1879  (comète  Palisa).  (i85). 

Alarth  (A.).  —  Ephéméride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
pour  1879.  (185-187). 

Memoranda  astronomiques  pour  novembre  1879.  (187-188). 

Downing  (A .-Jl/.-JJ  .).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  paral- 
laxe horizontale  du  Soleil  d'après  les  déclinaisons  de  Mars,  ob- 
servées à  Leide  et  à  Melbourne  pendant  l'opposition  de  1877. 
(189-190). 

La  combinaison  de  ces  observations  donne 

7:  =  8",  960  zh  g",  o5i. 

Les  observations  analogues  faites  en  1862  ont  donné  à  M.  \Mnneckc  8",  96  et 
à  M.  Stone  8",  g^- 

Ledger  {E.).  —  Les  éclipses  des  satellites  de  Mars.  (191-193}. 

Les  éclipses  du  satellite  intérieur  durent  environ  cinquante-trois  minutes;  celle 
du  satellite  extérieur  quatre-vinj^t-quatre  minutes. 

Konkolv{A^.  de).  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète  d 
de  1879  (comète  de  Palisa).  (193-19.)). 

Farquhar  {H.). — L'éclat  et  la  distribution  des  étoiles (P*"  Partie). 
(190-200). 

Gledhill  {J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  novembre.  (200- 
201). 

Denning  (JV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  novembre.  (201- 
204  ). 

Denning  (IV.-F.).  —  Le  point  radiant  de  la  comète  I  de  1870. 

(205). 


(h  SECONDK   PAHTIK. 

Gledhill  (7.).—  Aspect  de  Jupiter  en  septembre  18-9.  (acjj  ). 

La  tarlic  rouge  est  toujours  visible. 

Dennett  (F.).  —  Observations  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  en 
août,  septembre  et  octobre  iSjp.  (206-207). 

*  Green.  —  Obser^^aLions —  Observations  de  Mars,  faites  à  Ma- 
dère en  1877  {Memoirs  of  thf  R.  Astronomical  Society, 
vol.  XLIV).  (208-209). 

Yarnall.  —  U  ashinf^ton  Catalogue Catalogue  d'étoiles  de 

O  o  o 

Washington.  2^  édition  (i  vol.  in-4";  Washington.  1879).  (209- 
210). 

*  Hnll  (^.).  —  Motion  of....  Mouvement  des  satellites  de  Saturne 
[Astronoinische  Aachricliteiu  n°  !2263j.  (210-212). 

*  Astronomical  Society.  — -  Memoirs  of....  Mémoires  de  la  So- 
ciété Astronomique  de  Londres,  vol.  XLIV  (i  vol.  in-4°  ;  Lon- 
dres,  1879).  (2l3-2lj). 

Marth  (A.).  —  Ephéméride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
en  novembre  1879.  (216-217). 

Memorakda  astronomiques  pour  décembre  1879.  (217-2181. 

Réikio.n  de  1. v  Société  Astrokomique  de  Londres  le  14  novembre 
'879-  (219-^-34)- 

Tisserand  (F.').  —  Note  sur  le  mouvement  d'Hypérion.  (235- 
336). 

Brett  (J.).  —  La  grosse  tache  de  Jupiter.  (236-238). 

C'est  une  ileseription  de  la  tache  rouge  de  Jupiter  et  une  dissertation   sur   sa 
nature  probable. 

Corder  (//.)• —  Notes  sur  des  taches  blanches  qui  se  sont  montrées 
sur  les  bandes  de  Jupiter  du  24  octobre  au  i  i  novembre  1879. 
(238-239  ). 

Ces  taches  ont  un  mouvement  propre,  rapide  par  rapport  à  la  lâche  rouge. 

FarquhariH.).  —  I/éclat  et  la  distribution  des  (-toiles  1  IP Partie  ). 
(240-245). 
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(ilcdliill  {J .).     -   Ijoilrs  (Idiililo  ;'i  observer  en  (léeeiuliic.  {o.^'S- 
Denning  (Jf^.-F.).  —  Noies  sur  les  météores  de  déeeinbre.  (  '246- 

Barklwusr  (7\-JJ  .).  —  La  tache  rouge  de  Jupiter.  (uSo-aoi). 

Ledger  {E.).  —  Note  sur  les  passages  dune  planète  intra-mer- 

curielle.  (aS  1-252). 

Haase  {Zeilsclirift  Jiïr  Astronomie)  <l()iuie  des  passages  plus  nonilircux  (pic 
ceux  qu'a  indiqués  M.  Ledger  à  la  page  i.55  du  présent  Volume  de  VObseivator)  : 
Tauteur  pense  que  les  observations  se  rapportent  à  des  taches  solaires. 

*  (joi/ld.  —  l  raitonirtriti  Arijentiim L  ranométrie  Argentine 

(i  vol.  in-4'';  Buenos-Avres,  18^9).  (252-254)- 

*  }  aughan.  —   On  the  originp —  Leçon   sur  l'origine  des  asté- 
roïdes (Popular  Science  Mo/it/ih-,  1879).  (254-256). 

Nciutical  A Imanac  for  1 883.  ( 256-257J. 

Le  Nautical  pour  i883  renferme  des  positions  de  la  I-une,  calculées  d'après  les 
.    corrections  faites  par  M.  Newcomb  aux  Tables  de  Hansen. 

Martli  (A.). —  Ephéinéride  des  satellites  de  Mars  et  de  Saturne 
pour  décembre  1879.  (  25y-258  ). 

Rél'tnioiv  de  la  Société  AsxROKOMtotE  de  Londres  le  12  décembre 
1879.  (259-270;). 

Young  (C.-A.).  —  Observations  des  satellites  de  Mars,  faites  à 
Princeton  (U.  S.)  en   octobre  et  novembre  1879.  (270-271). 

} oung  (C.-A.).  — Note  sur  la  ligne  b  du  spectre  solaire.  (271- 
272). 

^3  et  b^  sont  des  lignes  doubles. 

Ledger  (E.).  —  Utilisation  de  l'action  des  marées.  (272-274  )• 
Kirkwood  {D.).  —  Les  étoiles  filantes  du  i3-i4  novembre.  (274- 
270). 

Les  Léonides  ont  été  très  nombreux  en  1879;  ils  avaient  aussi  été  nombreux 
en  1846.  Il  paraît  donc  que  l'anneau  météorique  de  novembre  renfermerait 
d'autres  amas,  à  période  de  trente-truis  ans,  que  celui  que  la  Terre  a  rencontré 
en  i833  et  1866. 

Gledhill  (J.).  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  janvier.  (  275-276^. 
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Denning  [JV.-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  janvier.  (276- 
278).'^ 

Pliimmer  (J.-L).  —  Apparence  des  comètes  de  1879.  (278-27()). 

Le  noyau  de  la  comète  de  Palisa  est  devenu  faible  et  diffus  à  l'époque  du  pas- 
sage de  l'astre  au  périhélie.  Ce  cas  est  analogue  à  celui  de  la  comète  d'Encke  en 
1871-72. 

Gledhill  {J').  —  Jupiter  en  1869  et  1879.  L'ellipse  et  la  tache 
rouge.  (279-282). 

Une  tache  elliptique,  très  voisine  de  la  bande  équatoriale  sud,  a  été  observée 
à  Halifax  (Observatoire  de  M.  Crossley)  de  novembre  1S69  à  février  1870;  est- 
ellc  identique  à  la  tache  rouge  actuelle?  La  Note  de  M.  Gledhill  est  accompagnée 
d'un  dessin  de  Jupiter  en  1870. 

Holden  {A.-P.).  —  La  grande  tache  de  Jupiter.  (282-283). 
La  tache  actuelle  parait  en  relation  avec  celle  de  1869. 

Johnson  {S.).  —  Tache  de  Jupiter  en  1792.  (283). 

SchriJter  a,  en  1792,  observé  une  tache  obscure  ronde  sur  l'hémisphère  sud  de 
Jupiter. 

Pritchard  {€.).  —  Note  sur  le  diamètre  photographique  de  la 
Lune.  (283-285). 

*  Burnhani.  —   The  Lick L'Observatoire  Lick,   sur  le  mont 

Hamilton  (i  broch.  in-4°;  Chicago,   1879).  (286). 

*  Houzeau  et  Lancaster.  —  Bibliographie  générale  de  l'Astro- 
nomie (vol.  in-8  ;  Bruxelles,   1879...).  (287). 

Memorakda  astronomiques  pour  janvier  1880.  (287-290). 

Révmoin    de  la  Société  Astronomique  de  Londres  le  9  janvier 

1880.  (291-303). 

Discussion  entre  .MM.  Huggins,  Ranyard  et  R.  Capron  sur  les  spectres  photo- 
graphiques des  étoiles. 

Clark  {J.-Ed.).  —  Notes  sur  le  bolide  détonant  observé  dans 
le  Yorkshire  le  24  fé^Tier  1880  (T"""  Partie).  (3o3-3<)9). 

*  Crossley  {E.),  Gledhill  {J.)  et  Wilson  (M.).  —A  Handbook.... 
Catalogue  d'étoiles  doubles  à  l'usage  des  amateurs  (i  vol.; 
Londres,  1879)  [E.  Dunkin].  (3o9-3i2). 

*  Capron  (J.-Band).  —  Aiirora';  their  characters —  Les  au- 
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rorcs  ;  hnirs  caraclrics  cl  leurs  spectres  (i  vol.;  Londres,  iSjy). 
[H.  rraH].(3i2-3i4). 

Conunon  (A.).  —  IMiotographies  de  Jupilcr.  (3i4)- 

La  Note  très  courte  de  M.  Conimon  est  accompagnée  de  la  reproduction  jjIio- 
toijraphique  de  vues  de  Jupiter,  obtenues  le  3  et  le  8  septembre  1879  avec  son 
miroir  de  Mi  pouces.  La  première  donne  une  impression  nellc  de  la  tache  roug;e. 

Glcdliill  (J-).  — ■  Eloiles  doubles  à  observer  en  février.  (3i/|-3i5). 

Denning  (Jf  .-F.).  —  Notes  sur  les  météores  de  février.  (3 16). 

Tebbutt  (J-)-  —  Oectdlations  d'étoiles  brillantes  observées  à 
Windsor  (N.  S.  W.)  de  i8;5  à  1S79.  (31;). 

Pritchett  (C.-JJ  .).  —  Mouvement  de  la  tache  rouge  de  Jupiter. 

(3i7-3i8). 

La  tache  parait  à  l'auteur  avoir  un  mouvement  en  longitude  et  un  mouvement 
en  latitude. 

Dennett  (F.-C).  —  Notes  sur  quelques  taches  observées  sur  .Ju- 
piter en  1878  et  1879.  (3i8-32o). 

Neisoji  {E.).  —  Sur  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  (32  1-323). 

Brett  {J-)-  —  Remarques  sur  les  discussions  trop  vives  des  der- 
nières réunions  de  la  Société  Astronomique.  (323-325). 

*  Perrier  et  Ibaùcz.  —  Jonction  géodésique  de  l'Espagne  et  de 
l'Algérie  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences  de  Paris,  t.  LXXXIV).  (326-327). 

*  Todd  (D.-P.).  —  Solar  parallax . . . .  La  parallaxe  solaire 
déterminée  par  la  vitesse  de   la  lumière  {American  Journal, 

1879,  january).  (327-328). 

Memorakda  astronomiques  pour  février  i88o.  (329-33o). 

Réunion  de  la.  Société  Astronomique  de  Londres  le    i3  février 

1880.  (331-337). 

Clark  {./.-Ed.).  —  Note  sur  le  bolide  détonant  observé  dans  le 
Yorkshire  le  i\  février  1880  (IL"  Partie).  (337-343). 

Herschcl  {A. -S.).  —  Note  sur  les  bolides  des  23-24  septembre 
187(3  et  1879.  (343-347). 

Ihill.  des  Sciences  math.,  2^  Série,  t.  V.  (Avril  i8Hi.)  R.5 
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Sawyer  {^E .-F.).  —  Les  éloiles  filantes  de  décembre  qui  ont  leur 
point  radiant  dans  les  Gémeaux.  (347-347). 

Olù^er  [S .-P.)  — •  Un  monument  à  élever  à  Halley.  (348-35o). 

*  Gibet  ne  (Miss  A.).  —  Sun,  Moon —  Le  Soleil,  la  Lune  et  les 
étoiles;  Astronomie  pour  les  enfants  (i  vol.;  Londres,  iScSo) 
[E.  Dunkin].  (35I-3,5•^). 

Gledhill  (J.).  —  L'étoile  double  ^o/\-  est  une  étoile  variable  à 
longue  période.  (352-353). 

Gledhill  (•/•)•  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  mars.  (353-354). 

Denning  {^W.-F.).  —  Notes  météoriques  pour  mars.  (354-355). 

Kirkivood  (D.).  —  Les  étoiles  fdantes  du  i3-i4  novembi'e  i87(). 
(355-356). 

Denning  [Jf  .-F.).  —  Neuf  étoiles  peuvent  être  observées  dans  le 
trapèze  d'Orion  avec  un  miroir  de  1  ■>.  pouces.  (356-358). 

*  Pickering.  —  Report  for Rapport  sur  les  travaux  de  l'Ob- 
servatoire d'Harvard  Collège  en  1879.  (35t)-3()o). 

JMemorajvda  astronomiques  pour  mars  1880.  ( 36 1 -3(32). 

Réukion  de  la  Société  Astuojsom (QUE  de  Londres  le  12  mars  t88o. 
(363-373). 

Pratt  {H.).  —  Remarques  sur  la  prétendue  formation  d'un  nou- 
veau cratère  dans  la  région  nord  d'Hvginus,  signalée  par  M.  Klein. 

(373-377). 

Des  observations  nombreuses  faites  en  1878  et  1879  ont  montré  à  M.  Pratt 
qu'aucun  nouveau  cratère  n'existait  dans  cette  région  et  qu'on  ne  pouvait  y 
trouver  qu'une  très  légère  dépression,  de  forme  complexe  et  très  difficile  à  bien 
voir. 

Gledhill  (</.).  —  Appel  aux  amateurs  qui  possèdent  des  lunettes 

de  large  ouverture.  (377-382). 

M.  Gledhill  propose  aux  astronomes  amateurs  d'observer  une  série  d'étoiles 
doubles  difficiles  à  séparer;  la  plupart  sont  prises  dans  les  Catalogues  de  Struvc 
ou  de  Hurnham. 

Gledhill  (.T.).  —  Etoiles  douldcs  à  observer  en  avril.  (382-383). 
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/><'nning  [H  .-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  d'avril.  (383- 
384). 

Jtiniscli  { IIii(lson-Ii.).  —  Noies  sur  la  grande  comète  de  riiénii- 
splière  austral.  (385). 

Penrose  (F.-C).  —  Courbure  dans  la  trajectoire  d'un  bolide. 
(386-38;). 

Sivi/'t  (L.).  —  Note  sur  la  rédaction  des  dépèches  astronomiques. 

(38;). 

*  Pickering.  —  Annnls  cf....  Annales  de  l'Observatoire  d'Har- 
vard Collège.  Tome  XI  [i  vol.  in-4°;  Cambridge  (U.  S.),  1879]. 
(387-390). 

Iliiui  et  Fitday.  —  Orbite  de  la  grande  comète  australe.  (Sgo). 

Les  orbites  calculées  par  M.  Hincl  ou  par  M.  Finlay  oirrent  une  grande  res- 
semblance avec  l'orbite  de  la  grande  comète  de  1843. 

Davidson  {G.).  —  Notes  sur  l'éclipsé  solaire  du  i  i  janvier  1880. 
(39')- 

Les  observateurs  ont  en  vain  cherché  \'ulcain. 

*  Adams.  —  Cambridge  Observations —  Observations  faites  à 
Cambindge  de  1861   à  i8(35.  T.  XXI  (i  vol.  in-4°:  Cambridge, 

1879).  (392). 

Memora]N"da  astronomiques  pour  le  mois  d'avril  1880.  (393-394). 

RÉL^Nlo^  DE  LA  Société  Astro^omiqle  de  Londres  le  9  avril  1880. 
(395-408). 

Discussion  entre  M.  Chambers  et  le  Président  sur  l'opportunité  de  soumettre 
le  Règlement  intérieur  de  la  Société  à  une  revision  générale.  Le  conseil  a  ajourne 
la  proposition;  mais  M.  Chambers  se  propose  de  la  reproduire. 

BuinJiani  (S. -11  .).  —  Notes  sur  quelques  étoiles  doubles.  (4o8- 
409). 

Kirkwood  {D.).  —  La  Cosmogonie  de  Laplace.  (409-412)- 

Ajjrès  un  examen  de  la  Cosmogonie  de  Laplace,  ^L  Kirkwood  arrive  aux  con- 
clusions suivantes  : 

i"  L'hypothèse  de  Laplace  n'explicjuc  pas  l'immense  intervalle  qui  existe  entre 
les  orbites  des  planètes. 

:i"  Dans  celte  hypothèse,  la  ))érii)de  nécessaire  à  la  formai  ion  cl'iiiir:  planèio  au 
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iiiuyeii  cl"uii  anneau  de  matière  cosmique  est  plus  longue  que  l'âge  probahie  du 
sj'Stême  solaire. 

3°  La  théorie  de  Laplace  n'explique  pas  la  Ajrmation  des  satellites. 

GledhiU  (•/•)•  —  Etoiles  doubles  à  oLsei'ver  en  mai.  (4i2-4i5). 

Denning  (JJ  .-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  mai.  (4i3- 
4i5). 

Terbv  {F.).  —  Remarques  sur  les  taches  de  Mars  et  annonce  d'un 
nouveau  Mémoire.  (4i6). 

Tj'OUK'elot  (L.).  —  Notes  sur  les  taches  brillantes  de  Vénus.  (417- 

418). 

M.  Trouvelot  annonce  une  discussion  des  observations  qu'il  a  faites  sur  Vénus 
depuis  1875. 

Cance  (J.-L.-J/.).  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (4 18). 
Airv  {G.-B.).  —  L'accélération  séculaire  de  la  Lune.  (419-420). 

*  Cornu.  —  Limite  ultra-violette  du  spectre  solaire  (Comptes 
rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences  de  Paris, 
t.  LXXXVII  et  LXXXIX).  (420-421). 

*  Draper  (//•).  —  Photographies  of....  Photographies  du  spectre 

des  étoiles  {American  Journal,  1879,  december).  (421-422). 

Gould  (B.-A.).  —  Observations  de  la  grande  comète  de  l'hénii- 
sphère  austral.  (422-428). 

Notice  nécrologique  sur  Ragoo>athv  Chaky.  (423-424). 

Ragoonatha  Chary  était  depuis  trente-six  ans  attaché,  en  qualité  d'assistant, 
à  l'Observatoire  de  -Madras;  il  laisse  un  très  grand  nombre  d'observations  méri- 
diennes. C'était  un  observateur  habile  et  un  calculateur  très  exercé.  ^ 

Holetschek  (./.)  et  Zelbr  (A.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la 
comète  I  de  1880.  (424-425). 

Memorainda  astronomiques  pour  mai  1880.  (425-420). 

Réunioiv  de  la  Société  Astrokomiqle  de  Londres  le  i  \  mai  1880. 
(427-439). 

Forhes  (G.).  —  Les  comètes  et  les  planètes  ultra-neptuniennes. 
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Si  l'on  range  les  comètes  pour  lesquelles  des  orbites  elliptiques  ont  été  cal- 
culées d'après  l'ordre  de  leurs  distances  aplièlics,  on  forme  le  Tahleuu  suivant  : 


Tableau  des  dislances  aphélies  des  comètes  elliptiques. 


Dislances 

CoDides.  apliclies. 

lincke \-,\   \ 

Pons 4,8 

18  j'},  1 â)» 

i7»3,  I -^.3 

1766,  II .5,.'> 

1819,  III 5,5 


Brorsen 5,6 

Lexell 5,-j 

i8',fi,  III 5,7 

D'Arrest 5,7 

Paye G.o 

Biela 0,2 

178.3,  1 7,8 

i8',6,  VI 9,4 

i858,  I 11,0 

1866,  I i(i,8 

186.3,  V 27,6 


Distances 

C.UDiètcs.  aphélies. 

1802,  IV 32, o    \ 

1812 33,4 

i8i5 34,0 

is'iC  IV ,34,5 

is')7,  \ 35,0 

Halley 35,4 

1860,  ni....  48,6 

il).S3 65,5 

i'S57,  IV 74,9 

i8'|5,  111 78,9 

i8',o,  IV 96.  7 

1843,  1 100,0 

i8't6,  VII....  !(.>>, 2 

1 86 1 ,  I 110,3 

1793,  Il 111,0 

1861,  II 111,2 

i855.  Il '  -  (j'î 


Distances 

Comètes 

apliclics. 

1811, 

II. 

,81,4 

1807 

285,2 

l8.58, 

VI 

3o3,8 

'7'J9 

322,8 

18^0, 

II. 

359 , 3 

1827, 

III 

377.4 

1846, 

I.. 

.388,2 

I8II, 

I.. 

420,7 

1820, 

IV 

533,6 

1822 

IV 

617,0 

iGSo. 

620,"0 

I.SÔI, 

III 

624,0 

1 -(;:•; 

7-54,3 

■849, 

m 

823,6 

i83o, 

I.. 

297,, 3 

1780, 

I.. 

0209,9 

•«14, 

II. 

1275,6 

Les  comètes  paraissent  ainsi  former  quatre  groupes  :  pour  le  premier,  la 
distance  aphélie  est  peu  supérieure  au  rayon  de  l'orbite  de  Jupiter;  pour  le 
deuxième,  les  distances  sont  aussi  peu  supérieures  au  rayon  de  l'orbite  de  Nep- 
tune. -M.  Forbes  pense  que  les  distances  aphélies  des  deux  autres  groupes  doivent 
aussi  être  peu  supérieures  aux  rayons  de  deux  planètes  ultra-neptuniennes  encore 
inconnues.  C'est  l'action  de  ces  planètes  qui  aurait  jeté  les  comètes  considérées 
dans  notre  système  solaire.  Ce  phénomène  n'a  d'ailleurs  pu  se  produire  qu'à  une 
époque  où  la  comète  et  la  planète  inconnue  se  sont  trouvées  voisines,  et  le  point 
du  maximum  de  perturbation  a  dû  devenir  l'aphélie  de  la  comète.  Les  positions 
des  périhélies  des  comètes  des  troisième  et  quatrième  groupes  sont  donc  voisines 
des  positions  occupées,  aux  dates  des  aphélieSj  par  les  planètes  troublantes;  il 
devient  alors  possible  de  déterminer  approximativement  l'orbite  de  ces  corps. 

Pour  la  première  planète  ultra-neptunienne,  la  longitude  du  nœud  ascendant 
est  de  250°  et  l'inclinaison  de  53°.  L'astre  serait  aujourd'hui  par  ii^'^o'"  d'ascen- 
sion droite  et  87°  de  distance  polaire. 

Les  comètes  du  quatrième  groupe  conduisent  à  des  résultats  moins  précis. 

Le  Mémoire  de  .M.  G.  Forbes  sera  inséré  dans  le  prochain  Volume  des 
Mémoires  de  la  Société  Royale  d'Edimbourg. 

Gledhill  (J-)-  —  Etoiles  doubles  à  observer  en  juin.  (447-448)- 

Denning  {IV. -F.)  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  juillet.  (44^- 
449)-. 

Lec/ge/-  (F.).  —  La  tache  rouge  de  .Jupiter.  (  ^\iç)-i3o). 
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11  y  aurait  un  rapport  intime  entre  la  tache  rouge  actuelle  et  celle  observée 
par  lord  Rosse  en  1873. 

Buvnliam  [S.-Jf'.).  —  Découverte  d'un  compagnon  à  6  du  Cocher. 

M  olf  (C.).  —  Note  sur  la  nébuleuse  des  Pléiades.  (45 1-452). 
Liste  de  trente-six  étoiles  nouvelles  des  Pléiades. 

Knott  (G.).  —   Note  sur  une  étoile  de  grandeur   i3,5   située  au 
voisinage  d'Alcyone.  (452-453). 

Baxendell  (•/•)•   —    Liste  de   nouvelles   étoiles  variables.    (453- 
454). 

Bredikliine  (Tli.).  —  Classification  des  queues  des  comètes.  (454- 
455). 

*  Airy  (G.-B.).   —    Tlieorv  of....  Théorie  des  erreurs  d'obser- 
vations.  3*^  édition  (i  vol.  in-S";  Londres,  1880).  (455-456). 

Notice  nécrologique  sur  C.-A.-F.  Peters.  (456). 

Ma f tin  (//•)•  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  b  de  1880 
(comète  Schaberle).  (457)- 

Memora]\da  astronomiques  pour  juin  1880.  (457-458). 

Rélmojv  de  la  Société  Astuojnomique  de  Londres  le  i'^' juillet  1880. 

(459-470). 

Discussion  entre  MM.  Pritchard,  Neison,  de  la  Rue  et  Cliristie  sur  la  valeur 
des  photographies  lunaires  faites  à  l'Observatoire  de  l'Université  d'Oxford,  au 
point  de  vue  des  mesures  propres  à  déterminer  la  grandeur  de  la  libration. 

Young  (C.-A.).  —  Mesures  du  diamètre  équatorial  et  du  diamètre 
polaire  de  Mars,  faites  à  l'Observatoire  de  Princeton  (U.-S.). 

(471-474)- 

L'aplatissement  de  Alars  =-— ■•   Les  mesures  ont  été  faites  avec  un  micro- 

2.3', 

mètre  à  fds. 

*  Boss.  —  DeclinaLion  of....  Déclinaison  des  étoiles  fixes  (i  vol. 
in-4";  Washington,  1880)  [A. -M.  Downing].  (474-479)- 

GledhiU  (J.).  —  Etoiles  doidiles  à  observer  en  juillet.  (479-480). 

Dcnning  (Ji'.-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  juillet. 
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Terhv  (F.)  —   KeiiKirqiics   sur  les   lâches  de  \  émis  cl  de  Mars. 

(48^-484). 

M.  Terby  signale  les  priiieipaux  dessins  tni  liiimenl  les  jonctions  entre  la  mer 
de  Tyelio  et  la  nier  de  l>elaiiil)re. 

Cance  (J.-L.-M.).  —  La  néhuleuse  des  Pléiades.  (484)- 

*  Airv  {G.-JJ.).  —  Report....  Rapport  sur  les  travaux  efTectués  à 
Greenwicli  en  18-9-1880.  (485-488). 

Todd  (D.-P.).   —  Observation  du  passage  de  Mercure,   faite   à 
Washington  le  6  mai  1878.  (488). 

Memouaisda  astronomiques  pour  le  mois  de  juillet.  (^489-4y<-'j- 

Smvth  (Piazzi).   —    La  spectroscopie   pratique   en   1880.  (491- 
5oo). 

Langlev  {S. -P.).  —  La  Physique  solaire  (P^  Partie),  (5oi-5o6). 

M.  Langlev  fait  l'iiistorique  des  travaux  effectués  depuis  1862  par  les  speclro- 
scopistes  et  par  MM.  Almey  et  Draper  au  moyen  des  photograpliies. 

Dennel  {F.-C).  —  Le  cratère  lunaire  Peirce  A.  (5o6-5o8). 

Ce  cratère  est  le  plus  nord  et  le  plus  petit  de  trois  cratères  situés  dans  la  partie 
ouest  de  la  mer  des  Crises;  M.  Dennet  décrit  ses  variations  d'apparence  avec  les 
Ages  de  la  Lune. 

Gledhill  {J.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  aoi\t.  (5o8-5ii). 

Denning  {W.-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  d'août.  (5ii- 
5i3). 

Abney  {TV.-J.-TF.).    —    Remarques  sur   une    photographie    du 

spectre  de  Jupiter,  par  M.  Draper.  (  5i3-5i4)- 

L'intensité  particulière  de  la  photographie  du  spectre  du  centre  du  disque 
tient  à  ce  que  la  lumière  solaire  réfléchie  par  cette  région  a  subi  une  absorption 
moindre  que  celle  réfléchie  par  les  bords,  et  non  pas  à  une  lumière  propre  émise 
par  Jupiter. 

Tehbutt  (J.).  —  Observations  d'étoiles  doubles  de  l'hémisphère 
austral.  (5i4-5i5). 

*  Pickering.  —  Armais  of....  Annales  de  l'Observatoire  d'Har- 
vard Collège.  Tome  XI  [1  vol.  in-4°;  Cambridge  (U.  S.)].  (5i5- 
5i8). 
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Peters  (C.-II.-F.).  —  Observations  sur  les  variations  d'éclat  de 
Frigga  (^JJ-  (5i8-5i()). 

Les  variations   d'érlal  ne    peuvent  être   expliquées   par   une  rotation    de    la 
planète. 

*  Dreyer  [J.-L.-E.).  —  Profiress  of. . . .  Les  progrès  de  l'Astronomie 
en  i8j9  (Proceedi/tgs  Boy.  Dublin  Soc,  1880).  (019). 

Lohse.  —  Ephémérides  pour  l'observation  de  la  tache  rouge  de 
Jupiter.  (520). 

Memoranda  astronomiques  pour  le  mois  d'août  1880.  (5y.  1-622 ). 

Smyth  (Piazzi). —  La  Spectroscopie  pratique  en  1880  (IP  Partie). 
528-529). 

Langley  {S. -P.).  —  La  Physique  solaire.  Il*-'  Partie.  (529-534). 

M.  Langley  analyse  les  travaux   de  M.  Abney  et  de  M.  Cornu  sur  le  spectre 
solaire,  dont  l'étendue  a  été  triplée  par  ces  physiciens. 

Gledhill  (./.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  septembre.  (535- 
536). 

Denning  (  TV. -F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  septembre. 
(536-539). 

A7/-A-  (E.-B.).  —  L'étoile  double  0  du  Cygne.  (539). 

Pralt  (II-).  —  Carte  du  groupe  de  t  de  la  Lyre.  (54o). 

Tebbutt  (J.).  —  Eléments  de  la  comète  I  de  1880.  (54o-54i)- 

Hickley  [J.-G.).   —   Observation  de   la  protubérance   solaire  du 
3i  juillet  1880.  (54i-54î>>)- 

Le  spectre  de  la  protubérance  était  caractérisé  par  une  ligne  brillante  com- 
prise entre  B  et  C. 

A7/A"  (F.-B.).  —  Spectre  de  l'aurore  boréale.  (542-543). 

Le  spectre  de  l'aurore  du  12  août  1880  était  formé  de  : 

1°  Une  bande  très  brillante  dans  le  jaune,  plus  réfrangible  que  D; 

2°  Une  bande  faible  et  large,  voisine  de  b  et  diffuse  du  côté  du  violet: 

3°  Une  bande  très  distincte  vers  F; 

4°  Une  ligne  très  fine  vers  G. 

Airy  (G.-B.).   —   Observations  des  Perséides,   faites  en  aoùl   à 
Greenwich.  ( 543-5 'î4). 
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I,a  propurlion  des  Perséitles  sur  les  étoiles  lilanles  sporudiciues  a    augnicnlc 
Cil  1879. 

*  Oppolzer  [Th.  von).  —  Le  milieu  planétaire  résistant  et  les 
grandes  comètes  de  i(S^,i  et  de  1880  (Astronoinischc  Nacli- 
richten,  n°^  i231  i  et  i2319).  (543-5/,;). 

*  Robinson.  —  Arma ^ h —  Catalogue  d'étoiles  d'Armagli  (i  vol. 
in-4°;  Dublin,  1880).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (548). 

*  Houzeau.  —  Uranométrie  générale  [Annales  de  V Observatoire 
de  Bruxelles,  2^  série,  t.  I).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (548). 

*  Newcomb  (S.).  —    7'/ie  récurrence Le   cyele  des   éclipses 

solaires  {Papers  for  tlte  use  of  the  American  Nautical  Al- 
manac,  t.  I).  (548-55o). 

*  Airy  {G.-B.). —  Greenwich  spectroscopic Résultat  des  obser- 

vations spectroscopiques  faites  à  Greenwich  en   i8~8  et   i8;9 
(i  vol.  in-4°;  Londres,  1880).  (55o-55i). 

Bigourdan.  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  II  de  1880. 
(552). 

Memoranda  astronomiques  pour  septembre  1880.  (553-554). 

Smrtli  [Piazzi).  —  La  Spectroscopic  pratique  en  1880.  (IlL'  Par- 
tie.) (555-564). 

Airy  (G.-B.).  —  Sur  le  voisinage  actuel  de  Jupiter  et  de  la  Ten-e 
et  sur  le  retour  d'un  semblable  phénomène.  (564-5G5). 
Une  opposition  presque  semblable  se  produira  dans  douze  ans. 

Russe  il  {H. -G.).  —  L'éclipsé  totale  de  Lune  du  22-23  juin  1880. 
(565-568). 

Burnham  [S.-TF.).  —  L'étoile  multiple  OS  496.  (568-509). 

Les  composantes  n'ont  pas  changé  de  position  depuis  les  observations  de  Struve 
en  18.5 1. 

Gledhill  [J.).  —  Etoiles  doubles  àobserveren  octobre.  (569-5-0). 

Denning  {TV. -F.).    —    Notes   sur  les   étoiles  filantes    d'octobre. 

(570-5-3). 
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Balchvinn   (J/.-L.).   —  La  visibilité  de  \énus   pendant  le  jour. 

(073-5-4). 

Vénus  a  été  vue,  à  l'œil  nu,  le  2.5  juillet  à  lo^'ao"  du  matin,  alors  que  sa 
distance  au  Soleil  n'était  que  de  3° 38'. 

Common  (A.-A.).  —  Observations  de  la  comète  de  Fave.  (ojo- 
5-6). 

La  comète  a  été  trouvée  le  2  août  avec  le  télescope  de  3  pieds. 

Richards  (  TF.-J.-B.)  et  Coopcr  (  W.-E .).  —  L'aurore  boréale 
du  l'i  août  1880.  (376-5-7). 

Konkoly  (A',  dé).  —  Les  étoiles  filantes  d'aoïit.  (577). 

Un  très  beau  bolide,  plus  brillant  que  Jupiter,  observé  le  9  août,  a  donné  un 
spectre  continu  sur  Ictjuel  se  détachaient  les  lignes  brillantes  du  sodium  et  du 
lithium. 

Knott  {G.).  —  La  coideur  de  a  de  la  Lvre.  (^7^-579). 

Gledhill  (J.).  —  Notes  sur  l'observation  de  la  couleur  des  étoiles 
et  sur  la  couleur  de  0  du  Cvgne  (57g-58o). 

liant  (G.).  —  Le  compagnon  de  Sirius  signalé  par  Smvtli.  (58o- 
58i). 

II  s'agit  d'une  petite  étoile  de  i3«  grandeur,  éloignée  de  Sirius  de  1061",  et 
dont  l'angle  de  position  est  ^8'^  environ. 

Pliimmcr  (J.-I.).  —  Les  météorites  et  le  Soleil.  (581-582). 

Burnhani  {S.-TJ.).  —  Découverte  d'un  compagnon  à  5  de  Persée. 

(582). 

La  distance  est  de  5", 60  et  l'angle  de  position  de  2;3°,6;  le  compagnon  est 
faible. 

Burnham  {S.-W.).  —  L'étoile  double  85  de  Pégase.  (582-583). 

Le  mouvement  orbital  est  rapide  et  le  mouvement  propre  considérable. 

*  Saiidc  Biikhuvzrn  (E.-F.  van  de).  —  Bepaling  van...  Déter- 
mination de  l'obliquité  de  l'écliptique  (i  vol.  in-8°;  Leyde,  1879). 
[J.-L.-E.  Dreyer].  (583). 

*  Bail.  —  Spéculations  on Hvpothèses  sur  l'origine  des  mé- 

téorites  [Proc.    of  the  R.    Irish  Academy,   1"  série,  t.  111). 
[J.-L.-E.  Dreyer].  (583-580- 


m: VUE  DlîS  rUBLICATlÇ^NS.  75 

MemouAjvoa  aslrononnqiics  pour  octobre  iHtSo.  (r)(S4-.")8()). 

Ilui>iiins{^M.-L.).  —  iMoLicc  sur  la  vie  ol  les  travaux  de  W  .  Lassell. 

(5iS--5c)o). 

AirA'ivood  {D.).    —   La  grande  comète  australe   de    icScSo.   (5c)0- 

Dissertalion  sur  ridciUité  possible  do  lu  comète  de  i8'i3  avec  la  f;i'aiidc  coinèlc 
de  188'). 

Korikoly  (yV.  de).  —  Observations  spectroscopiqucs  de  la  comète 

d'Hartwig-  (comète  d  de  i(S8o).  (;")(j2-5()4)- 

Le  spectre  est  composé  d"un  spectre  continu  traversé  jiar  quatre  bandes 
brillantes  ayant  pour  longueurs  d'onde  56io,  5492,  5i63  et  l\'6'i%.  Ces  lignes  sont 
voisines  de  celles  de  C'H^. 

Hall  (A.)  —  Les  progrès  de  l'Astronomie  (r*"  Partie).  (094-601). 

Analyse  des  progrès  apportés  à  la  Mécanique  céleste  par  Lagrange,  Laplace, 
Gauss  et  Bessel.  Observations  de  W.  et  O.  Struve  sur  les  étoiles  filantes. 

Gledhill  («/.).  —  L'étoile  h  n"  •jH,  voisine  du  trapèze  d'Orion, 
est-elle  variable?  (6oi-6o3). 

Cette  étoile,  de  grandeur  12, 5,  est  difficile  à  voir;  mais  les  observations  de  liund 
et  de  Struve  ne  prouvent  point  sa  variabilité. 

Gledhill  (/.).   —  Trois  objets  d'épreuve  pour  les  télescopes  de 

grande  ouverture.  (6o4-(io5). 

Ces  objets  sont  t]  des  Poissons,  étoile  double  dont  les  composantes  sont  à  1",  02 
de  distance,  85  Pégase  et  p  du  Scorpion,  étoiles  triples  dont  les  composantes 
voisines  sont  à  o",7. 

liant  (G.).  —  Mesures  de  certaines  paires  d'étoiles  doubles  au 
point  de  vue  de  la  mesure  des  équations  personnelles.  ((3o5- 
607). 

Gledhill  (/.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  novembre.  (607- 
608). 

Denning  {Tp^.-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  filantes  de  novembre. 
(608-609). 

Backhouse  {T.~TF.).  —  Echelle  étalon  du  spectre.  (609-610). 

L'échelle  devrait  être,  non  pas  les  longueurs  d'onde,  mais  le  nombre  de  vibra- 
lions  en  une  seconde. 
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Baxendell  {J ■)•  —  Remarques  sur  la  mesure  de  la  couleur  des 
étoiles.  (6 1 0-61 1). 

Lynn   {TP^.-T.).   —  La  division  de  l'anneau  de  Saturne.  (611- 
"^612). 

Vogel  {II. -C).  —  L'aberration  chromatique  des  objectifs.  (G12- 
6i3). 

*  Konkolv  [N.  de).  —  Annales  de  l'Observatoire  de  O'Gyalla. 

((3,3).' 

Burnhcnn  [S.-TT^.).  —  Report  of....  Rapport  de  la  Commission 
de  l'Observatoire  de  James  Lick  sur  les  observations  faites  sur 
le  mont  Hamilton  (i  br.  in-4";  Chicago,  1880).  (6i3). 

Tebhutt  (J.).  —  Visite  à  l'ancien  Observatoire  de  Paramatta.  (6i4- 
6i()). 

*  Hartwig  {■£.).  —  Uiiteisuchungen Recherches  sur  les  dia- 

mètres de  Vénus  et  de  Mars,  d'après  les  observations  faites  à 
l'héliomètre  (i    br.   in-4";  Leipzig,   1879).   [J.-L.-E.   Dreyer]. 

(616-618). 

*  Buniliam  [S.-TV.).  —  Double  stars Observations  d'étoiles 

doubles,  faites  avec  l'équatorial  de  i8p,5  de  Chicago  en  18'j'y- 
1878  {Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society,  t.  XLIV). 
[J.^.-E.  Dreyer].  (618-630). 

La  comète  de  Hartwig  (IV  de  1880).  (6y.o-62i). 

Le  spectre  de  la  comète  est  formé  de  trois  bandes  de  l'hydrogène  carboné. 
Suivant  M.  \\'inneck.e,  la  comète  est  identique  à  celle  de  i5o(). 

Observatoire  de  Halsted,  à  Princeton  Collège  (New-Jersey).  (623). 
Le  professeur  Young  a  acquis  pour  lui  un  objectif  de  2.3  pouces  par  Clark. 

Bigourdan  {G.).  —  Éphéméride  de  la  comète  de  Schaberle  {h  de 

1880).  (623) 

Meyer  [M. -TV.).  —  Eléments  et  éphéméride  de  la  comète  d'Hart- 
vvig(f/de  1880).  (623). 

jMemouajnda  aslronomi([ues  pour  le  mois  de  novembre  1880.  (623- 
626  V 
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IliU'MoiN  DE  L.v  Société  Astuojvomique  de  Londres  le  12  novembre 
1880.  (027-63;). 

Pratt  (II.)  et  Gledhill  (/.).  —  Le  groupe  de  ï  de  la  Lvre.  (63;- 
64o). 
La  Noie  contient  une  Carte  très  détaillée  de  ce  groupe  d'étoiles. 

Ilall  (A.). —  Les  progrès  de  l'Astronomie.  (Il''  Partie).  (64o-645)- 
Yoiins[  {C.-A.).  —  Le  spectre  de  la  comète  de  llartwig.  {C^f\^^- 

64:). 

Le  spectre  de  la  comète  est  formé  des  trois  bandes  ordinaires,  très  voisines  de 
celles  de  l'hydrogène  carboné. 

Pratt  (H.).—  L'étoile  variable  //  n°  78  du  Trapèze  d'Orion.  (647- 
648). 

Gledhill  (J.).  —  Étoiles  doubles  à  observer  en  décembre.  (648- 
649). 

Denning  (  JV.-F.).  —  Notes  sur  les  étoiles  doubles  de  décembre. 

(649-65i). 

Dennet  {F.-C).  —  L'hémisphère  nord  de  Jupiter.  (6o2-654)- 
Un  grand  nombre  de  taches  sont  visibles  sur  la  planète. 

Denning-  [TT'.-F.).  —  Les  taches  de  Jupiter  en  novembre  1880. 
(654-6o5). 

Dans  la  bande  équatoriale  nord,  il  y  a  une  tache  blanche  à  mouvement  propre 
rapide  qui  marche  vers  la  tache  rouge. 

Peters  [C.-H.-F.).  — •  La  planète  intra-mercurielle.  (656). 

*  Ainvers.  —  Fundamcntal  Catalogue. .. .  Catalogue  fonda- 
mental d'étoiles  pour  l'observation  des  zones  de  l'hémisphère 
nord  (i  vol.  in-4";  Leipzig,  1880).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (657-658). 

*  Houzeau  {J.-C .).  —  Répertoire  des  constantes  de  l'Astronomie 
(i  vol.  in-4°;  Bruxelles,  1879).  [J.-L.-E.  Dreyer].  (609). 

L'Obser^'atoire  de  Cork.  —  Description  abrégée  du  nouvel  Ob- 
servatoire du  Collège  Roval  de  Cork.  (659). 

*  Bail.  —  Diinsink  observations Observations  laites  à  l'Ob- 
servatoire de  Dunsink  eu  1871-1872  (  lïl''  Partie)  (i  vol.  in-^°; 
Dul)lin,  187,)-).  [J.-L.-E.  Dreyer]. 
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*  Oppolzer  {Th.  ?'.).  —  Lehrbiich —  Traité  du  calcul  des  oi])ites 

(III*' Partie)  (i  vol.  in-8°;  Leipzig,   1879).    [J.-L.-E.  Dreyer]. 

(660). 

*  Pritchard.  —  Annual  Report —  Ra|3port  annuel  sur  les  travaux 
de  l'Observatoire  d'Oxford  (i  br.  in-8";  Oxford,  1880). 

Zclbr  (A.)  et  Hepperger  (J.)-    —   Eléments  de  la  comète  e  de 
1880  (comète  de  Swift).  (662-663). 

La  comète  est  identique  avec  la  comète  III  de  1869;  la  période  est  donc  de  onze 
ans  environ. 

TFinnecke.  —  La  comète  d  àe  1880  (comète  de  Hartwig).  (663). 

La  comète  est  identique  avec  celles  de  i382,  l'n'i,    i5oG  et  i56g;   sa   période 
serait  ainsi  de  soixante-deux  ans  un  tiers. 

Memouanda  astronomiques  pour  le  mois  de  décembre  1880.  (663- 
666).  G.  R. 


.VRCHIV  FOR  Mathematik  og  Naturvidenskab.  Ud?ivet  af  Sophus  Lie,  Worm 
McLLEU  og  G.-O.  Sars.  Krisliania  (•). 

Tome  ni;  1879. 

Sexe  (S. -A.).  —   Comment    on  évite  les  quantités  imaginaires. 

(145-166). 

L'auteur  remplace  ropération  impossible  de  rexlracliou  de  la  racine  carrée 
d'une  quantité  négative  —  k^  par  l'opération,  toujours  possible,  de  la  décompo- 
sition de  la  quantité  rr  A'  en  deux  facteurs,  -\-  k  cl  ~:  k,  de  même  valeur  numé- 
rique. Il  parvient  par  ce  moyen  à  établir,  sans  le  secours  des  imaginaires,  plu- 
sieurs propositions  que  l'on  démontre  d'habitude  à  l'aide  de  ces  symboles. 

Lie  (S.).  — Théorie  des  groupes  de  transformations. \  .  (232-261 5 

ail.). 

Dans  un  travail  précédent,  l'auteur  a  déterminé,  par  des  calculs  assez  com- 
pliqués, tous  les  groupes  de  transformations  de  contact  d'un  plan.  Dans  le 
présent  Mémoire,  cette  détermination  est  effectuée  d'une  manière  beaucoup  plus 
simple.  On  trouve  qu'il  n'existe  que  trois  groupes  de  transformations  de  contact 
qui  ne  peuvent,  par  aucun  choix  possible  de  coordonnées,  être  ramenés  à  des 
groupes  de  transformations  de  points. 


(')  Voir  Dullctin,  HI..   i85. 
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Lie  (S.).  —  DéltMiiiiiialioii  di'  (oiites  les  surfaces  intégrales  algé- 
briques   de  l'équation    tlidérentielle  .v  =  o    inscrites  dans    une 
développable  algébrique.  (334-344?  ail.). 
Les  surfaces  intégrales  de  l'équation  a-  =  o  ont  des  é(iualions  de  la  forme 

(>)  c=  F(x)-i-ft>0-)- 

rmir  ([u'uno  telle  surfare  coiitiemie  une  eourbe  donnée  {x,x,  z),  et  qu'elle  ait  le 
lonj;  de  cette  courbe  des  plans  tangents  ilonnés,  dont  les  coeffii-ients  de  direction 
soient  X,  V,  Z,  elle  deva  être  représentée  par  l'équation 


(2) 


-  fl/^''-  l\''' 


X  et  Y  étant  considérées,  après  linté^ration,  comme  variables  indépendantes. 
Si  x,y,  z,  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  algébriques  données  d'une  variable  auxi- 
liaire, la  surface  (2)  sera  généralement  transcendante;  ce  qui  veut  dire  que  la 
surface  (i)  qui  louche  une  développable  donnée  suivant  une  courbe  algébrique 
choisie  arbitrairement  est  en  général  transcendante.  Dans  le  présent  travail, 
l'auteur  fait  voir  qu'il  est  toujours  possible  d'inscrire  dans  une  développable 
algébrique  quelconque  ac  °°  surfaces  algébriques  (i),  et  en  même  temps  que  toutes 
ces  surfaces  sont  déterminées  par  une  construction  remarquable.  Des  théorèmes 
semblables  ont  lieu  toutes  les  fois  qu'il  s'agit,  en  général,  d'une  équation  quel- 
conque aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  dont  les  surfaces  intégrales  sont 
représentées  par  des  équations  de  la  forme 

x  =  Xt  +  \^■z,     >-  =  B<-^B,T.     z  =  (Zt  +  C^x. 

Cette  classe  comprend  entre  autres  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
minima. 

Lie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des   surfaces  de  courbure   constante. 
(I,  345-354;  II,  355-366;  ail.). 

Pour  déterminer  les  sections  principales  et  les  lignes  de  courbure  d'une  surface 
quelconque  de  courbure  conslante.  l'auteur  présente  d'abord  les  considérations 
suivantes  : 

Soit  proposé  d'intégrer  les  trois  écjuations  aux  dilïércnliellcs  ordinaires  du 
premier  ordre 

(  i)  ^1  ^0'  ~  ^1  f^-^  =  '^'     ^i  '"'.''  ~  Vjc/j;  =  o,     Xj  dy  —  Y3  dx  =  o, 

dont  les  inlégrales,  inidnnu(^s  d'ailleurs,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Alors  nos  équations  admettront  des  nuiltiplicateurs  eulériens  ^I,,  M.,  M^,  satis- 
faisant à  une  relation  de  la  forme 

M,(X,fZr  —  \\dx)  -i-  M,(X,(/>-  —  \,dx)  -f-  },l.,{\,dy  —  \\dx)  =  o. 

De  là  résulte  que  l'on  a 

,    ,  !\I,X,-4-M.X,  _  M,Y^M-Ma.  _ 
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ou 

9  désignant  une  fonction  connue  de  x  et  de  y.  Portons  cette  valeur  dans  réquali()n 

cl\o^y\.  fZ!o?;M,_       rfXj       rfV, 

'  '■      dx  '      dy      ~       dx        dy 

ce  qui  conduit  à  la  relation 

d  log  M,  _^       rflogM,  _  _  rfX^  _  rfV,  _  ^  r/log-j  _  ^,  (Hogy  ^ 
-      (Zr        '      ■      dy       ^       dx        dy       '  '^     dx  '     dy 

à  laquelle  nous  joindrons  l'équation  connue 

rflog:\[|    ,    ^-   r/lngM|  ^       rf\|       f/V, 

Nous  obtenons  ainsi  d'abord  M,  par  une  quadrature,  puis  M.  et  M,  au  moyen 
de  (2)  et  de  (3).  L'intégration  de  l'équation  (i)  n'exige  donc  que  deux  quadra- 
tures consécutives. 

Mais  on  sait  maintenant  que  les  équations  finies  des  sections  principales  et  des 
lignes  de  courbure  d'une  surface  quelconque  de  courbure  constante  peuvent  se 
ramener  à  la  forme 

u  =  const.,     V  =  const.,     u±  v  =  const. 

Par  suite,  la  détermination  de  ces  courbes  n'exige  que  deux  quadratures  succes- 
sives, dont  l'une  peut  même  être  évitée. 

Sur  les  surfaces  de  courbure  moyenne  constante,  les  lignes  de  courbure  sont 
des  courbes  isothermes.  En  conséquence,  sur  ces  surfaces,  les  lignes  de  courbure, 
ainsi  que  les  lignes  géodésiques  dont  la  longueur  est  égale  à  zéro,  sont  détermi- 
nées par  une  quadrature.  Cette  intégration  se  rattache  d'ailleurs  de  la  manière 
la  plus  étroite  avec  celle  que  nous  avons  effectuée  tout  à  l'heure.  En  effet,  par  un 
déplacement  convenable,  une  surface  de  courbure  moyenne  constante  se  change 
en  une  surface  de  courbure  constante,  et  en  même  temps  les  lignes  de  courbure 
deviennent  des  lignes  de  courbure;  les  lignes  géodésiques  de  longueur  nulle  de- 
viennent des  sections  principales. 

Cette  théorie,  développée  dans  la  première  Note,  nous  paraît  être  nouvelle, 
tandis  que  les  théorèmes  de  la  seconde  Note  ont  été  déjà  donnés  par  Dini  ('). 

Lie  (S.).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  surfaces  minima.  (477- 
5o6;  alL). 

Si  l'on  applique  à  une  surface  minimum  un  mouvement  ou  une  transformation 
de  similitude  quelconque,  la  surface  transformée  est  encore  une  surface  mini- 
mum. L'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  minima  est,  par  conséquent, 
transformée  en  elle-même  par  les  tranformations  appelées  tout  à  l'heure  trans- 
formations x  '  fois  linéaires.  Les  seules  équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  qui   admettent  toutes  ces  transformations  sont  évidemment  celles 


(')  Anna/i  di  .}fatem..  2'=  série,  t.  IV.  p.  i-;\-?.o(i. 
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dont  les  surfines  iiilégralcs  sont  caraclérisées  par  celle  proprirlé  (lue  leurs  layous 
de  courbure  sont  dans  un  rapport  constant. 

Si  l'on  demande  toutes  les  surfaces  niiuiina  (|ui,  par  un  nuiMhre  x  '  ou  plus 
grand  encore  de  transformations  linéaires,  sont  transformées  de  nouveau  en  des 
surfaces  minima,  on  trouve,  comme  l'auteur  l'a  déjà  indiqué  en  1870,  la  seule 
surface  minimum  découverte  pour  la  première  fois  par  Scherk, 

e-^  cos(px  —  rz)  -i-  cos{çiX  -^  rz)  =  o, 

avec  ses  dégénérescences,  parmi  lesquelles  se  trouve  l'hélicoïde  à  génératrice 
rectiligne. 

On  est  conduit  à  cette  surface  minimum  en  cherchant  toutes  les  surfaces  mi- 
nima engendrées  par  le  mouvement  de  translation  d'une  courbe  dont  la  longueur 
d'arc  est  difTérente  de  zéi'o.  La  surface  de  Scherk  peut  être  engendrée  d'une  in- 
finité de  manières  par  le  mouvement  de  translation  d'une  courbe,  et,  en  parti- 
culier, de  six  manières  difTérentes  par  le  mouvement  de  translation  (rune  rourbe 
plane. 

Lie  (S.).  —  Sur  les   surfaces  dont  les  rayons   de  eourbure  ont 
entre  eux  une  relation.  (  5oj-5i2  ;  ail.  ). 

\o'\r  Bulletin,  \W,  p.  3()0-3o'j. 

Tome  \';    1880. 

Lie  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  courbure  constante. 
III.  (082-306;  ail.). 

Combinons  les  quatre  équations 

\  p  ix  —  x^)  --  q  (y— y,)  —  (-— ^,)   =0, 
J  pjx  —  x^)  -T-  //,  (y  —  r^)^{z  —  z,)   =  o, 
PP,  "  V'/i  ^  •  =  o 
avec  les  équations 

(^)  --=/(^,r),   />  =  /-'    7  =  ^-; 

concevons  qu'entre  ces  équations  on  ait  éliminé  x,y,  z,  p,  q  et  que  l'on  se  pro- 
pose de  déterminer,  au  moyen  des  deux  équations  résultantes,  les  quantités  p^ 
et  q^  en  fonction  de  x^,  y,,  z^,  de  telle  manière  que  l'équation 

(3  )  dz,  —  />,  dx^  —  <7|  d^■^  =  o 

soit  inlégrable.  On  trouve  que,  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  z  =/ satisfasse 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

et  que,  par  suite,  la  surface  z  =/ait  une  courbure  constante.  Les  surfaces,  en 
L'ull.  des  Sciences  math.  ■>"  Série,  t.  V.  (IMai   iSSi.)  R  -b 
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obtenues  par  rintégration  de  (3),  ont  alors  aussi  une  courbure  constante. 
D"après  Blanchi,  Tintégration  de  (3)  peut  toujours  s'effectuer  par  une  quadra- 
ture, lorsque  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  de  courbure  constante  propo- 
sée ^=y"ont  été  déterminées,  et,  suivant  une  remarque  de  l'auteur,  on  peut 
ensuite  obtenir  également  par  une  quadrature  les  lignes  géodésiques  des  surfaces 
-,  =  /,(-^„y„  «)•  En  conséquence,  la  transformation  (i)  peut  être  appliquée  de 
nouveau  aux  surfaces  -,  =/,  (j?,,  j-,,  a),  ce  qui  donne  =o  "  surfaces  de  courbure 
constante  -,  =/î(^i)  J'»»  «>  b),  et  ainsi  de  suite. 

Ici  se  pose  l'intéressante  question  de  savoir  combien  de  surfaces  de  courljure 
constante  d ijf ère ntes  pourront,  de  celte  manière,  être  déduites  d'une  seule  surface 
de  cette  espèce  z  =  /  ea  répétant  à  l'infini  la  transformation  (i). 

Par  des  calculs  assez  longs,  on  démontre  que  l'ensemble  des  surfaces  dérivées 
ne  satisfait  jamais  à  aucune  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier,  du 
deuxième,  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre,  autre  cjue  l'équation  (4). 

Geelinuyden  {H.).  —  Le  mouvement  conique  du  pendule.  (Soj- 

327). 

I/aulcur  développe  la  théorie  du  pendule  conique,  cl  indique  pour  les  formules 
trouvées  un  mode  convenable  de  calcul  numérique. 

Lie  (S.).  —  Sur  la   théorie  des  suriaces  de  courbure  constante. 

IV.  (328-308;  ail.). 

Ce  Mémoire  donne  la  solution  du  difficile  problème  posé  dans  le  travail  pré- 
cédent. L'auteur  démontre  que  l'ensemble  des  surfaces  déterminées  par  des 
quadratures  successives  ne  satisfait  à  aucune  autre  équation  aux  dérivées  par- 
tielles que  l'équation  obtenue 

a'- 

L'ensemble  des  surfaces  dérivées  F  forme  donc  ce  qu'Ampère  et  ses  successeurs, 
par  exemple  Imschenetsky,  ont  appelé  une  intégrale  générale  de  l'éiiuatiou  (i).  Il 
faut  toutefois  remarquer  ici  que  cette  définition  n'est  pas  exacte.  En  effet,  pre- 
nons, par  exemple,  toutes  les  surfaces  de  courbure  constante  inscrites  à  une 
même  développable.  L'ensemble  de  ces  surfaces  ne  satisfera  alors  à  aucune  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  autre  que  (i),  et  par  suite,  d'après  la  définition  en 
question,  elles  formeront  une  intégrale  générale.  INIais  il  est  évident  qu'il  existe 
des  surfaces  de  courbure  constante  qui  ne  sont  ni  des  surfaces  inscrites  dans  la 
développable  considérée  ni  des  intégrales  singulières  de  (i). 

Ce  Mémoire  montre  donc  comment,  étant  donnée  une  surface  de  courbure 
constante  dont  les  lignes  géodésiques  sont  connues,  on  peut  en  déduire, /7ar  des 
quadratures  successives,  un  nombre  00"  d'autres  surfaces  de  même  nature.  Sur 
toutes  ces  surfaces  on  saura  déterminer  non  seulement  les  lignes  de  courbure  et 
les  sections  principales,  mais  encore  les  lignes  géodésiques. 

En  combinant  ces  résultats  avec  les  théories  connues,  on  reconnaît,  entre 
autres  conséquences,  que,  par  des  quadratures  successives,  on  peut  déterminer  y~  * 
surfaces  de  courbure  moyenne  constante,  et,  pareillement,  oc  "  surfaces  dont  les 
ravons  de  courbure  ont  une  diffi'-rence  constante. 
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Lie  (S.).  —  Sur  la  tlu'oric  des  siirlaccs  de  courbure  conslanlc.  V. 

(358-'38i). 

l'mir  cliorclier  si  rc(|iialiiiii 

a'' 

pi'iit  s'ialci;ror  par  la  hellc  iiuHliodo  d'in;('i;ration  de  M.  Darl)nu\,  il  l'aiil  se  de- 
inaiuler  s'il  existe  des  équations  aux  dérivées  partielles  qui  aient  oo°°  surfaces 
intégrales  communes  avec  l'équation  (i).  Depuis  longtemps  on  connait  deux 
é([uali()us  de  cette  nature  :  d'alxird  l'équation 

i-rjr-hq-=  o, 

et  en  second  lieu  l'équation  du  second  ordre  considérée  par  Monge  et  par  J.-A. 
Serret,  et  dont  les  surfaces  intégrales  sont  des  surfaces  réglées,  contenant  le 
cercle  de  la  sphère.  L'auteur  démontre,  par  des  calculs  assez  compliqués,  qu'il 
n'existe  pas  d'autre  équation  aux  dérivées  partielles  ayant  ce"  surfaces  inté- 
grales communes  avec  (i). 

Ainsi  l'équation  (i)  ne  peut  s'intégrer  parla  méthode  de  .M.  Darboux,  d'où  il 
résulte  dès  lors  que  l'intégrale  de  l'équation  (')  n'appartient  pas  à  la  première 
classe  d'Ampère. 

S.  L. 


COMPTES  RENDUS  hebdoai.vdaiues  des  séances  de  l'Académie  desSciences('). 

Tome  XCII;   1881. 

N"  1  ,   3  jaiiyier. 

Faye.  —  Recherches  de  M.  Fournier  sur  la  baisse  du  baro- 
mètre dans  les  cyclones.  (22). 

BaiUaud.  —  Sur  les  observations  des  satellites  de  Jupiter  faites 
à  rObservatoire  de  Toulouse.  (25). 

Rouget  {€.).  —  Sur  un  procédé  d'observation  astronomique  à 
l'usage  des  voyageurs,  les  dispensant  de  la  mesure  des  angles 
pour  la  détermination  de  la  latitude  et  du  temps  sidéral.  (2-). 

Darhoux  (G.).  —  Détermination  des  lignes  de  courbure  de  toutes 
les  surfaces  de  quatrième  classe,  corrélatives  des  cvclides  qui 
ont  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  double.  (29). 

(')  Voir  Bulletin.  TV,,  i3. 
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11  résulte  Cacileiiient  de  propositions  établies  par  l'auteur  dans  son  Ouvrage  Sur 
une  classe  remarquable  de  courbes  et  de  surf  aces  algébriques  qu'on  peut  effec- 
tuer cette  détermination.  Il  montre  ici  comment  on  y  arrive  par  le  calcul  :  l'équa- 
lion  tangentielle  d'une  telle  surface  étant  mise  sous  la  forme 

(p  +  3  )^  =  au°  -f-  bv-  -f-  civ*  +  2  a'u  —  2  b'v  -\-  a  c'  tv, 

où  l'on  suppose 

cl    <lll 

u  X  -T-  vy  -7-  (1"  ^  -T-  yj  =  o 

est  l'équation  f^i'Héralc  d'un  plan,  i'équalion  (inic  des  lignes  de  coniliure  peut 
s'écrire 

^  aji"^ -'-  j  a'  Il  _  '^      (<i  V  —  b'  uY 

^^       a  --  A  ^i  (  a  -1-  \)  (b  ~r-A)^ 

A  étant  une  constante  arbitraire;  rattachant  ensuite  ces  résultats  à  ceux  qu'a  ob- 
tenus M.  Laguerre  (Journal  de  Mathématiques,  3°  série,  t.  II,  p.  lî^h),  M.  Dar- 
bou.v  énonce  le  théorème  suivant  : 

«  La  surface  de  quatrième  classe  corrélative  de  la  surface  à  conique  double 
et  ayant  le  cercle  de  l'infini  comme  ligne  double  peut  être  considérée  de  quatre 
manières  différentes  comme  une  anticaustique  par  réfraction  relative  à  des 
rav'ons  parallèles  tombant  sur  une  surface  du  second  degré.  Les  surfaces  du  se- 
cond degré  correspondant  aux  quatre  modes  de  génération  sont  homofocales; 
elles  passent  par  les  quatre  coniques  doubles  de  la  surface  de  c{uatrième  classe, 
et,  dans  chaque  classe  de  génération,  les  rayons  lumineux  sont  normaux  au  plan 
de  la  conique  double  correspondante. 

La  surface  de  quatrième  classe  qui  vient  d'être  définie  peut  être  considérée 
de  quatre  manières  différentes  comme  l'enveloppe  des  sphères  ayant  leur  centre 
sur  une  surface  du  second  degré  et  coupant  un  plan  fixe  sous  un  angle  con- 
stant. 

Baille.  —  Mesure  de  la  iorce  électromotrice  des  piles.  (39.). 

Goiff.   —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière,  réponse  à  M.  Cornu.  (34)- 

Crova.  —  Etude  sur  les  spectromèlres.  (36). 

Dunand.  — -  Sur  un  procédé  pour  faire  reproduire  la  parole  aux 
condensateurs  électriques  et  en  particulier  au  condensateur 
chantant.  (3j). 

i>"  2;    10  janvier. 

Cornu  (^•)-  —  Sur  les  conditions  relatives  à  l'expression  théo- 
rique de  la  vitesse  de  la  lumière.  (02). 

Appcll. —  Sur  une  classe  d'équations  difTérentielles  linéaires  dont 
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les  coelficieiils  soiil  des  (oiuliuiis  ;ili;('lji'inues  de  la  viiriajjle  iii- 
dt'peiulanlc.  (  (n), 

t;(ini]j|t-in(MU  à  la  Note  du  i3  dércmln-e  iS8o;  les  conclusions  de  celte  Note  s'é- 
tendent, sous  cciiaincs  conditions,  aux  cas  où  les  coeflicienls  de  l'équation  dif- 
férentielle devienuent  infinis  pour  les  points  criti(]ues  de  la  fonction  algé- 
brique. 

Rouget  {€.).  —  Sur  1111  procédé  d'observalion  astronomique  à 
l'usage  des  voyageurs,  les  dispensant  de  la  mesure  des  angles 
pour  la  déterininallon  de  la  longitude,  (ô'q). 

Lagnevre.  —  Sur  la   transformation  par  directions  réciproques. 

170- 

Une  surface  S  étant  donnée  partage  l'espace  eu  deux  régions,  et  l'on  peut 
fixer  arbitrairement  celle  de  ces  régions  que  l'on  regarde  comme  extérieure  à  la 
surface;  .M.  Laguerre  désigne  sous  le  nom  de  semi-surface  une  surface  ainsi  dé- 
finie. Pour  que  deux  surfaces  soient  tangentes  en  un  point,  il  ne  suffit  pas  qu'elles 
aient  même  plan  tangent,  il  faut  encore  que  les  régions  extérieures  se  correspon- 
dent. A  un  plan,  à  une  sphère,  correspondent  deux  demi-plans  opposés,  deux 
demi-sphères  opposées;  mais  si  l'on  a  affaire  à  une  surface  algébrique  quel- 
conque pour  laquelle  on  a  fixé  arbitrairement  la  région  extérieure,  la  semi-sur- 
face ainsi  obtenue  ne  forme  généralement  un  être  géométrique  que  si  on  lui 
adjoint  la  semi-surface  opposée;  elle  doit  être  considérée  comme  une  semi-sur- 
face composée  de  deux  feuillets  superposés  et  opposés  entre  eux,  qui  formeraient 
les  deux  nappes  de  l'enveloppe  d'une  sphère  de  rayon  infiniment  petit  dont  le 
centre  décrit  la  surface.  Une  quadrique,  par  exemple,  doit  être  regardée  comme 
une  semi-quadrique  de  quatrième  classe.  Ceci  posé,  la  transformation  par  direc- 
tions réciproques  est  certainement  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

Deux  semi-plans  réciproques  se  coupent  sur  un  plau  fixe  dit  fondamental; 
deux  couples  de  semi-plans  réciproques  forment  un  système  de  quatre  semi- 
plans  tangents  à  un  semi-cône  de  révolution.  La  transformation  est  déterminée 
(]iiand  on  se  donne  le  plan  fondamental  et  deux  semi-plans  réciproques. 

Les  lignes  de  courbure  d'une  semi-surface  se  conservent  dans  cette  transfor- 
mation. 

La  transformée  d'une  semi-surface  S  est  une  anliiaustiiiue.  .Si,  en  effet,  de 
chaque  point  .M  de  S  on  abaisse  une  perpendiculaire  ^11^  sur  le  plan  fonda- 
mental et  qu'on  prenne  sur  MP  un  point  M' tel  que  ^rjzj  soit  constant,  le  point  M' 

décrit  une  surface  S';  si,  l'indice  de  réfraction  étant  convenablement  choisi,  les 
rayons  perpendiculaires  au  plau  fondamental  se  réfractent  sur  S',  la  réciproque 
de  S  est  une  des  catacaustiques  de  S',  et  l'on  obtiendra  toutes  ces  catacaustiques 
en  déplaçant  le  plan  fondamental  parallèlement  à  lui-même. 

Ainsi,  on  saura  déterminer  les  ligues  de  courbure  des  anticausti(iucs  de  S'  si 
l'on  sait  les  déterminer  pour  la  semi-surface  S;  en  particulier,  on  peut  ob'.enir 
les  lignes  de  courbure  des  anticaustiques  des  surfaces  de  second  ordre. 

AL  Laguerre  rapproche  ces  résultats  île  ceux  qnr  M.  Darbuux  avait  précé- 
di'ininriil   i";iiniiiiiii[ui'>. 
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Croullehois.  —  Sur  la  grandeur  et  les  variations  des  images  de 
Purkinje.  (73). 

Arsonval  [D'').  —  Thermo-régulateur  pour  les   hautes  tempéra- 
tures. (76). 

N"  3-,  17  janvier. 

Bigouidan .   —    Observations   de    la   comète   yiSSo   (Pechuie), 
faites  à  rCWiservatoire  de  Paris,  (i  17). 

Darhoux  {G.).  —    Sur  le   déplacement   d'une  figure   invariable. 

(118). 

Considérons  un  cylindre  de  révolution  (c);  il  est  clair  qu'on  peut  le  faire 
rouler  intérieurement  sur  un  cylindre  de  révolution  (c')  de  rayon  double,  tout 
en  le  faisant  glisser  d'une  quantité  quelconque  parallèlement  aux  génératrices 
reclilig.ncs  de  (c');  si  l'on  assujettit  un  point  de  (c)  à  décrire  une  droite,  qui 
rencontrera  nécessairement  Taxe  du  cylindre  (c'),  le  mouvement  du  cylindre  (c) 
sera  complètement  défini  et  tout  [loint  invarialjlcment  lié  à  ce  cylindre  décrira 
une  conique. 

Ce  mouvement  (en  excluant  le  cas  d'un  déplacement  parallèle  à  un  plan  fixe) 
est  le  seul  dans  lequel  tous  les  points  de  la  figure  mobile  puissent  décrire  des 
courbes  planes. 

Il  n'existe  pas  dans  l'espace  de  mouvement  dans  lequel  tous  les  points  de  la 
figure  mobile  décrivent  des  surfaces  du  second  degré,  mais  il  existe  un  mouve- 
ment dans  lequel  ils  décrivent  tous  des  surfaces  de  Steiner.  Dix  points  particu- 
liers de  la  figure  nioliile  décrivent  des  plans.  Dans  des  cas  particuliers,  il  peut 
arriver  que  les  points  d'une  droite,  ou  même  les  points  de  deux  droites  décrivent 
des  ellipsoïdes  :  dans  ce  dernier  cas,  il  existe  un  tétraèdre  ayant  au  plus  deux 
arêtes  réelles,  tel  que  tout  point,  en  dehors  des  faces,  décrit  une  surface  de 
Steiner;  tout  point  sur  une  face  en  dehors  des  arêtes  décrit  une  surface  ré- 
glée du  troisième  ordre.  Tout  ])()iiit  sur  une  arête  décrit  une  surface  du  second 
ordre  ou  un  plan. 

André  (D-)-  —  Intégration  sous  forme  finie  d'une  nouvelle  espèce 
d'équations  dilférentielles  linéaires  à  coefficients  variables.  (121). 

Soient  Y  une  fonction  de  la  seule  variable  x,  soient  ¥„,  Y'^',  Y'^',  ...  les  valeurs 
pour  X  ^=  o  de  cette  fonction  et  de  ses  dérivées  successives,  n  un  entier  quel- 
conque non  négatif,  p  un  nombre  non  entier;  soit  enfin  f{n)  un  polynôme 
quelconque,  entier  par  rapport  à  n  et  à  des  exponentielles  de  la  forme  a". 

Posant 

^"  ^"^  "  /M./>  +  i)...(/^  +  /i-i)  /(TT)' 

les  équations  intégrées  par  l'auteur  sont  celles  qui,  par  une  suite  de  diiïérenlia- 
tions,  conduisent,  pour  x  =  o,  k  une  équation  de  la  forme 

\ „ F ( /, )  Y ' ;;'  -h  A ,  F ( /?  -  . )  V  f- "+...  +  A, F (/»-/.  )  Yl,''-^'  =  o, 
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siil)sisliml  |iiiiir  loiUcs   les  valeurs  ilc  it  suiir'iiciii'es  à   un  tulici'   (Iclrraiiiii'  vV  les 
(•iiL'llicii'iils  A  L'L  riiirlii'(>  /,   ('•lanL  iii(li'|icn(l;uils  de  i}. 

L'inli'ijrulc  so  cniii|M)S('  niiiiiiiciiiciil  de  iKncliniis  al;;(''l)i'i(iU('S  ralioniirllcs  oL 
d'cxprcssinns  ircalioniicllcs  de  la  l'orme  (i  — dX)". 

MdllticK  (A\).  —  Sur  la  ihéorie  des  plaques  vibrantes.  (r43). 

I,"aul('Uf  coiilirini"  les  iv'sullals  do  M.  KircliliofT,  qu'il  a\ait  autrcfoLs  critiqués. 

Melon  {A.).  —   Sur  les   combinaisons    complètes  :    nombre   des 
cond)inaisons  complèles  de  m  leltres  ji  à  //.  (ia5). 

Tholloii.  —    iMinimuiii    du    j)oi]voir   de   résolution   d'un    prisme. 

(128). 

Mercadier.  —  Sur  la  production  de  signaux  intermittents  à  l'aide 
de  la  lumière  électrique.  (i3i). 

N°  4-,  Vi  janvier. 

Tisserand {P\).  —  Sur  le  développement  périodique  d'une  (onc- 
tion quelconque  des  rayons  vecteurs  de  deux  planètes.  (i34)- 

L'auteur  a  donné  précédemment  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  XCI,  p.  897)  le  développement,  suivant  les  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'anomalie  moyenne,  d'une  fonction  quelconque  du  rayon  vecteur  /• 
d'une  planète  :  il  donne  maintenant  l'expression  explicite  du  développement  de 
/(/•,/■'),  /■  et  /■'  étant  les  rayons  vecteurs  de  deux  planètes,  quand  on  y  remplace 
/•  et  /■'  par  leurs  développements  périodiques,  tels  qu'ils  résultent  du  mouvement 
elliptique. 

Resal.  —  Sur  la  théorie  de  la  chaleur,  (ijy). 

Bigoindan .  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  /' 1880  (Pe- 
chiile).  (17a). 

Draper  i^H.).  —  Présentation   d'une   épreuve  photographique  de 
la  nébuleuse  d'Orion.  (173). 

Pépin.  —  Sur  les  diviseurs  de  certaines  fonctions  homogènes  du 
troisième  ordre  à  deux  variables.  {\-'i). 

Le  P.  Pépin  donne  des  types  de  formes  cubiques  binaires  pour  lesquelles  les 
diviseurs  se  distinguent  des  non-diviseurs  par  leurs  formes  linéaires  :  ces  formes 
cubiques  sont  des  fonctions  linéaires  des  deux  formes  plus  simples 

X  =  x{x'^ —  9J'^)>     ^  =  .}'(x'  —  y')- 

Casorati.  —  Sur  la  distinction  des  intégrales   des  équations  dif- 
férentielles linéaires  en  sous-groupes. 
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Cette  distinction  a  été  faite  pour  la  pn-iiiiére  luis  par  M.  Hamburger  {Jour- 
nal de  Borchardt,  t.  LXXVI),  en  appliquant  un  procédé  dû  à  M.  Jordan. 
M.  Stickelberger  vient  de  reprendre  la  même  question  d'une  autre  manière,  en 
se  fondant  sur  une  formule  due  à  M.  Weierstrass  {Monatsberichte  der  Ber- 
liner  AUademie,  1868),  relative  aux  diviseurs  du  déterminant  qui  constitue  le 
premier  membre  de  l'équation  fondamentale  de  M.  Fuchs  et  des  mineurs  de  ce 
déterminant:  dans  cette  Communication  et  dans  une  Communication  posté- 
rieure, M.  Casorati  montre  comment,  sans  changer  le  procédé  de  M.  Jordan,  on 
peut  arriver  aux  résultats  simples  et  précis  obtenus  par  .M.  Stickelberger. 

Farkas.  —  Sur  le   développement  des  intégrales   elliptiques   de 
première  et  de   seconde   espèce   en   séries  entières  récurrentes 

(181). 

Lippmann.  —  Sur  le  choix  de  l'unité  de  force  dans  les  mesures 
électriques  absolues.  (i83). 

rs"  5-,  31  janvier. 
GvldéîiilL).  —  Sur  un  mode  de  représentation  des   fonctions. 

L'auteur  montre  comment  ou  peut  passer  du  développement 
¥{x)  —  !(«,.  cos/-J7-^  6,.  sin;\r) 

au  d(-veloppcment 

V^  .                       iXkx        ^^      .  î  K X 

V{x)  —    >  Ap  cos/>  am  —^ ;-  B^  siny^  am  — .:— • 


HennessY.  —  Sur  la  figuré  des  planètes,  f  li'aj  ). 
Jordan  (C).  —  Sur  la  série  de  Fourier.  (2:^8  ). 

La  démonstration  de  Dirichlet  repose  sur  les  deux  propositions 
.b 


lim    r 


K(.2:)f!M£  =  o  (o<a<b<r.) 

X 

=  b"(+o)  {a  —  o,o<b<r.). 


La  première  proposition  subsiste  pourvu  que  ¥ {x)  soit  intégrable  de  a  à  b. 

La  démonstration  de  la  seconde  suppose  simplement  qu'il  existe,  aux  environs 
du  point  07  =  o,  un  intervalle  fini  (de  0  à  s)  dans  lequel  V {x)  soit  constamment 
non  croissante  ou  non  décroissante. 

Le  tliéorème  subsistera  donc  toutes  les  fois  que  ¥  {x)  pourra  être  représenté 
de  o  à  £  par /(a:)  —  o{x),  /{x)  et  ç(x)  étant  deux  fonctions  (inies  et  non  dé- 
croissantes. 

Soient  x^,  . . .,  x„  une  série  de  valeurs  de  x  comprise  entre  o  et  s;  i,,  . . .,  }■„ 
tes  valeurs  correspondantes  de  /(x):  les  points  .r,,,!,:  •■••  -^„' J'n  forment  un 
Hysone. 
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tloiisidéiuns  les  dilfi'reiict's 

?'-,  —  J'tf  .T3  — .>'2'   ••■'  .T„  — J'-i-i- 
Ct  a\>pv\oi\-r.  o.iri//atio/i  posifi\-c  i\ii  |)r)lyi;onc  la  soiiinie  t\t:>  lermos  positifs  de  celle 
si-rie,  oscillation  négative  la   somme  des   termes  négatifs,  oscillation  totale  la 
somme  des  valeurs  absolues  des  oscillations  positive  et  négative.  Deux  cas  peu- 
vent se  présenter  : 

1°  Le  polygone  jiourra  être  clinisi  de  façon  ([uc  ces  oscill. liions  (l(-|i;i<sciit  loulc 
limite; 

:>"  De  quelque  façon  (jiie  le  ])olygone  soit  choisi,  ses  o^cilhilimis  ne  pouiTonl 
surpasser  certaines  limites  fixes  P^  et  N^:  dans  ce  cas,  la  fonction  esta  oscilla- 
lion  finie,  et  l'on  verra  aisément  que  l'on  a 

F(.r)=.F(o)--P^-N,; 

or  l"(o)  -h  Pj  cl  \j.  étant  (1rs   fonctions    finies   et  non   dr-crois-anles  de  o  à  z,  la 
'  dénionstratiou  île  Diriciilet  s'ap|ili([iicra  à  la  fonction  V{x). 

Laiiucric.  ■ —  Sur  une  extension  de  la  l'è^Ie  des  sia;nes  de  Des- 
cartes.  (7.3o  ). 

Soit  V{x)  un  [lolynônie  entier  ou  une  série  indéfinie  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x,  V[x)  étant  d'ailleurs  assujetti  à  la  condition  que 
ses  coefficients  soient  tous  positifs:  soient  x,  |î,  y,  . . .  des  nombres  positifs  rangés 
par  oi-dre  décroissant  de  grandeur;  le  nombre  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion 

AF(xj)^BF(;ij7)-f-CF(YJ7)-^..,  =  o 

est  au  plus  égal  au  nombre  des  variations  de  la  suite 

A,  B,  C 

ou  de  la  suite 

A,  A -^  B,  A -f- B -4- C,   .... 


Ribaiicouf.  —  Sur  un  système  cyclique  partictdler.  1  '234)- 

L'auteur  nionli'c  comment  des  propositions  anciennement  énoncées  par  lui 
donnent  immédiatement  l'intégrale  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  anti- 
caustique par  réfraction  d'une  quadrique,  les  rayons  incidents  étant  parallèles 
entre  eux  et  conduisant  au  mode  de  transformation  récemment  indi(jué  par 
AL  Laguerre. 

Dillner  (G.).  —  Sur  la  quadrature  dont  dépend  la  solution  d'une 
classe  étendue  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
rationnels.  (aSo). 

Casorati.  —  Sur  la  distinction  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  en  sous-groupes.  (  238  ). 

Paigc  (  I^c).  —  Sur  1  invariant  du  dix-liuitiènie  ordre  dos  formes 
l)inaires  du  cinquième  degré.  (  ^4'  >• 
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^^  6;   7  février. 

Janssen  {J.)-  —  Sur  les  photographies  des  nébuleuses.  (261). 

Bouquet  de  la  Grre.  —  Etude  des  actions  du  Soleil  et  de  la 
Lune  dans  quelques  phénomènes  terrestres.  (281). 

Baillaud.  —  Observation  des  Perséides  à  l'Observatoire  de  Tou- 
louse en  1880.  (284). 

Dcuboux  (G.).  —  Sur  les  modes  de  transformation  qui  conservent 
les  lignes  de  courbure.  (286). 

L'auteur  montre  romment  un  mode  de  transformation  ([ui  conserve  les  lignes 
de  courbure  indiqué  par  M.  Ribaucour  et  par  lui-même  {Sur  une  seule  classe 
remarquable,  etc.,  p.  254-255)  se  ramène,  conformément  à  un  théorème  général 
de  M.  S.  Lie,  à  une  suite  de  dilatations  et  d'inversions.  On  entend  par  dilatation 
le  passage  d'une  surface  à  une  surface  parallèle. 

Dillner  {G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  si- 
multanées, à  coefficients  rationnels,  dont  la  solution  dépend  de 
la  quadrature  d'un  même  produit  algébrique  irrationnel.  (289). 

Dillner  (G.).  —  Sur  une  propriété  que  possède  le  produit  des  A' 
intégrales  de  k  équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients 
rationnels,  dont  la  solution  dépend  de  la  quadrature,  respecti- 
vement, de  k  fonctions  rationnelles  de  la  variable  indépendante 
et  d'une  même  irrationnalité  algébrique.  (290). 

Matthiessen  (L.).  —  Le  prol)lème  des  restes  dans  l'Ouvrage  chinois 
Swan-king\  de  Sun-tsze,  et  dans  l'Ouvrage  Ta-yeii-lei-schu, 
deYih-hing.  (291). 

Gvipon.  —  Sur  un  phénomène  particulier  de  résonance.  (294). 

Croullebois.  —  Sur  la  double  réfraction  elliptique  et  les  trois  sys- 
tèmes de  franges.  (29^). 

rs°  7;  W  février. 

Brioschi.  —  Théorèmes  relatifs  à  l'équation  de  Lamé.  (SaS). 

L'auteur  étudie  les  relations  qui  existent  entre  les  éléments  de  deux  solutions, 
de  formes  très  différentes,  données  par  M.  Hcrmitc,  et  indique  un  prorérlé 
simple  pour  la  détermination  de  ces  éléments. 
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l^lciutdmoiir.  —  Sur  les  mouvements  périodiques  du  sol.  (3^9). 

CoUadon.  —  Sur  le  tremblement  de  terre  qui  a  été  observé  en 
Suisse  le  27  janvier  i88i .  (33o). 

Poincaré.  —  Sur  les  ionetions  fuehsiennes.  (333). 

\\.  Poiiirarr  (Halilit  rcxistciice  d'une  classe  trcs  étendue  de  fonctions  aualj- 
liciucs  analo'.'ues  aux  fonctions  elliptiques  et  permettant  d'intégrer  diverses 
équations  dilTércnlielles  linéaires  à  coefficients  algébriques  :  il  leur  donne  le  nom 
lie  fonctions  fuehsiennes  en  Tlionneur  de  M.  Fuclis. 

L'auleur  dL\>\^e.\\c  cercle  fondamental  \g  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité  ayant  l'ori- 
gine pour  centre,  groupe  hyperbolique  le  groupe  des  opérations  qui  consistent 

à  changer  z  en  — ^^ et  qui  n'altèrent  pas  le  cercle  fondamental,  oroa/je  dis- 
continu tout  groupe  (jui  ne  contient  pas  d'opération  changeant  z  en  une  quan- 
tité infiniment  voisine,  groupe  fuchsien  tout  groupe  discontinu  contenu  dans  le 
groupe  hyperbolique. 

Une  ionclion  fuchsienne  est  une  fonction  uniforme  de  z,  qui  n'est  pas  altérée 
jiar  les  opérations  d'un  groupe  fuchsien. 

.M.  Poincaré  a  formé  tous  les  groupes  fuchsiens.  II  appelle  fonction  théta- 
fuchsienne  toute  fonction  0(^)  uniforme  en  z  et  telle  que,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  a,  b,  c,  d  remplissant  la  condition 

ad —  bc  =  j, 
on  ait 

Il  existe  une  infinité  de  fonctions  thétafuchsiennes. 

Dans  le  cas  où  tous  les  points  du  cercle  fondamental  sont  des  points  singuliers 
essentiels  de  6(s),  il  existe  en  réalité  deux  fonctions  qui  correspondent  l'une  à 
l'intérieur,  l'autre  à  l'extérieur  du  cercle,  et  telles  que  l'on  ne  puisse  passer  de 
l'une  à  l'autre  par  continuité. 

Ouet.  —  Sur  les  lois  qui  régissent  les  périodes  et  les  coeffieients 
d'intensité,  dans  l'un  des  prineipaux  groupes  des  forces  élec- 
tromotrices élémentaires  dues  à  linduction  solaire,  et  sur  la  pos- 
sibilité de  faire  servir  l'aiguille  aimantée  à  mesurer  la  vitesse 
avec  laquelle  le  Soleil  tourne  autour  de  son  axe.  (336). 


>°  8^2!   février. 

Mondiez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenw'ieh(  transmises  par  l'astronome  royal, 
M.  Airy)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le  quatrième  tri- 
mestre de  l'année  1880.  (373). 
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Fave.  —  Sur  la  parallaxe  du  Soleil.  (375). 
Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsicnnes.  (39'i  ). 

Le  quotient  de  deux  fonetioiis  thétafuchsicnnes  coiTespondant  à  un  même 
groupe  fuchsien  et  à  une  même  valeur  du  nombre  entier  «i- est  une  lonciion 
l'uchsienne  F(x;);  pour  une  infinité  de  valeurs  de  o,  b,  c,  d,  on  a 


■•■(^;) =■•■<=)• 


Entre  deux  lonctions  fuclisiennes  ayanfméme  groupe  et  n'ayant  d'autre  point 
singulier  essentiel  que  ceux  qui  sont  une  conséquenee  de  leur  définition,  il  y  a 
une  relation  algébrique. 

Toute  fonrlion  fuchsienne  F(^)  permet  d'intégrer  une  équation  linéaire  à 
coefficients  algébriques  de  la  manière  suivante.  Si  l'on  pose 


/77k  /di 

V/777'    '^-V^ 


A/F 


J't' J'-2  S'atisfont  à  léqualiou  difTéreutici'n 

dx- 

o{x)  étant  une  fonction  algébrique  de  x.  M.  Poincaré  traite  un  exemple;  il  in- 
troduit ensuite  la  notion  des  fonctions  zétafuchsiennes. 

Picard  {E ■)■  —  Sur  une  classe  d'inlégrales  abéliennes  et  sur  cer- 
taines équations  différentielles.  (398). 

Étant  donnée  une  relation  algél)rii[ue  de  genre  y;, 

f{x,r)  -^  o, 

M.    Picard   considère    une   inli-grale    abélienne   de    preniii'-re    espèce  correspon- 
dante 


fJL^^^dy, 

j        fy(X,Y) 


dont  les  périodes  se  réduisent  à  deux:  il   montre  alors  ([ue  ré(iuation  aux  dill'é- 
rentielles  totales 

V(x^,r^)dx,       F  (./■,,.>%  )r/.r.,  _    Ffj-^,  ,r^)    ^^j.  ^^ 

a  son  intégrale  générale  algébrique. 

Traitant  ensuite  plus  particulièrement  le  cas   oi'i  la   relatii^m   est   du    piemier 
genre,  c'esl-à-dire  où  l'on  a 

y''=  X  {i  —  X)  (r—  /c^x)  (  I  —  \-x)  (i  —  l^'^x)  ^  \\{x.), 

il  cherche  comment  doivent  être  choisis  A,  A,  ;j.  pour  que  l'on  puisse  trouver    un 
polynôme /(a;)  du  premier  degré,  de  manière  que  l'équalion 

/(x^)dx,    ,    /(x.,)dx., 
V  R(.î-,~  \  Rf.r,) 


Ri-vri':  ni: s  puin.icAïioNS.  ly) 

ail  ^es  iiUcj;rales  al^i-briiiiics,  el  n'soul  coniplt'leiiienl  la  qiieilion,  laiil  dans 
(•(;llc  Coinmimiralion  que  dans  une  Communication  postérieure  (p.  3o(i;;  là  il 
met  en  évidence  que,  à  un  degré  ilonné  d'une  relation  algébrique  devant  fournir 
une  intégrale  de  l'équation  (i),  correspondra  nécessairement  une  relation  algi'- 
l>ri(]ue  entre  /■ .  a.  a,  relation  qui  constitue  une  espèce  nouvelle  d'équations  mo- 
dulaires. 

ArddiiL-AhiikdnoKvicz.   —    Sur  un    inlé_i;ratoiir,   iuslninient  ser- 
\aiil  à  rinléi^ralioii  r^rapliique  ( /(O'a  ). 

]]  itz.  —  Du  [)oii\()lr  relioidissant  des  gaz  et  des  vapeurs.  (405). 

Terquei)}.  —  Sur  les  surfaces  de   révolution  limitant  les  lirpiides 
dénués  de  pesanteur.  {4oj). 

Mcirndicr.  —  Sur  la  radiophonie.  (  I09). 

^"  9;   28  févfier. 

Darhoux  (G.).  —  Sur  une  nouvelle  définition  de  la  surface   des 
ondes.  (446). 

Cette  surface  est  un  cas  particulier  de  la  surface  suivante. 

On  considère  dans  l'espace  trois  cercles  quelconques  (Aj,  (B),  (C)  et  un  point 
quelconque  0.  On  cherche  le  lieu  (-S)  des  points  M  jouissant  de  cette  propriété  : 
les  sphères  passant  par  les  trois  cercles  fixes  (A),  (B;,  (C)  et  par  un  point  quel- 
conque M  du  lieu  vont  se  couper  en  un  second  point  P  tel  que  l'angle  MPO  soit 
droit. 

Ce  lieu  est  une  surface  que  Ion  peut  construire  par  points  en  employant  seu- 
lement la  règle  et  le  compas. 

Appelons  centre  radical  de  dcav  cercles  le  centre  radical  de  toutes  les  sphères 
passant  par  les  deux  cercles,  il  existera  un  cercle  (K)  rencontrant  les  trois 
cercles  (A),  (B),  (C)  chacun  en  deux  points,  et  dont  le  plan  contient  les  trois 
centres  radicaux  de  ces  cercles  pris  deux  à  deux. 

La  surface  {  —  )  contient  le  cercle  (K);  elle  contient  aussi  trois  cercles  situés 
sur  les  sphères  passant  par  le  cercle  K  et  les  cercles  (A),  (B),  (C). 

La  surface  (Z),  en  général  du  cinquième  ordre,  se  réduit  au  quatrième  :  1°  si 
les  plans  des  cercles  (A),  (B),  (C)  se  coupent  suivant  une  droite:  2°  si  le  point  o 
est  le  point  d'intersection  des  trois  plans  (A),  (B),  (Cj;  dans  ce  cas,  elli'  lon- 
tient  seize  coniques. 

M.  Darboux  communique  en  outre  la  proposition  suivante  :  Si  trois  points 
d'une  droite  invariable  décrivent  trois  plans  rectangulaires,  elle  demeure  constam- 
ment normale  à  une  surface  fixe  dont  les  lignes  de  courbure  sont  algébriques. 
Cette  surface  est  une  variété  des  surfaces  de  quatrième  classe,  considérées  par 
l'auteur  dans  une  Communication  précédente. 

Franklin    (J.).    —    Sur    le    développement    du     produit    infini 

(i  —  .r)(  I  —  :r-)(i  —  .r'')(i  —  x')  .  .  .  .  ('448). 
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Mercadier .  —  Sur  la  radiophonie.  (45o). 

Hiirion.  —  Application  des  franges  de  ïalbolàla  déLerminalion 
des  indices  de  réfraction  des  liquides.  (432). 

N°  10;   7  mars. 

Puiseiix  {V.).  —  Sur  les  observations  de  contact  faites  pendant 
le  passage  de  Vénus  du  8  déceni])re  i8^4'  (4'^0- 

Janssen.  —  Note  sur  la  photographie  de  la  lumière  cendrée  de  la 
Lune.  (496). 

TdccJiini.  —  Observations  des  taches,  des  facules  et  des  protu- 
bérances solaires,  faites  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain  pen- 
dant le  dernier  trimestre  1880.  (ooa). 

Trépied.  —  Observations  de  la  Lune  et  observations  des  satellites 
de  Jupiter  faites  à  l'Observatoire  d'Alger  pendant  les  mois  d'oc- 
tobre, novembre  et  décembre  1880.  (5o4). 

Mouchez.  —  Remarques  à  propos  des  observations  communiquées 
par  M.  Trépied  sur  la  transformation  de  l'Observatoire  d'Alger 
en  un  observatoire  astronomique.  (  joG). 

Picard  {E .).  —  Sur  l'intégration  algébrique  d'une  équation  ana- 
logue à  l'équation  d'Euler.  (5o6). 

Scliering.  —  La  formule  d'interpolation  de  M.  Hermite,  expri- 
mée algébriquement.  (010). 

Il  s'agit  de  ce  problènje  : 

Trouver  une  formule  F [x)  uniforme,  qui  soit  développable  en  séries  de  puis- 
sances de  ;r  —  a^  pour  a  =  i,  2,  3,  . . . ,  f  avec  des  exposants  entiers  croissants,  et 
qui  contienne  dans  chacune  de  ces  séries  les  premiers  termes  donnés,  savoir  les 
termes 

I^  =  -  "s 

2^  A^  j,  ix  —  o^Y   pour    ff  =  I,  3,  3,  . .  .,  /", 

où  les  A^  ,^  soient  des  valeurs  données  arbitrairement,  où  les  a,,  «5,  . . .,  a^  soient 
des  valeurs  données  différentes  entre  elles,  et  où  les  m^,  n^  soient  des  nombres 
entiers  positifs,  négatifs  ou  nuls,  soumis  seulement  à  la  condition  que  le  nombre 
I  +  ^<r+  ni,  dans  chacune  des  expressions  précédentes  ne  soit  pas  moindre  que 
l'unité. 
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/ioiissincsfj .  —  Sur  iiiu'  raison  i^rncralo  propre  à  jnsllfler  synllié- 
li([ii(Mn('iil  remploi  des  divers  développemcnls  de  fonclions 
arbitraires  usités  en  l'livsi(pie  nialliéniaiicjue.  (Sk^). 

Abildii/i-Alxikoiioivicz.  —  Sur  un  intégrateur.  (Si')). 

(')-()ul.l('l>ois.  —  Sur  la  (loid)Ie  rélraclion  circulaire  et  la  produc- 
tion normale  des  trois  systèmes  de  franges  des  rayons  circu- 
laires. (  Jip). 

J' levez.  —  Sur  Télargissenient  des  raies  de  lliydrogène.  (oai). 

Trêve.    —    Sur  quelrpies   phénomènes   d'optique    et    de    vision. 

(522). 

iV"  11-,   1-i  niars. 
Séance  publique  annuelle. 

Rapport  sur  le  grand  prix  des  Sciences  mathématiques  (année 
i88o).  Commissaires  :  MM.  Bertrand,  Bonnet,  Puiseux,  Bou- 
quet, Hermite  rapporteur.  (55i). 

L'Académie  avait  proposé  pour  sujet  d'un  grand  prix  des  Sciences  mathéma- 
tiques à  décerner  en  i88o  la  question  suivante: 

Perfectionner  en  quelque  point  important  la  théorie  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  à  une  seule  variable  indépendante. 

Six  Mémoires  ont  été  envoyés  au  Concours.  Quatre  d'entre  eux,  inscrits  sous 
les  n°*  1,  2,  3,  5,  témoignent  chez  leurs  auteurs  d'une  science  étendue  et  d'un 
esprit  ingénieux.  Nous  allons  en  rendre  compte  succinctement. 

Dans  les  travaux  dont  la  théorie  générale  des  équations  diflérentielles  linéaires 
a  été  réceniment-l'objet,  on  a  eu  principalement  en  vue  d'obtenir  l'intégrale  dans 
les  cas  où  elle  peut  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  de  la  variable.  Les 
belles  découvertes  de  M.  F'uchs,  qui  ont  joué  le  principal  rùle  dans  ces  recherches, 
servent  également  de  base  pour  l'élude  plus  profonde  et  plus  difficile  entreprise 
par  l'auteur  du  Mémoire  n°  1,  portant  pour  épigraphe  :  C'est  ici  un  livre  de 
bonne  foi,  lecteur.  Il  part  de  ce  fait  que  la  transformée  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  obtenue  en  substituant  à  la  variable  indépendante  une  fonction 
quelconque  d'une  nouvelle  variable  est  une  équation  linéaire  de  même  ordre,  et 
qu'il  en  est  de  même  si  l'on  multiplie  l'inconnue  par  une  seconde  fonction  arbi- 
traire de  cette  nouvelle  variable.  Cela  étant,  l'auteur  se  propose  de  déterminer 
ces  deux  fonctions,  de  manière  que  l'équation  transformée  soit  à  coefficients 
constants,  ou  bien  soit  intégrable  au  moyen  de  fonctions  uniformes,  simplement 
rationnelles  ou  doublement  périodiques.  Ces  questions  sont,  comme  on  voit,  aussi 
importantes  que  difficiles;  la  solution  complète  et  générale  qui  est  exposée  dans 
le  .Mémoire  montre  im  talent  mathématique  de  l'ordre  le  plus  élevé.  Rien  n'est 
plus  intéressant  que  de  voir  s'introduire  dans  cette  recherche  de  Calcul  intégral 
les  notions   alg('-l)ri(pics  d'invariants  rpii    ont   pris  nai'ssanre  dans  la  théorie   des 
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formes,  el  ces  nouvelles  combinaisons  faire  apparaître  les  éléments  cachés 
dont  dépend,  sous  ses  diverses  formes  analytiques,  l'intégration  d'une  équation 
donnée.  C'est  à  M.  Laguerre  qu'est  due  l'idée  ingénieuse  et  profonde  des  inva- 
riants et  covarianls  des  équations  différentielles  linéaires;  il  en  a  tiré  pour  les 
équations  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  plusieurs  beaux  théorèmes,  et 
M.  Brioschi  s'est  aussi  occupé  du  même  sujet;  mais  l'auteur  du  Mémoire  que 
nous  analysons  en  a  encore  mieux  fait  ressortir  toute  l'importance.  Il  y  joint  une 
considération  qui  joue  également  dans  ses  recherches  un  riMe  essentiel  :  c'est 
celle  du  genre  d'une  équation  algébrique  entre  deux  variables,  introduite  en  Ana- 
lyse par  Riemann,  et  qui  est  si  souvent  employée  dans  les  travaux  de  notre 
époque.  Des  applications  exposées  avec  tous  les  détails  nécessaires  offrent  un 
grand  nombre  de  résultats  entièrement  nouveaux  et  du  plus  haut  intérêt.  Nous 
nous  bornons  à  citer  comme  particulièrement  remarquables  des  équations  du 
troisième  et  du  quatrième  ordre  contenant  un  paramètre  arbitraire,  puis  d'autres 
d'ordre  impair  se  rattachant  à  la  division  de  l'argument  dans  les  fonctions 
elliptiques,  dont  la  solution,  qui  n'est  pas  une  fonction  uniforme,  est  obtenue 
par  ces  transcendantes.  Nous  jugeons  que  ce  Mémoire  a  ajouté  à  la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires  des  méthodes  générales  et  des  résultats  d'une 
haute  importance  et  qu'il  est  digne  du  grand  prix  des  Sciences  mathématiques. 

Dans  le  .Mémoire  n"  5,  qui  porte  l'épigraphe  suivante  :  Aon  inultus  premor, 
l'auteur  traite  successivement  deux  questions  entièrement  différentes,  dont  il  fait 
l'étude  approfondie  avec  un  talent  dont  la  Commission  a  été  extrêmement 
frappée.  La  seconde  question,  qui  reçoit  les  développements  les  plus  étendus, 
concerne  de  belles  et  importantes  recherches  de  M.  Fuchs,  dont  nous  indique- 
rons en  quelques  mois  l'objet.  M.  Fuchs  s'est  proposé  de  déterminer  dans  quelles 
conditions  on  définit  une  fonction  uniforme  en  égalant  à  une  indéterminée  le 
quotient  des  intégrales  d'une  é(juation  différentielle  linéaire  du  second  ordre. 
Les  résultats  si  remarquables  du  savant  géomètre  présentaient  dans  certains  cas 
des  lacunes  que  l'auteur  a  reconnues  et  signalées  en  com|dètant  ainsi  une  théorie 
analytique  extrêmement  intéressante.  Cette  théorie  lui  a  suggéré  l'origine  de 
transcendantes  comprenant  en  particulier  les  fonctions  elliptiques  et  qui  per- 
mettent d'obtenir,  dans  des  cas  très  généraux,  la  solution  des  équations  linéaires 
du  second  ordre.  C'est  là  une  voie  féconde  que  l'auteur  n'a  point  parcourue  en 
entier,  mais  qui  témoigne  d'un  esprit  inventif  el  profond.  La  Commission  ne  peut 
que  l'engager  à  poursuivre  ses  rcclicrclies,  eu  signalant  à  l'Académie  le  beau  la- 
lent  dont  il  a  fait  preuve. 

M.  Halphen  est  l'anteur  du  Mémoire  n"  1,  couronné  par  l'Académie  ;  M.  Poin- 
caré  est  l'auteur  du  Mémoire  n°  '),  auquel  l'Académie  accorde  une  mention  très 
honorable,  ainsi  qu'au  Mémoire  n"  3. 

Le  prix  Poncelet  est  décerné  à  AL  Léauté,  et  le  prix  Lalande  à  M.  Stone. 

Le  Concours,  sur  cette  question  :  Étude  de  l'élasticité  d'un  ou  de  plusieurs 
corps  cristallisés  au  double  point  de  vue  expérimental  et  théorique,  est  pro- 
rogé jusqu'à  l'année  1882. 

:N"  12 5   21  mars. 

Tisserand.  —  Sur  la  déterminalion   des  masses  de  Mercure,    de 
Vénus,  de  la  Terre  et  de  la  parallaxe  solaire.  (653). 
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Tissera//'/  et  Bigoiirdan .  —  Observations  de  la  coiuèlc  l'ayc, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (()6u). 

Ddiboit.v.  —  Sur  la  surlace  à  seize  points  singuliers  et  les  lonc- 
tions  (-)  à  deux  variables.  ((J8.j). 

.M.  Cayley  a  signalé  les  rapports  que  présente  la  théorie  de  la  surface  de 
M.  Kuninicr  avec  celle  des  fondions  à  quatre  périodes;  M.  Borchardt  et  M.Weber 
ont  complété  les  résultats  de  .M.  (".aylcy.  Antérieurement,  M.  Klein  avait  montré 
que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  rationnelle  et  homogène  de  six  radicaux  tels  c|ue  ^  {ak — p)  («* —  o,), 
1111  de  six  fonctions  0  doubles  à  caractéristique  impaire.  M.  Darboux  indique 
lomiiiciii  (in  ]iciU  Iroiiver  efl'ectivement  ces  expressions  des  coordonnées  et  relie 
à  ce  mode  de  représentation  celui  qui  avait  été  indiqué  par  M.  Cayley  :  il  donne 
ensuite  divers  résultats  géométriques. 

11  existe  trente  systèmes  de  quadriques  admettant  pour  enveloppe  la  surface 
de  Kummer.  Les  surfaces  de  chaiiue  système  passent  par  huit  points  singuliers  et 
sont  tangentes  à  huit  plans  singuliers.  A  chacun  d'eux  correspondent  quatre 
équations  irrationnelles  de  la  surface.  A  chaque  système  on  peut  associer  un 
autre  système  composé  de  surfaces  ne  passant  pas  par  les  points  singuliers  com- 
muns aux  surfaces  du  premier  système. 

Deux  surfaces  appartenant  à  des  systèmes  associés  se  coupent  suivant  quatre 
droites.  Les  surfaces  de  deux  systèmes  associés  tangentes  en  un  même  point  M 
de  la  surface  lui  sont  inscrites  suivant  des  courbes  dont  les  tangentes  en  M  sont 
des  tangentes  conjuguées. 

Appliquant  enfin  cette  proposition  à  la  surface  des  ondes,  ^L  Darboux  indique 
une  construction  du  plan  tangent  au  moyen  de  la  règle  seule. 

Le  Paigc  (C).  —  Sur  le  déterminant  fonctionnel  d'un  nombre 
quelconque  de  formes  binaires.  (688). 

Le  déterminant  fonctionnel  de  aA'  -i-  i  formes  dont  le  degré  est  supérieur  à  2  A' 
est  une  fonction  linéaire  de  ces  formes,  fonction  dont  les  coefficients  sont  des 
sommes  de  produits  de  covarianls  linéo-linéaires  de  ces  mêmes  formes  prises 
deux  à  deux. 

Le  déterminant  fonctionnel  de  2k  formes  binaires,  dont  le  degré  est  supérieur 
à  2  A- — I,  est  une  fonction  quadratique  de  ces  formes,  fonction  dont  les  coefficients 
sont  des  sommes  de  produits  de  covariants  linéo-linéaires  des  formes  prises  deux 
à  deux  et  de  covariants  de  second  ordre  des  formes  prises  isolément. 

Picard  (J^.).  —  Sur  la  décomposition  en  facteurs  primaires  des 
fonctions  uniformes  ayant  une  ligne  de  points  singuliers  essen- 
tiels. (690). 

Soit  G(z)  une  fonction  uniforme  et  continue  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  un 
cercle  de  rayon  R,  où  elle  peut  admettre  une  infinité  de  rayons  essentiels. 
Soient  A,,  A^,  A3,  ...  une  suite  de  quantités  telles  que,  en  posant 

K-    Pn*""") 
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oïl  ait 

Ip«-R|^1p«+.-R|. 

n  =  T. 

On  peut  former  une  fonction  G(^),  de  la  nature  indiquée,  ayant  les  quantités 
A,,  Aj,  A3,  ...  pour  zéros. 
Posant 

B„=  Re'«", 

on  pourra  prendre  dans  le  cas  le  plus  général 

«  =  » 

-r-w  z  —  A 


<)=n 


Il  =  1 
OÙ 

"  ^  —  1^„        2  \  ^  —  B„  /  n  —  t  \  z  —B„  J 

A  chaque  racine  A„  on  fait  correspondre  un  point  B„  du  cercle,  le  mode  de  cor- 
respondance pourrait  être  autre  que  celui  qui  a  é:é  choisi. 

Picard  et  Appell.   —   Sur  certaines  équations  différentielles  li- 
néaires simultanées  aux  dérivées  partielles.  (692). 

Soient  les  équations 

r  =  a^s  -\-  a^p  -h  a^q  -h  a^z, 
t=  b,s  -hb^p  H- 63^  -hb^z, 

de  la  forme  considérée  par  ^I.  Appcll  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  t.  XC,  p.  128,  298  ).  Les  coefficients  a^  et  6,  sont  supposés 
des  fonctions  uniformes  des  deux  variables  x  tt  y  k  quatre  faces  de  périodes 
conjuguées  a^  et  ^,(î  =  i,  2,  3,  4)-  Supposant  qu'on  ait  constaté  que  l'intégrale 
générale  z  de  ces  équations  soit  une  fonction  uniforme  de  x  et  de  j^n'admet- 
tant  pas  de  point  singulier  essentiel  à  distance  finie,  les  auteurs  montrent  qu'on 
peut  obtenir  une  fonction  intégrale  <I>  {x,y)  telle  que  l'on  ait 

a>(.r  H-a,.,  ;►'+  pj  =  \i.i'^{x,y)     {i  =  i,  2,3,4). 

Supposant  ensuite  que  les  quantités  a„  ^^  soient  les  périodes  normales  d'inté- 
grales abéliennes  normales  de  première  espèce  relatives  à  une  courbe  algébrique 
du  genre  2,  ils  montrent  que  l'intégrale  peut  s'exprimer  au  moyen  des  fonc- 
tions 0. 

Si  l'on  a  a3=  a4  =  o,  Pi  =  p,=  o,  l'expression  de  l'intégrale  <i>{x,y)  s'obtiendra 
au  moyen  de  fonctions  0  d'une  seule  variable. 

Lecornu  (L.).  —  Sur  les  polygones  générateurs  d'une    relation 

entre  plusieurs  variables  imaginaires.  (693). 

Soit  /{z^,  z^,  ...,  z,^)  =  o  une  telle  relation  :  il  s'agit  du  polygone  dont  les 
sommets  ont  pour  affixes  des  n  variables;  l'auteur  étudie  spécialement  les  dé- 
placements d'un  tel  polygone  sans  déformation  et  les  déplacements  avec  défor- 
mation qui  le  laissent  semblable  à  lui-même. 
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André  (^•)-  —  Solution  d'un   ])rol)lème  général  sur  les  séries. 

Etant  donnée  une  série  convergente 

u^-i-  ll,X  -T-  u^x'^-T-  . . ., 

on  multiplie  tous  les  termes  par  les  termes  de  même  rang  d'une  série  récurrente 
proprement  dite 

on  suppose  que  la  série  obtenue 

Z<„C'„—  M,  i\X  -+-  ll.^i\^X^-^  . . . 

soit  convergente,  et  l'on  demande  d'exprimer  la  somme  de  cette  dernière  série 
en  fonction  de  la  somme  île  la  série  primitive. 

Poincaré  {IL).  —  Sur  les  équations   difTérentlelles  linéaires  à  in- 
tégrales algébriques.  (698). 

M.  Jordan  a  donné  une  méthode  générale  pour  déterminer  les  groupes  de  sub- 
stitutions linéaires  qui  ne  se  composent  que  d'un  nombre  fini  de  substitutions, 
mais,  sans  insister  sur  la  formation  des  équations  différeotielles  linéaires  (à  inté- 
grales algébriques)  qui  leur  correspondent;  c'est  ce  point  que  traite  M.  Poin- 
caré dans  le  cas  du  troisième  ordre. 

A  ciiacun  des  groupes  de  M.  Jordan  correspondent  une  infinité  d'équations 
linéaires  du  troisième  ordre.  Dans  chacune,  les  coefficients  sont  rationnels  par 
rapport  à  la  variable  indépendante  i27  et  à  un  paramètre  arbitraire  y.  Si  l'on  con- 
sidère les  trois  intégrales  z\,  z'.,  z\  comme  fonction  de  x  et  à&y,  caseront  des 
fonctions  algébriques  de  ces  variables,  et  elles  satisferont  non  seulement  à  l'é- 
quation proposée,  mais  à  une  infinité  d'équations  aux  dérivées  partielles  à  coef- 
ficients rationnels. 

Langley.  —  Sur  la  distribution  de  l'énergie  dans  le  spectre  so- 
laire normal.  (  joiV 

Goiiv.  —  Sur  un  appareil  synthétique  reproduisant  le  phénomène 
de  la  double  réfraction  circulaire.  (jo3). 

Mercadier.  —  Sur  la  radiophonie  produite  à  l'aide  du  sélénium. 
(;o5). 

Crova.  —  Expériences  faites  dans  les  usines  du  Creusot  pour  la 
mesure  optique  des  hautes  températures.  (707). 

Le  Roux.  —  Sur  la  force  électromotrice  de  l'arc  voltaïque.  (709). 

Laurent.  —  Sur  les  miroirs  magiques  en  verre  argenté.  (712). 

Ney reneuf.  —   Sur  l'écoulement  des  gaz.  (71 3). 
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Poincaré  {H.).  —   Sur   la    représentation   des  nombres  par  les 

formes.  (777). 

L'auleur  montre  comment  le  problème  de  la  représentation  d'un  nombre  entier 
quelconque,  soit  pour  une  forme  binaire  d'ordre  quelconque,  soit  pour  une  forme 
décomposable  en  facteurs  linéaires,  peut  être  résolu:  1°  en  résolvant  une  con- 
gruence;  2°  en  recherchant  par  la  méthode  de  M.  Hermite  si  deux  formes  dé- 
composables  en  facteurs  linéaires  sont  équivalentes. 

Halphen.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires. 

(779)- 

L'auteur  montre  comment  on  peut  intégrer  les  équations  dont  les  premiers 
membres  sont  de  la  forme  suivante  : 

dx"  clxi' 

oij  P  =  ax  +  6,  Q  =  a'  X  +  b',  et  où  B,e,  . . .;  h,  k  . . .,  sont  constants. 

Charve  {L.).  —  De  la  réduction  des  formes  quadratiques  quater- 
naires. (782). 

L'auteur,  pour  une  telle  forme  supposée  positive,  propose  des  conditions  de 
réduction  telles  que  la  définition  de  la  forme  réduite  conduise  à  une  et  à  une 
seule  des  formes  équivalentes  à  la  proposée. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  UND  ANGEWANDTE  Mathematik,  herausgegeben  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

Tome  LXXXVIII;  1880. 

Sj'h'cster  (./.-./.).  —  Sur  l'entrelacement  d'une  fonction  par  rap- 
port à  une  autre.  (i-3). 

SvWestfr  (J.-J.).  —  Preuve  instantanée,  d'après  la  méthode  de 
Fourier,  de  la  réalité  des  racines  de  l'équation  séculaire.  (4-5)- 

Syh'ester  (J.-J.).  —  Sur  un  déterminant  symétrique  qui  comprend 
comme  cas  particulier  la  première  partie  de  l'équation  séculaire. 
(6-9). 

Ilerniifr  (C/i.).  —  Sur  une  extension  donnée  à  la  théorie  des  frac- 
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lions   continues   par    M.    Tchebvchef.    Extrait    d'une  Lettre  à 

M.  Borcharclt.  (io-i5). 

M.  Tohcl)yrlicf  a  découvert  la  proposilion  (ju'il  existe  une  infinilé  de  systèmes 
de  nombres  entiers  a:  et  ^  tels  que  la  fonction  linéaire  x  —  ay  —  b,  où  a  et  b 

sont  deux  constantes  quelconques,  soit  plus  petite  en  valeur  absolue  que 

De  plus,  appliquant  cette  même  conception  à  l'Algèbre,  il  considère  l'expression 
X  —  U  Y  —  V,  où  U  et  V  sont  deux  fonctions  quelconques  d'une  variable  x,  et  il 
détermine  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  cette  variable  X  et  Y,  tels  qu'en 
ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  le  degré  soit  le  nombre  négatif 
le  plus  grand  possible  en  valeur  absolue.  C'est  sur  cet  objet  que  roulent  les  re- 
marques de  M.  Hermite.  Comme  conséquence  de  sa  manière  d'approfondir  la 
question,  la  limitation  précédemment  obtenue 

,  I 

X  —  ay  —  o<  — 
2y 


se  trouve  remplacée  par  celle-ci, 

X  —  a  y  —  6  < 


2       I 

27  r' 


où  le  coefficient  numérique  4/  —  est  sensiblement  plus  petit  que  -• 

Aetto  {E.y —  Démonstration  de  lexistence  déracines  d'équations 
algébriques.  (i6"-2i). 

La  démonstration  repose  sur  ce  théorème,  généralisation  d'un  théorème  de 
Cauchy  :  «  Soit/?""  la  puissance  la  plus  élevée  du  nombre  premier/)  qui  divise  n\  ; 
cela  posé,  on  peut  établir  une  suite  de  groupes  de  n  éléments,  i,G,,  G,,..., 
G-^,  G^,^,, . . .,  G^,  qui  sont  respectivement  des  ordres  i, p,p^,. . .  ,/?*,  z?'"^', ..  •,/''', 
et  tels  que  chaque  groupe  G^O^  <.  r)  soit  contenu  dans  celui  qui  le  suit  et  per- 
mutable avec  ses  substitutions. 

Hot/u's'  (  O.).  —  Sur  les  surfaces  définies  par  le  théorème  de  Malus. 

(2  2-34,)- 
Suite  du  Mémoire,  t.  LXXXIV,  p.  aSi-aSy  {Bulletin,  III,,  112). 

Lai^uei re.  —  Sur  le  développement   d'une   ionclion  suivant  les 

puissances  croissantes  d'un  polynôme.  (35-48). 

Le  Mémoire  se  rattache  au  travail  de  Jacobi  sur  le  développement  suivant  les 
puissances  croissantes  d'un  polynôme  entier  (t.  53,  p.  io3,  du  Journal).  Après 
des  considérations  préliminaires  (I),  l'auteur  traite  (II)  du  développement 
de  e^  suivant  les  puissances  d'un  polynôme  F(^)  et  ramène  la  solution  au  cal- 
cul de  certaines  fonctions  qui  se  déterminent  par  voie  récurrente  et  qui  satisfont 
à  une  équation  différentielle,  qui  s'obtient  facilement.  L'intégration  de  cette  équa- 
tion différentielle  linéaire  du  /?i'«™"=  ordre  fait  l'objet  du  §  III.  Après  cela,  M.  La- 
guerre  développe  (IV)  ensuivant  les  puissances  àç.z{z  — 1),  et  {\)  f(t-i-xz)  sui- 
vant les  puissances  de  la  même  grandeur,  enfin  (VI)  log(i-Hxc)  de  même. 
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Sj'lvester  (J.-J.).  —  Sur  les  déterminants  composés.  (49-67). 

Au  lieu  d'entrer  dans  le  détail  de  ce  Mémoire,  nous  citerons  quelques  nriots  de 
M.  Borchardt  du  tome  89  du  Journal  (p.  82). 

«  Dans  une  correspondance  qui  vient  d"avoir  lieu  entre  M.  Sjlvester  et  moi, 
M.  Sylvester  m'a  autorisé  à  retirer  en  son  nom  le  théorème  sur  les  détermi- 
nants composés  qu'il  a  énoncé,  p.  56  et  p.  58  du  Vol.  88  de  ce  Journal....  Lorsque 
l'éminent  géomètre  qui  a  enrichi  de  si  belles  découvertes  la  théorie  des  déter- 
minants et  l'algèbre  des  fonctions  entières  en  général,  et  dont  les  contributions 
forment  un  ornement  si  précieux  de  ce  Journal,  reviendra  sur  sa  théorie  des 
déterminants  composés  et  qu'il  voudra  bien  destiner  pour  mon  Journal  la  rec- 
tification dont  sa  formule  générale  est  susceptible,  il  nous  fera  connaître,  on 
peut  en  être  sur,  un  progrès  nouveau  que  cette  branche  de  l'Algèbre  devra  à 
son  initiative.  » 

Hazzidakis  (^J.-N^.  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  à 
mesure  constante  de  courbure.  (68-73). 

1°  Les  quadrilatères  formés  par  les  lignes  asj'mptotiques  ont  des  côtés  opposés 
d'égale  longueur,  et  leur  aire  est  proportionnelle  à  l'excès  de  la  somme  des 
quatre  angles  sur  36o°. 

2°  L'intégration  de  l'équation  différentielle  partielle  des  surfaces  en   question 

se  ramène  à  l'intégration  de  l'équation  différentielle •  =  sin>>,  où  u  =  const., 

"  '  au  Ov  '  ' 

V  =  const.  sont  les  lignes  asymptotiques  et  )»  leur  angle. 

3°  Qu'on  exprime  les  coordonnées  x,y,  z  d'une  telle  surface  par  les  variables 
géodésiques  u,  v,  et  qu'on  forme  les  déterminants  de  Gauss  désignés  par  D,  D',  D"; 
les  équations 

dx'=  (1  +  u"" -h  v^y  {D  du -r-  D'dv), 

dy'=  (i-t- w--^  v'Y{D'du-i-D"dv), 

dz'  =  (i-i-  m'-!-  p')'[(Dw-)-D'i')  J«-f-  (D'u-hD'i')  dv] 

définissent  encore  une  surface  à  mesure  constante  de  courbure. 
Cayley  (^•).  —  Sur  Taddition  des  fonctions  9-  doubles.  (74-81). 

IVeher  {H.).  —  Observations  relatives  au  Mémoire  Leber  die 
abelschen  Fiinctionen  vom  Geschlecht  3.  (Extrait  d'une  Lettre 
à  M.  Borchardt.)  (82-84). 

Stem  {M-)-  —  Sur  la  théorie  des  nombres  de  Bernoulli.  (83-93 ). 


Soit 


On  sait  qu'on  a 


T 

tang X  =  li,x  -\ ^—,  x^ -\- 

'  1.2.3 


où  B,  est  le  '/'*■"=  nombre  de  Bernoulli.  M.    Stern  montre  que,  à  l'exception  de 
T,  =  I,  les  coefficients  tangentiels  T  se  terminent  en  2  ou  en  6,  à  mesure  (ju'ils 
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ou  1\„,+,,  et  que  celle  proposilion  esl  le  cas 
le  plus  simple  d'un  lliéorème  plus  général. 

Frobeniiis  (G.).  —  Théorie  des  formes  linéaires  à  coefficienls  en- 
tiers (suite  du  Mémoire,  t.  8G  du  Journal,  Bulletin,  V\  ,).  (po- 
nd). 

«  Après  avoir  Iraité  la  théorie  de  l'équivalence  des  formes  bilinéaires  dans  la 
première  Partie  de  ce  travail,  je  passe  à  la  réponse  à  cette  question  :  «  Quelles 
»  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  forme  soit  contenue  sous 
»  une  autre?  »  Pour  point  de  départ,  je  prends  la  théorie  d'une  forme  contenue 
relativement  dans  une  autre  par  rapport  à  un  module,  théorie  que  j'applique  aux 
congruences  linéaires  et  à  laquelle  je  ramène  la  théorie  d'une  forme  qui  est  con- 
tenue sous  une  autre  d'une  manière  absolue. 

»  Désignons  par  k  un  nombre  entier  positif,  et  supposons  que  la  forme  bili- 
néaire 

des  ni -^  n  variables  x^....,  x,„,  y^,. .  .,y,i  se  change,  par  les  substitutions  li- 
néaires 

(0  x^^^p.^^'-;,    r^=^^'7f.V$    (mod.A), 

en  B  =  1:6  ^o^vjcî-  La  forme  B  sera  dite  contenue  dans  X  (mod.  k).  Le  nombre 
des  nouvelles  variables  peut  être  égal,  supérieur  ou  inférieur  au  nombre  des  va- 
riables primitives.  Si  B  est  contenue  dans  A  (mod.  A')  et  C  sous  B,  C  est  aussi 
contenue  dans  A.  Si  B  est  contenue  dans  A  (mod.  A)  et  si  A  est  un  diviseur  de  A", 
B  sera  contenue  dans  A  (mod.  h).  Deux  formes  qui  se  contiennent  l'une  l'autre 
sont  appelées  équivalentes  (mod.  k).  Deux  formes  équivalentes  aune  troisième 
le  sont  aussi  l'une  à  l'autre.  L'ensemble  des  formes  qui  sont  équivalentes  à  une 
forme  individuelle  se  nomme  une  classe  de  formes.  Si  B  est  contenue  dans  A, 
toute  forme  équivalente  à  B  est  aussi  contenue  dans  toute  forme  équivalente  à  A, 
ou  bien  la  classe  de  formes  représentée  par  B  est  contenue  dans  celle  représentée 
par  A. 

))  Si  A  est  équivalente  à  B,  et  que  A  se  change  en  B  par  les  substitutions  (i) 
et  B  en  A  par  les  substitutions 

(2)  x[=^r^.,x^,    ys=^^ir^     (mod.  A), 

a.  i 

cela  étant,  les  congruences  (2)  peuvent  ne  pas  être  les  solutions  des  con- 
gruences (2).  Je  n'ai  nommé  (§  11)  équivalentes  deux  formes  A  et  B  que  quand 
le  nombre  des  variables  .r' (j-j)  est  lui  aussi  m  (n),  c'est-à-dire  quand  les  deux 
formes  sont  considérées  comme  dépendantes  du  même  nombre  de  variables,  de 
plus  que  les  déterminants  de  n"'"""  et  m'^™°  degré  \p^^\  et  |  <7^,j|  sont  premiers 
avec  A",  et  que  les  congruences  (2)  sont  les  solutions  des  congruences  (i).  Je  vais 
montrer  que  cette  définition  restreinte  coïncide  complètement  avec  la  définition 
plus  étendue  que  je  viens  de  donner.  » 

§  14.  La  réduction  des  formes  bilinéaires.  —  §  15.  Le  rang  d'une  forme  bili 
néaire  par  rapport  à  un  module.  —  §  10.  Le  nombre  des  restes  d'un  système  de 
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formes  linéaires  par  rapport  à  un  module.  —  §  17.  Une  forme  contenue  tians 
une  autre  et  équivalente  à  une  autre.  —  §  18.  Systèmes  adjoints  de  formes  li- 
néaires par  rapport  à  un  module.  —  §  19.  Les  relations  entre  les  invariants 
(mod.  À)  et  les  diviseurs  élémentaires.  —  §  20.  Transformation  par  des  substi- 
tutions unimodulaires.  —  §  21.  Une  forme  contenue  (d'une  manière  absolue) 
dans  une  autre. 

Stahl  {Hermann).  —  Le  théorème  d'addition  des  fonctions  B-  k  p 
arguments,  (i  i  j-i3o). 

D'après  un  théorème  de  Riemann,  toutes  les  caractéristiques  des  S-  se  prêtent 
à  être  représentées  très  simplement  et  diversement  par  2/?  d'entre  elles,  et  c'est 
aussi  par  là  qu'on  parvient  à  en  distinguer  le  caractère  pair  ou  impair.  Après  la 
formation  des  caractéristiques  (§  1),  M.  Stahl  établit  (§  2),  à  l'aide  de  ce  théorème, 
deux  systèmescorrcspondants,  chacun  de  2P  caractéristiques,  désignés  par  P  et  Q, 
et  appelés  systèmes  de  huitaines  {Achtersysteme)  parce  qu'ils  se  rangent  par  2^-' 
lignes,  chacune  de  huit  membres. Les  relations  simples  qui  existent  entre  ces 
systèmes  sont  développées  jusqu'au  point  où  elles  sont  nécessaires  pour  la  re- 
cherche. Ces  systèmes  servent  (§  3)  à  démontrer  le  théorème  général  d'addition 
des  fonctions  S-  :  l'un  s'applique  à  représenter  le  théorème,  les  coefficients  restant 
indéterminés,  l'autre  à  déterminer  les  coefficients.  Le  quatrième  paragraphe 
donne  des  relations  ultérieures  et  établit,  surtout  à  la  fin,  des  relations  entre  des 
fonctions  â  paires  et  des  fonctions  S-  dérivées  impaires  pour  les  valeurs  nulles 
des  arguments,  relations  qui  font  ressortir  la  connexion  entre  les  modules  des  S- 
et  les  modules  des  classes  des  fonctions  abéliennes  du  genre/?. 

Jaerisch  (P.).  —  Siirles  vibrations  élastiques  d'une  sphère  isotrope. 

(i3i-i43). 

Lamé,  Clebsrh  et  Ilenncberg  se  sont  occupés  de  ce  problème.  Les  deux  pre- 
miers se  sont  bornés  à  traiter  des  cas  spéciaux.  Henneberg  a  cherché  la  solution 
générale,  mais  son  raisonnement  exige  qu'une  fonction  s'évanouisse  avec  toutes 
ses  dérivées  pour  une  valeur  constante  de  la  variable  :  il  en  aurait  dû  conclure 
l'impossibilité  des  vibrations  en  question. 

Les  recherches  de  .AL  Jaerisch  ont  conduit  à  ces  résultats  :  une  sollicitation  de 
la  sphère  dans  la  direction  du  rayon  ne  produit  que  des  vibrations  ]iurement 
longitudinales;  une  sollicitation  dans  la  direction  de  la  tangente  n'excite  que  des 
vibrations  purement  transversales.  Celles-là  se  font  le  long  du  rayon,  celles-ci 
sont  normales  au  rayon.  Mais,  si  les  déplacements  initiaux  dépendent  de  toutes 
les  trois  composantes  sphériqnes,  il  se  forme  en  même  temps  des  vibrations  lon- 
gitudinales et  des  vibrations  transversales  qui  ont  la  même  durée  d'oscillation, 
et,  comme  chacune  de  ces  trois  sortes  de  vibrations  possède  un  autre  nombre 
d'oscillations,  elles  constituent  trois  états  bien  distincts  de  vibrations. 

Les  vibrations  de  la  troisième  espèce,  composées  de  vibrations  longitudinales 
et  transversales  existantes,  ont  été  observées  par  Savart  dans  des  tiges  finies  cy- 
lindriques, qui,  quoique  sollicitées  longitudinalement,  firent  voir  en  même  temps 
des  vibrations  longitudinales  et  transversales. 

Frobenius  et  Stickelherger.  —  Sur  l'addition  et  la  multiplication 
des  fonctions  elliptiques.  (146-184). 
La  racine  carrée  d'une  fonction  entière  du  qualrième  ordre  a  été  développée 
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jiar  Jucubi  e»  Iraclioa  conlinuc  à  l'aide  de  la  mulliplii^alion  dus  ionclions  ciii{)- 
liques.  Les  formules  ooinimini(|iu''cs  par  ce  géomètre  (t.  VII,  p.  40  sans  démon- 
stration ont  été  rattachées  par  Borchardl  au  théorème  d'Abcl  et  étendues  au 
développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière 
quelconque.  D'autre  part,  Jacobi  a  établi  des  formules  générales  qui  peuvent 
servir  à  transformer  ime  série  de  puissances  en  fraction  continue.  Donc,  pour 
obtenir  les  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  fallait 
que  combiner  ces  deux  cx|)ressions  algébriques  et  transcendantes  pour  les  élé- 
ments du  développement  en  fraction  continue  de  la  racine  carrée  dune  fonction 
de  quatrième  degré.  C'est  ainsi  que  les  auteurs  ont  trouvé  les  formules  de  mul- 
tiplication telles  que  les  a  données  M.  Brioschi,  de  même  que  celles  qu'a  déve- 
loppées M.  Kiepert. 

La  recherche  du  cas  où  la  fraction  continue  est  périodique  fait  voir  la  relation 
remarquable  qu'il  y  a  entre  ses  réduites  et  la  transformation  inverse  des  fonc- 
tions elliptiques.  Soit  \){it)  =  })(?<;  ",  oj')  la  fonction  elliptique  fondamentale  de 
M.  Weierstrass,  aux  périodes  w,  w'.  Cela  étant,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 
d'une  expression  rationnelle  de  \){u;  w,  «u'),  et,  réciproquement,  \){u;  w,  nm') 
peut  être  exprimée  à  l'aide  de  racines  comme  fonction  algébrique  de  })(m).  En 
différentiant  une  équation  de  la  forme 

;?—  (i<;  w,  7?(i)')  =  —(?/;  to,  w')  -t-  Ci<  +  R,  H-  R.-i-. .  .-f-  r?„_i, 

oi!i  c  désigne  une  constante  et  R"  est  une  fonction  entière  de  \s{u)  et  "de  \)'{u), 
M.  Kiepert  est  parvenu  à  l'expression  de  p(M;  w,  nw'  par  p(w).  Or  ces  n"'^'^  ra- 
cines sont  toutes  exprimables  par  une  quelconque  d'entre  elles,  soit  R,,-,  =  R. 
Posons  donc 

R,  R"  =  V,  =  T, -  i  p'  (  u)  U,„     R^i  =  V„_,  ; 

T 

cela  étant,  T.^  et  U^  sont  des  fonctions  entières  de  p(ï<),  et  —^  est  la  V'"'  réduite 

de  la  fraction  continue  qu'on  obtient  en  transformant  en  fraction  continue  la 

série  pour  \>' (u)  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  p(?/)  —  p(  - —  )• 

Une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  venons  d'esquisser  pour  les  formules 
de  multiplication  peut  aussi  servira  développer  les  formules  d'addition.  Au  lieu 

de  la  fraction  continue  pour  y  =  -  p'(»)>  c'est-à-dire  au  lieu  des  fonctions  ra- 
tionnelles dont  les  développements  se  confondent  le  plus  étroitement  possible 
avec  les  développements  dejK,  il  faut  considérer  des  fonctions  rationnelles  qui 
coïncident  avec  jK  pour  autant  de  valeurs  données  et  différentes  qu'il  est  pos- 
sible. 

§  1.  Transformation  d'une  série  de  puissances  {Potenzreihe,  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  la  variable)  en  fraction  continue.  —  §  2.  Pro- 
positions auxiliaires  empruntées  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  —  §  3.  La 
multiplication  des  fonctions  elliptiques.  —  §  4.  Sur  les  réduites  de  la  frac- 
tion continue  pour  la  fonction  \>'{u).  —  §  5.  Sur  le  cas  où  la  fraction  con- 
tinue devient  périodique.  —  §  6.  La  transformation  inverse  des  fonctions  el- 
lipti([ues.  —  §  7.  Transfnniialion    du    développement    en    fraclion   continue  par 
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l'introduction  de  nouvelles  variables.  —  §  8.  Sur  l'interpolation  au  moyen  de 
fonctions  rationnelles.  —  §  9.  Les  théorèmes  généraux  d'addition  des  fonctions 
elliptiques.  —  §  10.  D'autres  formes  du  théorème  d'addition. 

Biehler.  —  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  considérées 
comme  des  limites  de  fonctions  algébriques.  (i85-2o4). 

a  C'est  Cauchy  qui,  le  premier,  a  rattaché  aux  fonctions  algébriques  les  trans- 
cendantes elliptiques  en  donnant  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  i843),  à  l'aide  d'un  procédé  élémentaire,  l'équation  si  importante 
qui  lie  l'expression  de  6(s)sous  forme  de  produit  au  développement  de  cette 
fonction  en  série  de  cosinus. 

»  Je  commencerai  par  établir  cette  relation  en  faisant  usage  d'une  méthode  plus 
simple  que  celle  de  Cauchy;  je  donnerai  ensuite  sous  leurs  diverses  formes  les 
développements  des  trois  fonctions  elliptiques;  enfin  j'y  ajouterai  les  développe- 
ments de  quelques  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce.  Les 
exemples  qui  seront  traités  suffiront  pour  montrer  que  les  mêmes  méthodes  s'ap- 
pliquent également  aux  cas  où  les  fonctions  proposées  renfermeraient  un  plus 
grand  nombre  de  0,  soit  au  numérateur,  soit  au  dénominateur.  » 

Développement  de  : 

L  La  fonction  0  (  — ^ 

IL   sinam  —^ 

Tir  2K:r 

IIL   cosam  —^ — 

l\ .  Aam 


VL 


B(i^)0.(:^j 


VIL 


e--(i|£j 


MIL  ,— .'^— ^■ 


L\.  Démonstrations  rigoureuses  de  toutes  ces  formules. 

Kiepert  {L.).  —  Sur  la  théorie  de  transformation   des  fonctions 
elliptiques.  Second  Mémoire.  (-ioS-aia). 

Cette  Note  fait  suite  au  Mémoire  du  Tome  77,  de  .M.  Kiepert.  Une  quantité  /  y 
avait  été  définie  comme  racine  d'une  équation  de  transformation  facile  à  établir. 
Il  s'agit  maintenant  de  représenter  toutes  les  autres  quantités  qui  se  présentent 
dans  la  transformation  comme  fonctions  rationnelles  de/. 

Une  équation  diffcrcntielle,  donnée  sans  démonstration  par  Jarobi  (t.  i),  fait 
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voir  ([lu"  toutes  les  quantités  ncrcssaircs  à  la  transformation  sont  des  fonctions 
linéaires  lie  V  =  A«'"~  f  et  des  -  («  —  i)  premières  dérivées  de  T  prises  suivant 
l'invariant  absolu  et  que  r  elle-même  satisfait  à  une  équation  différentielle  ho- 
mogène linéaire  d'ordre  -  («  -f-i). 

§  1.  Déduction  de  l'équation  aux  différentielles  partielles.  —  §  2.  Détermina- 
tion des  quantités  r,,  T.,...,  r^,  g'.,  °-,.  —  §  3.  Exemple  {n  =  5). 

Sti/rm    {Rudolf).    —  Sur  la  théorie    des  surfaces  de   troisième 
ordre.  (2i3-24o). 

M.  Sturm  a  publié  en  1867  un  Ouvrage  sur  les  surfaces  de  troisième  ordre;  le 
Mémoire  dont  nous  allons  rendre  compte  en  peu  de  mots  peut  être  envisagé 
comme  complément  de  cette  publication,  couronnée  du  prix  de  Steiner  il  y  a 
quinze  ans. 

Les  deux  premières  Sections  donnent  quelques  démonstrations  sous  des  formes 
simplifiées;  la  troisième  s'occupe  du  système  des  sections  coniques  qui  sont  con- 
tenues dans  les  plans  passant  par  une  droite  de  la  surface  et  en  fait  voir  de  nou- 
velles propriétés.  Dans  la  quatrième  Section,  la  théorie  purement  géométrique 
que  M.  Milinowski  a  donnée  des  polaires  des  courbes  planes  de  troisième  ordre, 
et  dont  on  a  fait  peu  de  cas  jusqu'alors,  est  appliquée  par  M.  Sturm  aux  polaires 
des  surfaces  cubiques.  En  mettant  à  profit  les  idées  de  M.  Milinowski  pour  les 
surfaces  de  troisième  ordre,  l'auteur  remplit  donc  lui-même  un  souhait  qu'il 
avait  énoncé  dans  la  Préface  de  son  Livre.  Pour  augmenter  la  valeur  indivi- 
duelle du  Mémoire,  M.  Sturm  a  emprunté  au  travail  de  M.  Milinowski  (Sculô- 
milch's  Zeitschri/t  fiir  Math.,  t.  XXI  et  XXIII)  quelques  raisonnements  sans 
rien  changer.  Cependant  on  y  trouve  assez  de  choses  nouvelles  qui  appartiennent 
exclusivement  à  M.  Sturm.  D'abord  il  a  fallu  imaginer  une  méthode  de  généra- 
tion de  la  surface  cubique  pour  y  pouvoir  appliquer  la  théorie  de  M.  Milinowski. 
Le  théorème  fondamental  sur  le  plan  polaire  mixte  de  deux  points  est  démontré 
d'une  manière  rigoureuse,  tandis  que  la  démonstration  du  théorème  correspon- 
dant dans  le  plan  se  trouvait  originairement  en  défaut  chez  M.  Milinowski. 
Enfin  quelques  nouveaux  théorèmes  ont  été  ajoutés  à  la  fin  de  cette  Section.  La 
dernière  Section  a  rapport  au  problème  proposé  alors  (1879)  pour  le  prix  de 
Steiner,  à  savoir  la  détermination  de  la  variété  d'une  courbe  dans  l'espace  ou 
bien  du  nombre  des  conditions  simples  auxquelles  on  la  peut  soumettre.  M.  Sturm 
détermine  ce  nombre  pour  les  courbes  traitées  dans  le  cinquième  Chapitre  de 
son  Livre.  Le  problème  général  n'est  pas  abordé  par  cela. 

Rosancs  {J-)-  —  Sur  des  systèmes  ponctuels  linéairement  dépen- 
dants. (24  1-2t3). 

Pour  expliquer  les  idées  de  l'auteur,  nous  allons  résumer  ses  définitions  en 
peu  de  mots.  Une  forme  ternaire  /{x^x^x^)  du  degré  n  dans  les  coordonnées 
plans  homogènes  x^x^x^  s'évanouit  pour  un  nombre  infini  de  systèmes  de  va- 
leurs des  quantités  x.  La  courbe  qui  a  l'équation  /(x^x^x,)  =  o  en  représente 
l'ensemble.  Si  l'on  appelle  tout  système  de  valeurs  {x,x,x,)  qui  fait  évanouir 
/{x^  x.x,),  un  point  zéro  de/,  il  existe  une  dépendance  entre  tous  les  points  zéro, 

r;ir,  la  forme /(jTiJ^.j:,)  étant  complètement  déterminée  par  -nin  -^3)  points 


io8  SECONDE  PARTIE. 

zéro  quelconques,  l'ensemble  de  tous  les  points  zéro  s'ensuit  de  -  /z  (  /?  +  3  )  d'entre 

eux. 

Cependant  on  a  découvert  assez  tôt  qu'un  nombre  de  points  zéro  qui  n'est 
pas  encore  suffisant  pour  déterminer  complètement  une  forme  peut  entraîner 

des  points  zéro  ultérieurs;  car,  désignant  par  N  le  nombre  -n{n  -+-  3),  on  peut 

déduire  /i' —  N  + 1  de  N  —  i  donnés.  Donc,  N  —  i  points  zéro  étant  donnés  ar- 
bitrairement, on  peut  déterminer  un  N'*"'  de  n^ —  N  +i  manières  différentes,  de 
façon  à  avoir  N  points  formant  un  système  dépendant  (nom  employé  pour  dé- 
signer un  système  de  p  points  zéro  lorsque  p  —  i  de  ces  points  entraînent 
le/?'*""').  En  faisant  abstraction  de  la  position  tout  à  fait  arbitraire  des  points 
fondamentaux,  il  est  même  possible,  en  certains  cas  particuliers,  de  gagner  un 
système  dépendant  de  N  —  2  points  donnés  par  l'addition  d'un  point.  Cette  de- 
mande revient  à  déterminer  les  coordonnées  du  dernier  point  de  telle  sorte  que 
tous  les  déterminants  du  degré  N  —  i  d'une  matrice  (N  +  i,  N  —  1)  s'évanouissent, 
ce  qui  revient  à  trois  équations  de  condition  indépendantes. 

11  est  évident  qu'il  existe  aussi  pour  les  formes  quaternaires  des  systèmes  in- 
dépendants de  points  zéro  et  même  en  plus  grande  variété.... 

L'existence  de  formes  algébriques  en  Géométrie  qui  contiennent  deux  systèmes 
de  variables  porte  à  approfondir  la  question  comment  il  en  serait  avec  de  tels 
systèmes  dépendants.  Tel  est  le  théorème  de  Hesse,  que  deux  paires  de  points 
conjugués  d'une  section  conique  entraînent  toujours  un  troisième. 

Stahl  i^Ilermatin).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Riemann 
sur  les  caractéristiques  des  fonctions  5-.  (2^3-2jf)). 

Liouçille  («/•)• —  Leçons  sur  les  fonctions  doublement  périodiques, 
faites  en  1847-  (277-310). 

Voici  comment  Borcliardt  raconte  l'origine  de  ces  leçons  : 

«  Lorsque,  dans  la  première  moitié  de  l'année  1847,  j'ai  fait  un  séjour  à  Paris, 
en  même  temps  que  mon  ami  bien  regretté  Ferdinand  Joachimsthal,  M.  Liouville  a 
bien  voulu  nous  faire  chez  lui,  à  nous  deux,  quelques  leçons  sur  sa  méthode  de 
traiter  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques.  J'ai  recueilli  les  leçons 
de  M.  Liouville,  et  lorsque,  retourné  à  Berlin,  j'en  avais  achevé  la  rédaction,  je 
lui  ai  fait  parvenir  une  copie  de  mon  manuscrit,  (|u'il  m'a  autorisé  à  communi- 
quer à  Jacobi  et  à  Lejeune-Dirichlet.  C'est  ce  même  manuscrit  dont  M.  Liou- 
ville a  donné  la  Table  des  matières  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  t.  XXXII,  p.  452). 

»  Quoique  depuis  longtemps  le  fond  des  recherches  de  .M.  Liouville  soit  connu, 
on  n'en  possède  pourtant  pas  de  rédaction  authentique.  Cette  circonstance  a 
donné  occasion  à  plusieurs  de  mes  amis  de  m'exprimer  leur  avis  que,  encore 
aujourd'hui,  je  ferais  quelque  chose  d'utile  à  la  Science  en  faisant  imprimer  mon 
ancien  manuscrit  contenant  les  leçons  de  M.  Liouville  de  1847.  Je  me  conforme 
à  leur  désir  après  avoir  obtenu  pour  cette  publication  l'assentiment  de  l'illustre 
auteur  des  recherches  dont  il  s'agit. 

»  En  communiquant  aux  géomètres  un  travail  fait  il  y  a  plus  de  trente  ans  et 
sans  l'intention  de  le  faire  imprimer,  je  crois  néanmoins  pouvoir  assurer  qu'en 
général  ma  rédaction  reproduit  fidèlement  les  leçons  de  M.  Liouville.  Elle  en 
diffère  toutefois,  comme  l'on  verra,  dans  la  démonstration  du   ihénrèmc  fonda- 
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montitl  siiiviinl  :  '<  Il  est  impossible  qu'une  fonrlioii  (iDiihlciiicril  |)(''ri(i(li(|ii(; 
reste  toujours  finie,  à  moins  ([u'elle  ne  se  réduise  à  une  eonstanle,  »  llii'nrrriie  qui 
forme  I.t  base  tic  hi  iiiélliode  tic  M.  Liouville. 

»  I>a  fli'inf)nslralion  de  ee  ihé'orème  donnée  par  .M.  Liouville,  et  ijuc  je  n'ai  fait 
(iu'in(li([urr  brit'vemcnt,  a  été  rem{)lacée  dans  ma  rédaction  paria  démonstration 
d'un  tii('(>rènie  plus  fjénéral,  t|ui  ne  se  rapporte  pas  exclusivement  aux  fonctions 
doui)lcm('nt  pério  li<|ucs  et  fl'où  découle  comme  corollaire  le  théorème  énoncé 
ci-dessus.   » 

Table  tles  matières.  —  Première  l'arlie  :  Théorie  générale. 

1.  Une  fonction  doublement  périodique  qui  ne  devient  jamais  infinie  est  im- 
possible. 2.  Une  fonction  doublement  périodique  à  un  seul  infini  est  impossible. 
3.  Fonctions  doublement  périodiques  à  deux  infinis.  Leurs  propriétés  fondamen- 
tales. 4.  Fonctions  doublement  périodiques  à  plusieurs  infinis.  Leur  développe- 
ment en  sommes  et  en  produits  de  fonctions  doublement  périodiques  à  deux 
infinis.  5.  Fonctions  à  un  nombre  pair  d'infinis.  Leur  développement  en  produits 
de  fonctions  doublement  périodiques  à  trois  infinis.  6.  Développements  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  en  fractions  de  la  forme 

M  +  No'C-) 


o{z)  représentant  une  fonction  doublement  périodique  à  deux  infinis,  9' (s)  son 
quotient  différentiel,  et  L,  M,  N  des  fonctions  entières  de  »(-;). 

Seconde  Partie  :  Applications. 

7.  Détermination  du  quotient  différentiel  des  fonctions  doublement  périodiques 
à  deux  infinis.  Théorème  de  l'addition  pour  les  mêmes  fonctions.  Cas  particulier 
du  sinus  amplitudinis.  —  8.  Transformation  du  sinus  amplitudinis.  Expres- 
sions en  forme  d'une  somme  et  d'un  produit.  —  9.  Transformation  inverse  du 
sinus  amplitudinis.  Formule  d'Abel.  Formule  de  Jacobi. 

Schubert  {Hermann).  —  Sur  la  relation  uni-biforme  (ein-zwei- 
<:/e?/^/o"e)  entre  les  éléments  des  figures  fondamentales  de  pre- 
mière espèce.  (3i  1-342). 

Pendant  les  dernières  années,  MM.  Sturm  et  Hirst  se  sont  occupés  de  re- 
chercher les  nombres  qui  se  rapportent  à  la  relation  projective,  c'est-à-dire  cor- 
respondance uni-uniforme  des  éléments  des  figures  fondamentales  de  première 
et  de  deuxième  espèce.  A  cet  effet,  ils  ont  mis  à  profit  la  même  méthode  que,  à 
diverses  reprises,  ^LAL  Zeuthen  et  Schubert  ont  employée  pour  calculer  les 
nombres  pour  les  courbes  et  surfaces,  en  partant  des  nombres,  beaucoup  plus 
faciles  à  obtenir,  des  dégénérations  de  ces  figures.  L'auteur  a  encore  fait  voir 
(dans  son  Livre  Kalkiil  der  ahzàhlenden  Géométrie,  Leipzig,  Teubner)  que  le 
calcul  de  tous  les  nombres  qui  se  rapportent  aux  figures  fondamentales  pro- 
jectives  de  première  espèce,  ainsi  qu'aux  figures  collinéaires  et  corrélatives  de 
deuxième  espèce,  se  simplifie  beaucoup  quand  on  lui  applique  la  méthode  déve- 
loppée dans  les  premières  Sections  de  ce  Livre.  Ce  calcul  permet  de  généraliser 
les  problèmes  de  Sturm  et  de  Hirst  :  on  remplace  la  relation  projective,  c'est- 
à-dire  uni-uniforme  par  une  correspondance  a-  ^-forme.  Le  présent  Mémoire  dé- 
veloppe les  nombres  pour  deux  figures  fondamentales  de  première  espèce  f(ui 
sont  en  correspondance  uni-biforme. 

§  1.   La  dimension  tic  la  contlilion  de   la   :z- |j-formité  entre  les  éléments  des 
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figures  fondamentales  de  première  espèce.  —  §  2.  Les  conditions  pour  deux 
séries  droites  ponctuelles  en  correspondance  uni-biforme.  —  §  3.  Les  dégénéra- 
tions pour  deux  figures  fondamentales  de  première  espèce  en  correspondance 
uni-biforme.  —  §  4.  Les  équations  entre  les  conditions  pour  deux  séries  droites 
ponctuelles  en  correspondance  uni-biforme.  —  §  5.  Calcul  des  nombres  pour  la 
dégénération  K.  —  §  6.  Le  calcul  des  nombres  pour  la  dégénération  w.  La  figure 
composée  de  deux  séries  droites  ponctuelles.  —  §  7.  Le  calcul  des  nombres  pour 
deux  séries  droites  ponctuelles  en  correspondance  uni-biforme.  —  §  8.  Pro- 
blèmes analogues. 

Spitzer  (Simon).    —   Intégralion   de   quelques   équations   diffé-- 
rentielles  linéaires.  (343-347).  E-   Lampe. 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruction 
de  cet  élablissemenl. 

XLVIP  Cahier,  T.  XXVIII;  i88o  (i). 

Halphen.  —  Sur  les  invariants  différentiels  des  courbes  gauches. 
(1-102). 

Si  l'on  considère  une  substitution  homographique  par  laquelle  on  passe  des 
variables  X,  Y,  Z, . . .  aux  variables  x,y,  z,  . . . ,  et  si  l'on  regarde  Y  et  Z  comme 
des  fonctions  de  X,  jk  et  ^  seront  des  fonctions  de  a;  définies  par  la  substitution 
même  et  l'on  aura  ainsi  deux  courbes  gauches  correspondantes  :  ceci  posé,  soit 
/(X,  Y,  Z,  Y',  .. .,  Z("))  une  fonction  entière  des  variables  primitives  et  de  leurs 
dérivées;  que,  dans  l'équation  y  =  o,  on  fasse  la  substitution  et  qu'on  mette 
aussi  l'équation  transformée  sous  forme  entière,  la  fonction /sera  dite  un  inva- 
riant différentiel  si  cette  transformée  ne  diffère  de  l'équation /=  o  que  par  le 
changement  des  lettres,  c'est-à-dire  si  cette  transformée  peut  s'écrire 

/i^,y,  ^,y,---,  -s'"')  =  o, 

quels  que  soient  les  coefficients  de  la  substitution. 
M.  Halphen  commence  par  donner  des  exemples  de  tels  invariants  :  ainsi  la 

fonction  u  = (jk"-s'" — ^"y"')j  qu'j  égalée  à  zéro,  exprime  qu'une  courbe  est 

plane,  est  un  invariant  différentiel  ;  il  en  est  de  même  de  la  fonction  ç  qui,  égalée 
à  zéro,  exprime  que  les  tangentes  à  une  courbe  gauche  appartiennent  à  un  com- 
plexe linéaire;  si  l'on  pose  d'une  façon  générale 

,  r"  z(.")  -  ri")  z" 


4.3.f3...«    y  z     -y  z 

i  yl")  z"' —  y'" zi") 

à.!i.b...n    y'z"'  —  y"z" 


(')  Voir  Bulletin.  IV,.  i.m. 


UEVUR    DI'S   PUBLICATIONS.  m 

on  a 

V  —  a^— 2b^  —  ?,a^a^-^  3a,6,-i-  2(7'. 

L'cxanicn  de  suhsliliilioiis  parliculiires  montre  tout  de  suite  qu"iin  invariant 
diflercnliel  ne  contient  ni  les  variables  elles-mêmes,  ni  les  dérivées  premières,  et 
qu'il  est  néeessaircment  une  fonction  homogène  de  déterminants  binaires  tels 
que  jK^'"^ -'"' — y("'^('");  en  regardant  ce  tléterminant  comme  une  figure,  on  voit 
de  plus  que  chaque  ternie  d'un  invariant  entier /contient  un  nombre  de  figures 
<|ui  est  le  même  pour  tous  les  termes  de  l'invariant  :  ce  nombre  est  le  degré  de 
l'invariant;  ainsi  les  invariants  m  et  t'  ont  les  degrés  i  et  3.  Le  quotient  d'un  in- 
variant différentiel  de  degré  S  par  u  est  une  fonction  entière  des  quantités  a„,  6„ 
précédemment  définies.  La  somme  des  indices  de  dérivation,  dans  un  même 
terme  d'un  invariant,  est  constante  pour  tous  les  termes  de  cet  invariant  :  c'est  le 
poids  de  ce  dernier;  quant  à  l'ordre  d'un  invariant,  c'est  l'ordre  des  plus 
hautes  dérivations.  Il  n'existe  pas  d'invariant  absolu  d'ordre  inférieur  à  7. 

Dans  un  invariant  diflérenliel  d'ordre  n,  si  l'on  prend,  parmi  les  termes  du 
plus  haut  degré  en  a„,  b„  simultanément,  celui  qui  est  du  plus  haut  degré  en  b,„ 
le  coefficient  de  ce  terme  est  lui-même  un  invariant;  il  en  est  de  même  du  coef- 
ficient du  terme  du  plus  haut  degré  en  6„,  ce  terme  étant  considéré  isolément. 

Quand  un  invariant  différentiel  est  réduit  à  la  forme  d'une  fonction  des  quan- 
tités A„,  B„  (analogues  à  a,„  6„),  si  q  est  alors  son  poids,  Teffet  de  la  substitu- 

-  T  :;        „ 

tion  homographique  X  =  —  5  Y  =  —  j  Z  =  —  >  où  ï,  t,,  ^,  u  sont  des  polynômes  du 


premier  degré  en  x,y,  z,  est  de  le  reproduire  multiplié  par  I  -^, ;:— ,  1  ;  mis  sous 

une  forme  quelconque,  il  se  reproduit  multiplié  par  D'^  - — —, r— 7- — 5)  d  étant  son  de- 
gré, p  son  poids  et  D  étant  le  déterminant  de  la  substitution.  Il  suit  de  là  que 
la  somme  de  deux  invariants  d'un  même  degré  et  d'un  même  poids  est  encore 
un  invariant;  que  leur  quotient  est  un  invariant  absolu;  que,  avec  trois  inva- 
riants, on  peut  former  un  invariant  absolu;  enfin  que  tout  invariant  d'ordre 
moindre  que  7  se  réduit  à  ?<"'v'". 

De  ce  qui  suit  on  supposera  toujours  les  invariants  exprimés  au  moyen  des 
quantités  a„,  6„  :  ils  sont  alors  de  degré  zéro. 

Sous  celte  condition  on  a  la  proposition  suivante  :  Si  9  et  6  sont  deiu:  inva- 
riants différentiels  d'un  même  poids,  la  quantité  -ç-V —  -ç' à  est  un  invariant; 
cet  invariant  est  lui-même  de  degré  zéro  ;  il  est  exprimé  au  moyen  des  quan- 
tités a,„  6,„  et  les  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  n'y  entrent  que  linéairement. 
M.  Halphen  est  ainsi  conduit  à  la  notion  des  invariants  linéaires.  Un  invariant 
linéaire  d'ordre  n  est  celui  qui  ne  contient  a„  et  è„  que  linéairement. 

L'auteur  met  ensuite  en  évidence  l'existence  de  deux  invariants  linéaires  5„  t^ 
du  septième  ordre,  qui  sont  de  la  forme 

s,  =  v'-'-a^  -^6,     /,  =  v't,  4-  'ya,  -:-  S-, 

où  9,  0,  S-  sont  des  quantités  d'ordre  au  plus  égal  à  b,  et  \x,  v  des  exposants  en- 
tiers et  positifs;  cette  forme  caractéristique  se  retrouve  dans  les  invariants  5„, 
/„  d'ordre  supérieur  à  7,  que  Ion  déduit  successivement  de  s^,  t,  et  de  l'inva- 
riant V  par  l'application  de  la  règle  suivante.  En  désignant  par  j  cl  x  los  poids 
de  s„  t„  on  aura 
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les  deux  invariants  linéaires  5„  t^  étant  de  huitième  ordre  et  des  poids  t 
T  +  4-  On  aura  ensuite 

Les  invariants  Sg,  ^j,  5;,,  t^,  ...,  s,„  t„  ainsi  formés  sont  dits  fondamentaux,  et 
cette  dénomination  est  bien  justifiée  par  la  proposition  suivante  : 

Tout  invariant  différentiel  d'ordre  n'  est  exprimable  rationnellement  en 
fonction  des  invariants  fondamentaux  d'ordre  n  et  d'ordre  moindre,  ainsi 
que  l'invariant  v.  Si  cet  invariant  est  une  fonction  entière  des  quantités  a,„  b„, 
la  fonction  rationnelle  qui  le  représente  ne  contient  en  dénominateur  qu'une 
puissance  de  v. 

On  voit  donc  que  la  recherche  de  tous  les  invariants  différentiels  se  ramène  à 
la  recherche  de  deux  invariants  du  septième  ordre.  C'est  en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  un  peu  différent  que  M.  Halphen  effectue  cette  détermination  : 
elle  résulte,  en  effet,  de  la  proposition  suivante,  dont  on  aperçoit  de  suite  tout 
l'intérêt. 

Il  est  en  général  possible,  par  un  choix  convenable  des  coordonnées  (et  cela 
d'une  seule  façon),  de  réduire  les  équations  d'une  courbe  à  la  forme  canonique 

Z  =  X^  +  X^  +  P;X''  +  p^X*  +  .  .  .  , 

y  —  x'^  -\-  q-jX''  +  q,X*  +..., 

et  les  coefficients  de  ces  développements  p-,,  p^,  ...,  q-,,  q»,  ...  sont  des  inva- 
riants absolus.  En  effectuant  cette  réduction,  on  parvient  aux  expressions  de 
j,,  tf,  à  savoir 

où 

\=  b^—  a^b^  —  !\a.,b^-\-  [\alb^—  ia],a^  +  -îbl  -¥-  a\  +  a\, 
[A,  =  aj+  3  6^  —  4^'ia5+  3  6=,«4  —  l^a^a^-^  Ç,aia^—  SaJ, 
)v,  =  —  1a^\+b,-\-  ob^b^—  ba^b^+  4«!*s 

—  2  (aï  +  2 6,  —  «5)  («5  +  al  +  a,b^  —  -ia^a^). 

La  considération  d'une  courbe  {m),  dite  adjointe  à  la  courbe  (M),  et  qui 
s'en  déduit  par  corrélation,  conduit  ensuite  M.  Halphen  à  la  notion  des  inva- 
riants différentiels  adjoints;  on  conçoit,  en  effet,  que  tout  invariant  différentiel  F, 
relatif  à  la  courbe  (M),  puisse  être  transformé  en  un  invariant  différentiel/, 
relatif  à  la  courbe  m.  Les  invariants  différentiels  peuvent  ainsi  être  classés  par 
couples;  un  invariant  différentiel  peut  d'ailleurs  être  son  propre  adjoint;  tel  est 
le  cas  de  l'invariant  v,  puisque  la  figure  corrélative  d'une  complexe  linéaire  est 
encore  une  complexe  linéaire. 

Les  résultats  précédents  reçoivent  une  interprétation  géométrique  intéressante 
par  l'introduction  de  la  courbe  anharmonique  déjà  considérée  par  M.  Fouret  et 
dont  les  équations,  en  la  supposant  rapportée  à  un  tétraèdre  de  référence  conve- 
nable, sont 

f-'  y  =  x'',     t^-^y  =  z-'. 

M.  Fouret  a  montré  que.  on  chaque  point  d'une  (  (jnrbe,  il  existait   une  courbe 
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anliarmoniquc  unique,  ayant  avec  la  proposée,  au  point  considéré,  un  contact  du 
sepliènie    ordre  :   les  exposants  r,  s  qui  la   caractérisent  sont    des    invariants 

absolus,  liés  iiar  consi'ciuent  aux  invariauls  aljsolus  ^j   —  ;  au  lieu  des   nuanli- 

tés  /•  et  s,  M.  Halphen  est  amené  à  introduire  deux  quantités  g,  h  qui  ne  chan- 
gent pas  les  modifications  qui  résultent  pour  les  nombres  /',  s  des  échanges  entre 
les  faces  du  tétraèdre  de  référence;  posons 

a=:/-  +  S  —  I,       fS=:/'  —  5  —  I,      y  =  5  —  /'  —  I, 

on  a 


Si  maintenant  Ton  fait 


-,■>      b  ~  —,-, 
V  s: 


ces  deux  invariants  absolus  s'expriment  au  moyen  de  g,  h  par  les  formules 

_     ;;      f  1  —  25/1)3 


rf3^['-^^-'^-^(4^fe?]' 


inversement  on  a 


°        5.7'  a-{-  —  06 Oy' 
4  —  2.5  h  = 


7      a{-j  —  '6iâb)'^ 

L'auteur  aborde  ensuite  une  autre  question  : 

Soient  o  =  o,  ij*  =  o  deux  équations  différentielles  simultanées  entre  la  va- 
riable indépendante  x  et  les  deux  fonctions  y  et  z;  quelle  doit  être  la  nature 
de  ce  système  pour  qu'il  soit  invariant,  et,  dans  ce  cas,  quelles  simplijlcations 
peuvent  être  apportées  au  problème  de  l'intégration? 

Après  avoir  écarté  les  cas  particuliers  où  une  combinaison  des  deux  équations 
est  u  =  y' z" — z'y"=  o,  ou  bien  i^  =  o,  il  montre  que,  dans  le  cas  général,  ces 
deux  équations  consistent  en  des  relations  entre  les  coefficients  de  la  forme  ca- 
nonique, c'est-à-dire  entre  des  invariants  absolus  :  par  exemple,  si  elles  sont  du 
septième  ordre,  elles  se  réduisent  à 

5?  t. 

—  =  a,     —=  b, 

V  sz 

a  el  b  étant  des  constantes,  et  Tintégrale  générale  est  formée  par  les  équations 
générales  de  la  courbe  anharmonique,  dont  les  invariants  g,  h  sont  déterminés 
en  fonction  de  a,  b  par  les  formules  précédemment  données.  Dans  le  cas  de  deux 
équations  d'ordre  n,  l'intégration  se  ramène  à  l'intégration  successive  : 

1°  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  d'ordre  (/;  —  7),  l'autre  d'ordre 
(«-8); 

2°  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  du  second,  l'autre  du  premier  ordre; 

3°  D'un  système  de  deux  équations  du  premier  ordre  chacune; 
Bull,  des  Sciences  matli.,  1^  Série,  t.   V.  (Juin   iSSr.)  R    8 
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4°  D'un  système  de  deux  équations,  l'une  du  deuxième,  l'autre  du  troisième 
ordre  ; 

5°  Et,  enfin,  à  rinq  quadratures  successives. 

Le  dernier  Chapitre  du  Mémoire  est  consacré  à  diverses  applications  et  à  di- 
vers exemples  de  covariants  différentiels;  on  y  trouvera  la  détermination  du 
tétraèdre  principal  de  la  courbe  anharmonique,  osculatrice  en  un  point  d'une 
courbe  donnée,  l'équation  de  la  surface  du  second  degré  osculatrice  en  un  point, 
les  é((uations  différentielles  des  courbes  biquadratiques,  etc. 

Colligiion  {E.).  —  Reclierclies  sur  la  formule  de  Wallis.  (io3- 
i38). 

On  trouvera  dans  ce  Mémoire,  outre  diverses  transformations  de  la  formule 
de  \A"al!is  et  (juelques  recherches  arithmétiques  relatives  au  numérateur  et  au 
dénominateur,  un  curieux  essai  de  démonstration  de  l'incommensurabilité  de 
-  et  de  ses  puissances.  M.  Collignon,  en  partant  de  l'égalité  hypothétique 

~       \  np  -^  m 


np 


où  —  serait  une  fonction  irréductible,  où 


i     ,1     o     ,)  p 

p  étant  un  nombre  premier  et  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers  premiers 
entre  eux,  dont  on  sait  seulement  que  m  est  inférieur  à  /i,  établit  que  la  possi- 
bilité d'une  telle  égalité  est  infiniment  peu  probable.  Il  ne  manque  pas  d'ail- 
leurs de  reconnaître  ce  qu'un  tel  mode  de  démonstration  a  de  défectueux. 

Léaulé  (//■)•  —  Sur  un  perfectionnement  applicable  à  tous  les 
régulateurs  à  force  centrifuge.  ('i3()-i-5). 

On  connail  un  grand  nombre  de  solutions  approchées  du  problème  de  l'iso- 
chronisme  du  régulateur.  M.  Rolland  en  a  donné  une  solution  exacte  :  toutefois, 
la  plupart  des  régulateurs  employés  dans  l'industrie  n'appartiennent  pas  aux 
types  qui  répondent  à  ces  solutions;  il  y  a  donc  intérêt  à  faire  connaître  un 
procédé  simple  permettant,  sans  compliquer  sensiblement  les  régulateurs,  de  les 
rapprocher  de  l'isochronisme.  D'un  autre  côté,  l'isochronisme  parfait  est  sou- 
vent d'une  application  défectueuse  :  la  sensibilité  du  régulateur  doit,  en  effet, 
être  en  rapport  avec  l'énergie  du  volant;  de  là  résulte  la  nécessité  de  déterminer, 
dans  chaque  cas,  le  degré  d'isochronisme  qu'il  convient  d'adopter  et,  par  suite, 
l'utilité  d'un  système  permettant  d'obtenir  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut; 
enfin  il  est  nécessaire  de  pouvoir  modifier  la  vitesse  de  régime  de  la  machine, 
tout  en  conservant  le  degré  d'isochronisme  que  l'on  s'est  fixé;  le  système  indi- 
qué par  M.  Léauté  répond  à  ces  divers  desiderata  :  il  s'applique  à  un  régula- 
tour  à  boules  quelconque;  il  procure  le  degré  d'isochronisme  qu'on  veut;  il 
permet  de  faire  varier  la  vitesse  de  régime  sans  même  arrêter  la  machine;  il 
donne  la  possibilité  de  maintenir  le  degré  d'isochronisme  obtenu,  quand  cette 
vitesse  est  modifiée;  enfin  il  est  simple  à  établir  et  ne  complique  pas  sensiblement 
le  mécanisme. 
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Poincaré  (II.).    —  Sur  un  mode  nouveau  de   rcprésculalion   dos 

(ormes  c|uadiali(|ues  délinies  ou  iiidélinics.  (iyj-245). 

Le  Mr'iiloil'e  do  .M.  Puiiicart'-  romprend  ciuq  I^arlics.  La  ])reiiiière  est  consa- 
crée à  IV'tude  aritliiut'licjue  des  réseaux  de  points  dont  les  coordonnées  x,  y  sont 
données  par  les  formules 

X  =  am  4-  bn, 

y  =  cm  +  dn, 

où  m,  n  prennent  toutes  les  valeurs  entières  possibles.  Ces  réseaux  jouissent  de 
propriétés  qui  rappellent  certaines  propriétés  des  nombres  :  ils  peuvent  èlre  en- 
tiers, fractionnaires,  incommensurables;  ils  sont  entiers  quand  n.  h.  c.  d  sont 
entiers;  un  réseau  A  est  multiple  d'un  réseau  B  quanti  tous  les  jjoints  du  ré- 
seau A  appartiennent  au  réseau  B;   deux  réseaux  A,  B  sont  équivalents  quand 

•I  »i  •  *      I  .    1        -  [az  —  b'f    a3-t-èo1 

lis  comprennent  les  mêmes  points;  le  rapport  du  reseau  '^^ 

r«  /;~l      ,    ,       r»  M  ,.     , 

au  reseau  ,     est  le  reseau  ,     ;  on  est  amené  ainsi  a  considérer  les  con- 

[c     d\  Lr     ''-'J 

dilions  de  divisibilité  de  deux  réseaux,  leur  plus  grand  commun  diviseur,  leur 
plus  petit  multiple  commun;  ces  diverses  recherches  s'effectuent  aisément  par 
la  considération  d'un  réseau  équivalent  à  un  réseau  donné  et  ayant  la  forme  ré 

duite  ;    on  est  amené  aussi  à  considérer  des  réseaux  premiers  dont  la 

Le     oj 

norme  ad  —  bc  est  un.  nombre  premier  et  à  effectuer,  pour  les  réseaux  en- 
tiers, une  décomposition  analogue  à  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en  ses 
facteurs  premiers.  Un  réseau  entier  peut  aussi  être  considéré  comme  l'ensemble 
des  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  une  congruence  de  la  forme 

ax  -^  by  EEEE  o     (mod  c), 

a,  b,  c  étant  des  nombres  entiers;  on  est  ainsi  amené  à  traiter,  sous  cette  nou- 
velle forme,  les  problèmes  précédemment  indiqués. 

M.  Poincaré,  dans  la  seconde  Partie,  traite  de  la  représentation  des  nombres 

complexes  de  la  forme  x  +jK  \/D;  un  tel  nombre  est  représenté  par  le  point  x, 
y;  son  m,odule  et  son  argum.ent  sont  les  quantités 


\x'-y-l). 


qui  s'interprètent  géométriquement  sans  difflculté;  l'introduction  des  nombres 
complexes  conduit  à  une  notation  nouvelle  pour  la  représentation  des  réseaux; 
ainsi  le  symbole  A /n -i- Bn,  oii  A,  B  sont  les  nombres  complexes  a -i- c  v  D, 
6 -i- 1?  yD,  représentera  le  réseau  •    Les  points  représentatifs  de  tous    les 

nombres  complexes  existants  qui  sont  multiples  d'un  nombre  complexe  donné, 
existant  ou  idéal,  forment  un  réseau  que  l'on  peut  regarder  comme  un  nouveau 
mode  de  représentation  de  ce  nombre  existant  ou  idéal  donné;  ce  mode  de  re- 
présentation conduit  l'auteur  au  théorème  suivant  : 

On  peut  représenter,  avec  une  approximation  aussi  grande  qu'on  voudra, 
un  nonibre  complexe   quelronr/ue  a  --  b  \\) ,  oii  a  et  b  peuvent  être  incoin- 
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mensurables,  peu-  une  expression  de  la  forme 

SA,„(a.-Pv'D)"', 

où  >v„,  et  m  sont  des  nombres  entiers,  a  et  ^  des  nombres  fractionnaires  donnés 
(à  dénominateurs  plus  grands  que  2). 

Dans  la  troisième  Parlie,  M.  Poincaré  traite  de  la  représentation  des  formes 
par  des  réseaux. 
Le  réseau 

X  =  am  -h  bn,    y  =  cm  +  dn 

représente  la  forme 

{am  -i-  bny  —  D{cm  —  dnY; 

ce  mode  de  représentation  s'applique  aux  formes  indéfinies  et  conduit  l'auteur  à 
l'interprétation  géométrique  des  formes  réduites  indéfinies,  interprétation  qui 
fournit  immédiatement  la  démonstration  des  principaux  théorèmes  qui  con- 
cernent ces  formes.  Dans  cette  même  Partie  on  résout  ces  deux  problèmes  : 

Reconnaître  si  une  forme  en  implique  une  autre;  trouver  toutes  les  trans- 
formations d'une  forme  en  elle-même. 

La  quatrième  Partie  concerne  ce  que  Tauteur  appelle  le  produit  second  de 
deux  réseaux. 

Si,  A,  B,  A,,  B|  étant  des  nombres  complexes,  on  considère  les  deux  réseaux 

A7n    !-B«,     A,/»,  +  B,«|, 
leur  jiroduit  second  sera 

AA,  IX,  +  AB,  \i..,  -I-  BA,  ;ji3  +  BB,  ;j.,, 

où  [i|,  |j.^,  ]i3,  jX}  sont  les  nouvelles  indéterminées.  L'opération  est  évidemment 
commutative;  appliquée  aux  réseaux  qui  représentent  deux  formes,  elle  conduit 
à  la  composition  des  formes,  au  sens  de  Gauss. 

Enfin,  dans  la  cinquième  Parlie,  l'auteur  montre  comment  les  considérations 
précédentes  permettent  d'exposer  d'une  manière  simple  et  concrète  la  théorie 
des  nombres  complexes  idéaux,  qui  correspondent  aux  formes  quadratiques  de 
déterminant  D. 
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tion of  R.  Peirce,  s.  Newcomb  and  H. -A.  Rowland.  Puhlished  under  the 
auspices  of  the  John  Hopkins  University.  fialtimore. 

Tome  I;   1878. 

Neivcomb  {S.).  —  Note  sur  une  classe  de  transformations  par  les- 
quelles une  surface  peut  être  retournée  dans  un  espace  de  plus 
de  trois  dimensions.  (i-4)- 


•!l 
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L'auteur  se  propose  de  dénioiilrcr  le  ihéorèine  suivaiiL  : 

Si  une  quatrième  dimension  est  ajoutée  à  l'espace,  une  suf/nce  inalcrielle 
fermée  peut  être  retournée  j)ar  une  simple  flexion  sans  déchirure  in  dupli- 
euture. 

mil  [G.-JV.).  —  Rcclicrclics  sur  la  llicorie  do  la  Lune,  (a-26  ). 

Eddy  [H. -T.).  —  Le  lliéorcme  des  trois  luonients.  {■i.'j-?>\). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  exprime  la  relation  entre' les  moments  de  lli'xioii 
d'une  poutre  élastique  droite  en  trois  points  de  sup[)ort  conséeulifs;  il  a  été  pu- 
blié jïar  Clapeyron,  en  nS.')';;,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences.  L'auteur  l'oijlienl  simplement  et  r(''iion(e  sous  une  Coiiiic  plus 
générale. 

TFcic/iold  (G.).  —  Solution  du  cas  irréducliblc.  (32-49). 

Une  traduction  française  de  ce  Mémoire  a  été  insérée  dans  le  Journal  de  Ma- 
thématiques de  M.  Uesal,  3°  série,  t.  V;  1879.  ^'oir  Bulletin,  -i"  série,  t.  IH, 
11*  Partie,  p.  22 1. 

Cayley.  —  Desiderata  et  suggestions.  (So-ja). 

Roivland.  —  Note  sur  la  théorie  de  l'absorption  éleclritjue.  (^.j3- 
58). 

Après  la  décharge  d'une  bouteille  de  Leyde,  il  se  produit  au  bout  d'un  certain 
temps  une  charge  nouvelle  de  même  signe  que  la  première.  L'auteur  cherche 
quelle  doit  être  la  constitution  de  l'isolateur  pour  qu'un  tel  phénomène  (qu'on 
explique  habituellement  au  moj^en  d'une  absorption  de  l'électricité  par  l'isola- 
teur) soit  possible.  Il  part  des  éc[uations  fondamentales,  données  par  Maxwell, 

^v  y'-  TxrTvVih-r-ôi.  v  dir^''^  =  "' 


(IX  ^     0x1      <)y\     ,)r         ,)z\     Oz  dt 


où  V  est  le  potentiel,  p  la  densité  au  point  >r,  j»',  z,  ■/.  le  pouvoir  iiidiu:lcnr,  /,  le 
pouvoir  conducteur,  quantités  qui,  dans  le  système  de  corps  considéré  compre- 
nant des  conducteurs  et  des  non-conducteurs,  doivent  être  regardées  comme  va- 
riables. 

S'il   n'y  a   pas  absorption  électrique,  le  rapport  des  densités  en  deux  points 
quelconques  doit  rester  constant  :  si  l'on  pose 

0 

—,  ~  c, 

les  é(|uations  précédentes  admettent  les  solutions 

p  -  p„e-",     \  =  y^e-", 

,  d\    ,..,....,  „  /••      , 

ou  p  = — A  -7—  flesigne  I  inteusitc  du  roui'ant  et  ou  c  =  .lUm.  m  —      .    Inverse- 
dn  '  ■/. 

ment    on  peut   déduire  de   ces  équations  qu'il  y  a  absorplinn   loi-sqiic  —  n'csl    pa'^ 
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constant  pour  tout  le  système.  Ceci  peut  avoir  lieu  si  le  corps  comprend  des 
parties  hétérogènes,  si  la  conductibilité  dans  le  corps  ne  satisfait  pas  aux  lois  de 
Ohm,  c'est-à-dire  si  />■  dépend  des  forces  électriques,  enfin  si  •/.  dépend  des  mêmes 
forces. 

Jj'autcur  s'occupe  ensuite  des  matériaux  qui  montrent  le  mieux  l'absorption 
électrique  et  traite  le  cas  d'un  condensateur  composé  de  plaques  parallèles. 

Peirce  (C).  —  Esposizione  de)  melodo  dei  mininii  quadrali. 
(59-63). 

Anah'se  de  l'Ouvrage  publié  sous  ce  titre  par  M.  A.  Ferrero.  (Firenze,  1876.) 

Syh'ester.  —  Sur  une  application  delà  nouvelle  théorie  atomique 
à  la  représentation  graphique  des  invariants  et  covariants  des 
quantités  hinaires  avec  trois  appendices.  (64-125). 

y\.  Sylvester  expose  dans  ce  Mémoire  de  singulières  analogies  entre  les  for- 
mules chimiques  (dans  la  théorie  atomique)  et  les  formes  symboliques  des  inva- 
riants des  formes  binaires.  Un  élément  est  représenté  par  une  forme  binaire 
dont  le  degré  est  égal  à  la  valeur  atomique  de  l'élément.  Ainsi  on  posera 

H  =  /'x=  h'^  =  h"^=...,    ■ 

o  =  oi  =  o:;  =  o^=.... 


Les  combinaisons  saturées  sont  alors  représentées  par  les  mêmes  notations  que 
Clebsch  a  fait  connaître  pour  les  représentations  des  invariants 

2O  =  (oo')S     H2O  =  (/(O)  (A'o), 

H4C  =  (hc)  (h'c)  {h"c)  (h"'c), 
\0,H  =  {no)-{no'y(no")  {o"h). 

Les  représentations  graphiques  dont  se  servent  les  chimistes  et  qui  consistent 
à  représenter  les  éléments  par  des  points,  et  les  systèmes  tels  que  {00')...  par 
des  droites  qui  les  joignent,  peuvent  aussi  servir  à  la  représentation  des  inva- 
riants. 

Le  noj'au  d'une  combinaison  ou  une  combinaison  non  saturée  est  représenté 
par  un  covariant;  ainsi  la  figure  de  Lodeuburg  pour  le  noyau  benzine  sera 

{<■(■,)  (C.C.;)  (C;C,)  {C;C,)  (c^c.J  {c,c)  {c,  Ci)  {c.,c.J  c^.c,_,c.,^c^^c^^c^^.. 

Il  faut  remarquer  qu'un  invariant  ne  correspond  pas  à  chaque  corps;  ainsi 
l'hydrogène  ne  peut  être  représenté  par  {hh'),  puisque  {hh')  =  o.  Si  l'on  ne 
veut  pas  regarder  l'hydrogène  comme  un  corps  composé,  la  théorie  présente  une 
lacune. 

Dans  ce  système,  le  poids  des  invariants  ou  covariants  est  égal  au  nombre  des 
droites  qui  joignent  les  unités  atomiques.  M.  Sylvester  cherche  quelles  doivent 
être  les  propriétés  de  la  figure,  si  la  forme  invariante  est  réductible,  ainsi  que 
cela  a  lieu  pour  le  covariant  ci-dessus,  du  sixième  degré,  et  montre  sur  quelques 
exemples  comment  la  figure  d'un  produit  peut  être  composée  avec  les  figures  des 
facteurs  irrédii'^lililes.  A  une  relation  invariante  cori'espond  la  possibilité  de  dé- 


Ri'VUh:  i)i:s  l'Uin.icAiioiNS.  m.) 

l'oiincr  Us  li!;iir('s  des  (lillVi-ciilcs  riii'iiics  les  unes  dans  l'S  aiilir.s  :  ainsi  la  icii  <!(• 
i-i''ci|ii'iicil(''  (le  M.  Ilriiiiilc  p  ut  s'(''lal)lir  i;ra]iliii|ncni('nL  en  rTniplacanl  /// 
aliiiMi's  irahiniicilt'  //   ])ar  //   aldUirs  iraluniirjtr  //;. 

Clijford.   —  Extrait  (rtiiie  F^ollrc  à  î\[.  S\lvcster.  (  x '',()-i  29  ). 

I>aiis  le  .Mt'-nioire  de  At.  Sylvesler,  Irs  lif^nres  fiiinii([ucs  sont  rédiiiles  à  des 
srliènios  i;éoiii(''tri(iues,  les  éléineiils  eliiiiiiques  n'y  entrent  pas.  .M.  Clill'ord 
cunililc  cetli'  lacune. 

/////  {TV.).  —  Recherches  sur  la  théorie  de  hi  J.iine.  (i  .-'.9-147). 

r^i-diihliii  [F.).   —  Coordonnées  hiponetuelk's.  (148-1-3). 

Dans  le  système  adopté  par  M.  l'ranklin,  les  coordonnées  d'une  droite  sont  les 
distances  mesurées  parallèlement  à  une  direction  fixe,  à  denv  ou  trois  points; 
l'auteur  se  sert  de  ces  coordonnées  pour  l'aire  l'élude  des  coni([ues. 

Cavley.  —  Desiderata  et  suggestions.  (174-176)- 

Storj.  —  Sur  le  potentiel  élastique  des  cristaux.  (i-6-i83  ). 

Les  composantes  de  la  force  élastique  peuvent  être  regardées  comme  les  déri- 
vées partielles  d'une  fonction  entière  homogène  et  du  second  degré  des  six 
quantités 

du  __  <)k>  _  ôw  _  du       âv 

^'^djc'    "  ^^ày^     ^'~  ôz'     "  ''~  dy   '   Ox^ 

C'est  cette  fonction  que  l'auteur  appelle  potentiel  des  forces  élastiques  ;  elle 
contient,  si  l'on  fait  abstraction  de  toute  hypothèse  sur  la  nature  du  corps, 
vingt  et  une  constantes;  ce  nombre  se  réduit  à  deux  pour  les  corps  isotropes. 
j\l.  Story  s'occupe  spécialement  de  déterminer  le  nombre  des  constantes  pour  les 
divers  systèmes  cristallins. 

Lucas  {E .).  —  Théorie  des  fonctions  numériques  simplement  pé- 
riodiques. (184-240;  289-3^1). 

I.  Définition  des  fonctions  numériques  simplement  périodiques. 
Soient  a,  b  les  racines  de  l'équation  à  coefficients  entiers 

x''=  P.r  —  O; 
l'auteur  pose 

"       Il  —  0  ' 

telles  sont  les  fonctions  dont  l'auteur  étudie  les  propriétés  aritliniélicjues  ;  elles 
se  classent  en  trois  espèces  selon  que  les  racines  sont  réelles  et  entières,  réelles 
et  incommensurables,  imaginaires. 

II.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  les  fonctions  circulaires  et  hyper- 
boliques. 

III.  Des  relations  de  récurrence  pour  le  calcul  des  valeurs  des  fonctions  U„ 
et  V„. 

IV.  Des  relations  des  fonctions  L„  cl  \ ,,  avec  les  déterminants. 
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V.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  les  fractions  continues. 
Développements  de 


VI.  Développement  des  fonctions  U„  et  V,,  en  séries  de  fractions; 

1         ^  l'i>J-l)r       ^'fn— 'V 

Développements  de  — ,  — ^^ 

VII.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  la  théorie  de  la  divisibilité. 
U„,  est  divisible  par  L„  quand  m  est  divisible  par  n;  de  même  pour  V„„  V„,  à 

condition  que  m  soit  impair.  U„  et  V„  sont  premiers  entre  eux. 

Vin.  Des  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U„  et  V„  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  paires  et  impaires  de  l'argument  n. 

IX.  Des  formules  concernant  l'addition  des  fonctions  numériques. 

Le  produit  de  n  termes  consécutifs  de  la  série  U„  est  divisible  par  le  produit 
des  II  premiers  termes. 

X.  De  la  somme  des  carrés  des  fonctions  numériques  U„  et  ^'„. 

XI.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  la  théorie  du  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  U„  et  de  U„  est  Ud,  en  désignant  par  D  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  m  et  n. 

XII.  De  la  multiplication  des  fonctions  numériques. 

XIII.  De  la  loi  de  la  répétition  des  nombres  premiers  dans  les  séries  récur- 
rentes simplement  périodiques. 

Si  À  désigne  le  plus  grand  exposant  d'un  nombre  premier  p  contenu  dans  U, 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de/>  qui  divise  U^„  est  égal  à  a  --i. 

XIV.  Nouvelles  formes  linéaires  et  quadratiques  des  diviseurs  de  U„  et  de  V„. 

XV.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  les  radicaux  continus. 

XVI.  Développements  des  puissances  de  U„  et  de  V„  en  fonctions  linéaires  des 
termes  dont  les  arguments  sont  des  multiples  de  n. 

XVII.  Autres    formules    concernant   le    développement   des    fonctions    numé- 
ri([ues  U„  cl  V„. 

XVIII.  Développements  eu  séries  des  irrationnelles  et  de  leurs  logarithmes  né- 
périens. 

XIX.  Sur  le  calcul  rapide  des  fractions  continues  périodiques. 

XX.  Des  relations  des  fonctions  U„  et  V„  avec  la  théorie  de  l'équation  binôme. 
p  désignant  un  nombre  premier,  le  quotient  ^-~  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Y^  — />Z2     ou     AY'-^pZ- 
suivanl  (jue  l'on  a 

p  "d^i     (mod  '()• 

X\l.  Sur  les  con^ruences  du  triangle  arithmétique  de  Pascal  et  sur  une  géné- 
ralisation du  théorème  de  Fermât. 

XXII.  Sur  la  théorie  des  nombres  premiers  dans  leurs  rapports  avec  les  pro- 
gressions urithmétiqiu's. 
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Wlll.  Sur  lii  lliiMiric  des  munliivs  premiers  dans  leurs  rap])()rts  avec  les  pro- 
gressions i;éoinélri(]iios. 

XXIV.  De  l'apparilion  des  iininl)rcs  premiers  dans  les  séries  récurrentes  de 
première  espèce. 

En  désignant  par  ■■s{m)  le  uumbrc  des  nombres  premiers  inférieurs  à  m,  on  a 

Uj(„,)-=^  o     (mod  w). 

Si  l'on  appelle  di\iseuis  propres  de  U„  les  facteurs  premiers  de  U^  qui  ne 
divisent  pas  les  fonctions  d'indice  moindre,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

Les  diviseurs  impropres  des  termes  \J,^sont  des  diviseurs  propres  des  termes 
dont  le  rang  est  un  diviseur  de  n. 

Les  diviseurs  propres  des  termes  U„  des  fonctions  périodiques  de  première 
espèce  appartiennent  à  la /orme  2kn-\-i;  enfin  ces  diviseurs  appartiennent 
aux  diviseurs  de  la /orme  fjuad/atirjue  x^±:py-. 

Ces  propositions  permettent  de  déterminer  les  diviseurs  des  fonctions  numé- 
riques de  première  espèce. 

XXV.  De  l'apparition  des  nombres  premiers  dans  les  séries  récurrentes  de  se- 
conde et  de  troisième  espèce. 

Si  le  nombre  premier  p  divise  A,  il  divise  aussi  le  terme  U^  d'une  série  de  se- 
conde espèce. 

Suivant  que  l'on  a  (  -  1  =  ~  i,  le  nombre  premier  p  divise  le  terme  Up-^,  d'une 

série  de  seconde  ou  de  troisième  espèce;  dans  les  mêmes  conditions  et  si  l'on  a 

affaire  à  une  série  de  seconde  espèce,  les  diviseurs  propres  de  U„  sont  de  la 

forme 

y?  =  /.-  (1)  ~r  I . 

XXVI.  Sur  la  périodicité  des  fonctions  numériques  et  sur  la  généralisation  du 
Canon  arithmeticus. 

Si  m  désigne  un  nombre  premier  avec  le  produit  des  racines  d'une  équation 
du  second  degré  à  coefficients  commensurables 

ni  =  p~r°s'' . . .; 

si  l'on  désigne  par  A  le  discriminant  de  l'équation  et  si  l'on  fait 

*,„.,=/>-.-'-«-...[/'-(;^)]['--(7,)][»-(7j]-- 

ou  a 

L'<i.(,„i  =  o     (mod  m). 

XX^II.  Sur  l'inversion  du  théorème  de  Fermât  et  sur  la  vérification  des 
grands  nombres  premiers. 

Si,  dans  l'une  des  séries  récurrentes  U„,  le  terme  Up_,  est  divisible  par/»,  sans 
([u'aucun  des  termes  de  la  série,  dont  le  rang  est  un  diviseur  de  p  — i,  le  soit, 
le  nombre  p  est  premier  ;  de  même,  si  U  ,  est  divisible  par  p  sans  qu'aucun  des 
termes  de  la  série,  dont  le  rang  est  un  diviseur  de  /)  -f-i,  le  soit,  le  module  p 
est  premier. 

X\^III.   Sur  Ni  dixision  ;;i'i)rni'lri(|ue  de  la  circonférence  en  parties  égales. 
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WIX.  Sur  la  vt'iifi(  ation  de  l'asserlioa  du  P.  IMerseiiiii'. 

X\\.  Sur  la  périodicité  numérique  des  cocfficienls  dillérentiels  des  fonctions 
rationnelles  d'exponentielles. 
Si  l'on  pose  symboliquement 

e'    .-  c'--'  ~ 

où,  dans  le  développement  du  second  membre,  on  remplace  E"  par  E„,  les 
nombres  entiers  E",  dits  eulériens  i)ar  M.  Sylvester,  jouissent  des  propriétés 
suivantes  : 

Si p  est  un  nombre  premier,  la  somme  des  nombres  euleriens,  pris  cwec  les 
signes  alternés  -H  et  — ,  dont  l'indice  est  plus  petit  que  p,  est  di^'isiOle  par  p. 

Les  résidus  des  nombres  eulériens,  suivant  un  module  premier  quelconque,  se 
reproduisent  périodiquement  dans  le  même  ordre,  comme  les  résidus  des  puis- 
sances des  nombres  entiers. 

Eddy  (II.).  —  L'arche  élastique.  (241-244  )• 

mil.  —  Recherclies  sur  la  théorie  de  la  Lune.  (^./{j-iGo). 

Ilalsted.  —  Bibliographie  de  l'hjperespace  et  de    la  Géométrie 

non  euclidienne.  (261-276;  384-385). 

Titres  des  travaux,  sur  ces  sujets,  dus  à  Lobatchefsky,  Gauss,  Bolyai  (W. 
et  J.),  Jacobi,  Grassmann,  Cayley,  Sylvester,  Riemann,  Salmon,  Baltzer,  Hoïiel, 
Bcltrami,  Battai;lini,  Helmholtz,  Potocki ,  Darboux ,  Kroneckcr,  ChristofTel, 
ClilTord,  I^ipschitz,  Genocclii,  Nôther,  Betti,  de  Tilly,  Becker,  Schlaefli,  Béez, 
Rosanes,  Flye  Sainte-Marie,  Lie,  Klein,  Saleta,  Ivônig,  Jordan,  I<"rischauf,  Kober, 
Hoffmann,  Freye,  Cassani,  Frahm,  Lindemann,  d'Ovidio,  Stahl,  Schering, 
Spilz,  Halphen,  Escherich,  Spottiswoode,  Lewes,  Funcke,  Zollner,  Frank,  Gûn- 
tlier,  Réthy,  Frankland,  P>dmann,  .fichier,  Cantor,  Newcomb,  Tanncry  (P.), 
Liirotli,  ^^■eisseuborn,  Agolini,  Bouniakofsky,  Schmitz-Dumont,  jMouro,  Young. 

Mallet.  —  Quelques  remarques  sur   un  passage  du  Mémoire  du 
professeur  Sylvester  siu^  la  théorie  atomique.  (277-281). 

Mallet.  —  Données  historiques  sur  la  découverte  de  la  loi  de  ihi- 
lence.  (282). 

Hammond.  —  Description  mécanique  des  ovales  de  Descartes. 

(283). 

Dixon.  —  JNouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équations  du 
quatrième  degré.  (283-284)- 

hendall.  —  Sur  un  procédé  rapide  pour  la  résolution  du  cas  irré- 
ductible de  Cardan.  (28J-287  ). 
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Ghisitdn.  —  Extension  du  llK-orrnic  de  Ta\lor.  ('.^87-288). 

Dcnidiislral  ion  di-  la  rm'nuilc 

/{x  -!-  a  +  ^  -H  c  -I-  e. . .) 
=  f{x-\-b  +  c  +  e+...) 

-;-  /     da  f  {x -\- c -\- e -\ ) 

•-0 

cl(t  t/(^a-h  ù)/"{x-r- e -'-...) 

•-  0         i   0 

+  /     liai  d{a  +  b)l  d{a -+- b -\- c)/"'{x -r  . . .) 

•-^0         -'0  ^^0 


Edclv.  —  Sur  les  deux  méthodes  réciproques  générales  de  la  Sta- 
tique graphique.  (289-335). 

Après  avoir  donné  quelques  renseignemenls  historiques  sur  le  développement 
de  la  méthode  de  la  Stalique  graphique,  l'auteur  fait  reniarijuer  que  Poncelet, 
dans  un  travail  inséré  dans  le  Mémorial  de  l'Officier  du  Génie,  n°  12,  a  fait 
poser  les  bases  d'une  seconde  méthode  fondamentale,  aussi  générale  que  celle  du 
polygone  des  forces,  et  qui  est,  en  quelque  sorte,  réciproque  à  cette  dernière; 
c'est  celte  méthode  que  développe  .M.  Eddy. 

Lipscliitz.  —  Démonstration  d'un  théorème  fondamental  obtenu 
par  M.  Sylvester.  (336-34o). 

Voir  le  Mémoire  de  .M.  Sylvester  contenu  dans  le  tome  8Ô  du  Journal  de 
Borchardt. 

Sylvester.  —  Note  sur  le  théorème  contenu  dans  le  Mémoire  du 
professeur  Lipschitz.  (34  '-343). 

Muir.  —  Lettre  au  professeur  Sylvester  sur  le  mot  continuant. 

(344). 

Frankland.  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Sylvester.  (34j-349)- 

Clifford.  —  Application    de   l'Algèbre  extensive  de  Grassmann. 

(35o-358). 

Craig  (  T.).  —  Mouvement  d'un  point  à  Li  surface  d'un  ellipsoïde. 
(359-364). 

Le  point  est  atliré  par  le  centre  prnporliuMncllemenl  à  la  distance. 
Franklin .  —  Sur  un  projjlèmc  disojuérisme.  (  365-368). 
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Franklin.  —  Sur  une  forme  exponentielle  indéterminée.  (368- 
369). 

Sflvester.  —  Table  synoptique  des  invariants  et  des  covariants 
irréductibles  d'un  quinlic  binaire,  avec  une  scholiesur  un  théo- 
rème relatif  aux  hvperdéterminants  conditionnels.  (370-3^8). 

Hobnan  et  Engler.  —  Là  tangente  à  la  parabole.  (379-383). 

Cayley.  —  Mécanisme  pour  la  construction  de  x'-.  (386). 

Philipps  {W-)'  —  Mécanisme  pour  la  construction  de  la  lemnis- 
cate.  (386). 

Loiidon  (J.).  —  Equations  d'Euler.  (387-388). 


CRÔNICA  CIENTIFICA.   Revista  internacional  de  Ciexcias,  piil)licada  por 
D.  Rafaël  Roig  y  Toures.  Rarcelona  (  •). 

La  Cronicacientijlca,  Revue  internationale  des  sciences,  diri- 
gée par  le  savant  don  Rafaël  Roig  y  Torres,  de  Barcelone,  a 
commencé,  avec  Tannée  1881,  sa  quatrième  année  de  publication. 
C'est  à  notre  connaissance  le  seul  recueil  de  ce  genre  qui  se  publie 
en  Espagne. 

La  Cronica  cientifica  embrasse  dans  son  cercle  d'études  non 
seulement  les  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  mais 
aussi  les  sciences  physiques  et  naturelles  et  leurs  diverses  applica- 
tions à  la  médecine,  à  la  pharmacie  et  à  l'agriculture.  Laissant  de 
côté  les  travaux  qui  ne  rentrent  pas  dans  le  domaine  plus  circon- 
scrit du  Bulletin,  nous  nous  bornerons  à  regret  à  donner  ici  sim- 
plement la  liste  par  noms  d'auteurs  des  diverses  questions  mathé- 
matiques et  astronomiques  qui  ont  été  traitées  dans  les  vingt-quatre 
livraisons  de  la  Cronica  cientifica  pendant  le  cours  de  l'année 
1880. 


(')   Paraissaril  rlcii\  tV>is  par  iiioi.>.  Callc  rir  l'onlHnclla.  niini.  jS. 
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MATHEMATIQUES. 


A.  An<iOl.  —  ISouvelIcs  Tal)los  pour  calculer  les  hauteurs  par  le 
moyeu  des  observalions  baromélriques.  (5G6). 

D.  Carri'rc.  —  Tliéorùuies  relalifs  à  la  décomposiliou  des   poly- 
nômes (3oo). 

L.  Chiiidna  y  Ricart.  —  Application  des  déterminants  à  la  Tri- 
gonoMiétrie.  (aoi). 

L.  Clariaud  Y  Ricart.  — ■  Application  des  déterminants  à  la  réso- 
lution des  équations  du  quatrième  degré.  (420). 

L.    Clariana    y  Ricart.    —    Points    ombilicaux,    de    l'ellipsoïde. 

(52l). 

G.   Enestrbm.    —   Lettres  inédites   de  Bernoulli   à  Euler.    (Saq- 
353-377). 

Faye.  —  Variations   séculaires  de  la  figure  mathématique  de  la 
Terre.  (277). 

Govi.  —  Détermination  de  la  longitude  du  pendule  simple.  (365). 

Landolt.  —  Nouveau  télémètre.  (173). 

Landry.  '■ —  Décomposition  du  nombre  2*"'''-^- 1.  (366). 

Leclerc  et   de  Reriiardières.   —  Différence    de    longitude  entre 
Paris  et  Bonn  (348). 

Lefébure.  —   Sur  l'équation  j^" -f-r"  =  c".  (32o). 

Loewy  et  Th.  von   Oppolzer.  —  Différence    de    longitude  entre 
Paris  et  Bregenz  (i23). 

Marey.  —  Appareil  pour  étudier  la  marche.  (397). 

Marre  {Aristide).  —  Deux  règles  de  l'arithmétique  des  Hindous. 

(.53-177). 

E .  Mathieu.  —  Intégrations  relatives  à  l'équilibre  de  l'élasticité. 

('94). 
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C.-S.  Peirce.  —  \  aleur  de  la  gravité  (pesanteur)  à  Paris.  (820- 
323). 

J^.  Perrie/-.    —    Longitudes  et   latitudes    terrestres   en  Afrique. 

(495)- 

//.  Pesai.  —  Des  diverses  branches  de  la  Cinématique,  et  particu- 
lièrement de  la  Géométrie  cinématique  de  M.  Mannheim.  (4^). 

F.  de  Pocquifiny .  —  Calcul  de  la  somme  des  cubes  de    la  suite 
naturelle  des  n  premiers  nombres  entiers,  (i  19). 

ASTRONOMIE. 

Abnev.  —  Carte  photographique   de  la  portion   infra-rouge   du 
spectre  solaire  (99)- 

Airv  et  Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites   pla- 
nètes. (2-5  ). 

D'Apples.  —  Calcul  abrégé  de  la  hauteur  du  Soleil  (358). 

Parker.  —  Observation   spectroscopique   de  l'éclipsé   de  Soleil. 

(342). 

Pell.  —  Application  du  photophone  aux  bruits  qui  se  produisent 
en  la  superficie  solaire.  (538  ). 

Pigourdan .  —  Comète  de  Hartwig.  (5i5). 

Présil  (  S.  M.  l'Empereur  du).  —  Nouvelle  comète,  (i  24-140). 

Callandreau.  —  Opposition  des  petites  planètes.  (78). 

Callandreau.  — ^  Planète  21-.  (538). 

CJiapelas.  —  Etoiles  filantes  observées  les  9,  10  et  11  août  1880. 

(4i7'>- 
Chase.  —  Planète  intérieure  à  l'orbite  de  Mercure.  ("Sj. 

Chase.  —  Position  des  principales  planètes.  (235). 

Coggia.  —  Planète  21-.  (44'^)- 

Couche.  —  Photographie  du  spectre  solaire.  (192  ). 
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Cnils.  —  Invcsligalions  s|)CCtroscoj)iques  de  (juelques  étoiles  qui 
n'ont  pas  encore  été  éludit'cs.  i\6i). 

C/i//s.  —  Momcmenl    orhilal  j)rul)aljlc  de  quelques  systèmes  bi- 
naires du  ciel  austral.  Ç/\6i). 

Daifhrcc.  —  Chute  de  deux  météorites.  (348). 

Drnning.  —  Pluies  météoriques.  (iB^"). 

Drttper.  —  Photographie  de  la  nébuleuse  d'Orion.  (5i  j). 

Draper.  —  La  lumière  de  Jupiter.  (53 1). 

T)ii  Trcux.  —  Bolide  observé  à  Amiens  le  2  novembre.  (54i). 

Escrichn  y  Mieg.  —  Nouveau  sélénurium,  appareil  terro-lunaire. 

(^545).  ^ 

Fore.  —  L'IiNpothèse  de  Laplaee.  (209). 

Paye.  —  Origine  du  système  solaire.  (268). 

Ficvez.  —  Intensité  des  rayons  de  H  et  de  N  et  application  à  la 
constitution  des  nébuleuses.  (55g). 

Gaillot.  —  Sur  les  Tables  du  mouvement  de  Saturne.  (558). 

Gaussin.  —  Lois  relatives  à  la  distribution  des  astres  du  système 
solaire.  (i63-i84). 

Gouv.  —   Mesure   de  l'intensité  des  rayons  d'absorption  et   des 
ravons  obscurs  du  spectre  solaire.  (4-^)' 

JJenness)\  —  Figure  de  la  planète  Mars.  (32 1). 

IlaS'sius.  —  Spectres  photographiques  des  étoiles.  (-5-559). 

Jonssen.    —  \  isibilité  directe   du  réseau  (?)  photosphérique   du 

Soleil.  (5o). 

Janssen.  —  Taches  du  Soleil.  (io4). 

Janssen.  —  Photographie  de  la  chromosphère.  (348). 

Kojikolv.  —  Observations   spcctroscopiques   des  étoiles   fdantes. 
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Lamey.  —  Visibilité  directe  du  réseau  (?)  photosphérique  du  So- 
leil. (22-100). 

Landerer.  —  Géologie  lunaire.  (28i-3o5).- 

Landerer.  —  Atmosphère  des  corps  célestes.  (473). 

Landerer .  —  Appareil  pour  enregistrer  le  mouvement  des  astres. 

(542). 

Meldola.  —  Apparition  des  rayons  brillants  dans  le  spectre  so- 
laire. (44^ 

Moucliez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes.  (128). 

Observatoire  de  Meudon.  —  (78). 

Observatoire  de  Slelvio.  —  (7<))- 

Observatoire  de  Vile  de  la  Réunion.  —  (200). 

Perry.  —  Courant  d'étoiles  filantes,  (i). 

Pickering.  —  Découverte  atmosphérique.  (53 1). 

Rayet.  —  Position  de  la  comète  b  de  1880.  (276). 

Schaberle.  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète.  (221). 

Schmidt.  —  Les  queues  des  météores.  (225). 

Sc/iulhof  el  Rossert.  —  Comète  de  Hartwig.  (5-i). 

Smith.  —  La  grande  météorite  de  lowa.  (242). 

Stephan.  —  Comète  de  Schaberle.  (242). 

Swift.  —  Une  grande  comète.  (543). 

Tacchini.  —  Le  Soleil  durant  le  second  semestre  de  1879.  (164V 

Tacchini.  —  Le  fer  dans  les  pluies  météoriques.  (347)- 

Tacchini.  —  Diamètre  apparent  de  Vesta.  (347)- 

Tacchini.  —  Spectres  fugitifs  du  limbe  solaire.  (367). 

Tacchini.  —  Taches  et  facules  solaires.  (437). 

Tacchini.  —  Le  Soleil  durant  le  premier  semestre  de  1880.  (5io). 
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Tcmpcl.  —  La  comèlo  Faye.  (49^0- 
Thollon.  —  Tache  du  Soleil  le  3  jan\ier.  (  7(J)- 
Tliollon.  —  Taches  et  protubérances  solaires.  (i34)- 
Thollon.  —  Observations   sur  un  groupe   de  rayons  du   spectre. 

(4.()). 

Thollon.  —  Protubérance  solaire.  (440- 

Thollon.  —  Phénomènes  solaires  observés  àNice  le  28  mai.  (4G2). 
Thompson.  —  La  grande  météorite  de  lowa.  (23G). 
Tisserand.  —  Satellites  de  Mars  :  Phobos  et  Deinios.  (23). 
Tisserand.  —  Eléments  de  l'orbite  des  astéroïdes.  (SyO). 

Tiirner.  —  Occultation   de   l'étoile   64   du  Verseau  par  Jupiter. 

(137). 

JVerebrusoff.  —  Inégalités  séculaires  du  grand  axe  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  (564). 

TP'olf.   —    Statistique   des   taches    solaires  durant   l'année    183-9. 

(.22). 

Yoiing.  —  Variation  des  jours  terrestres.  (120). 

Z — Les  comètes  dans  le  moyen  âge.  (28,  ai,  147)- 

Aristide  Maiuie. 


I 


FORHANDLINGER  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania  ('). 


Année  1879. 

Les  Mémoires  de  celte  année  ne  contiennent  aucun  article  mathématique  dé- 
veloppé, mais  seulement  de  courtes  Communications  de  JM.M.  Bjerknes  et  Lie. 

Les  intéressantes  Communications  de  M.  Bjerknes  se  rapportent  aux  forces  de 
pression  produites  par  le  mouvement  de  sphères  dans  un  fluide  incompressible, 


(')  Voir  Bulletin,  lll^,  16G. 

liiill.  (les  Sciences  malhcin.,  ■.'.''  série,  t.  A'.    (Juillet    rSSi.)  1^-9 
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forces  qui,  dans  certains  cas,  présentent  une  remarquable  analogie  avec  les  forces 
naturelles  magnétiques  et  électriques.  Toutefois  les  forces  de  pression  dont  il 
est  question  agissent  toujours  dans  une  direction  opposée  à  celles  des  forces 
de  la  nature.  En  conséquence,  les  efforts  faits  depuis  de  longues  années  par 
M.  Bjerknes,  pour  expliquer  les  forces  de  la  nature  par  des  pressions  hydrodyna- 
miques, sont  restés  jusqu'à  présent  sans  résultat.  Les  résultats  mathématiques 
trouvés  par  M.  Bjerknes  ont  été  vérifiés  expérimentalement  de  la  manière  la 
plus  frappante  au  moyen  de  quelques  appareils  construits  par  Schjôtz  et 
Svendscn. 

Il  serait  à  désirer  que  les  recherches  étendues  de  AI.  Bjerknes,  qui,  aux  yeux 
de  l'auteur  de  cet  article,  sont  d'une  valeur  mathématique  incontestable,  ne 
tardassent  pas  à  être  communiquées  in  extenso  au  public  mathématique. 

Les  Communications  de  M.  Lie  concernent  les  surfaces  dont  les  courbes  géo- 
désiques  permettent  une  infinité  de  transformations,  les  surfaces  minima  et  les 
^surfaces  de  courbure  constante.  Elles  ont  été  développées,  depuis,  dans  le 
Recueil  norvégien  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenshab. 


Année  1880. 


Lie  (S.)  Résumé  d'une  théorie  d'intégration.  (i-4-) 

Il  existe  une  dépendance  générale  entre  la  théorie  de  Tintégration  des  équa- 
tions aux  différentielles  partielles  du  premier  ordre,  à  une  seule  fonction 
inconnue,  et  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  simultanées  aux  différen- 
tielles partielles  d'ordre  supérieur,  traitées  par  M.  Darboux,  qui  ont  une  inté- 
grale commune  contenant  une  ou  plusieurs  fonctions  arbitraires. 

Exemple  I.  —  Soient  données  deux  équations  du  second  ordre, 

^  {x,y,z.,p,q,i\s,t:)-=(y,     *  =  o, 
possédant  une  intégrale  générale  avec  une  fonction  arbitraire.  Posons 

dx  Oz     '    dp  àq  ' 

-,—  ■+-  q  ■ — -  -T s  -h  -,  -  ^  —  o, 

ny  (Jz        dp  oq 

et  formons,  par  l'élimination  de  r,  s,  t,  une  équation  de  la  forme 

^/  àV)    du    àV    rR'    r)l]\ 

\    '-"    '^  '  ^    ûx     ôy    Oz     (Jp    ûq  j 

L'intégration  du  système  F  =0,  ^  =  o  se  réduit  à  l'intégration  de  Q.  =0. 
Exemple  II.  —  Soient  données  trois  équations, 

/i  =0.     /.  =  ")     /i  =  o> 
entre 

x,y,z,z,,p,p„q,q^, 

et  admettons  roxistencc  d'une  intégrale  générale  avec  une  fonction  arbitraire. 
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ily         Oz   '^ 

l'usons 


cl  formoii.-,  i)ar  l\;liininulinii  de  p.  Ji,,  fj,  y,,  mie  relaliun  <Ic  lu  forme 

/  ,)V     <)V     àV     ')V\ 

iîl  X,  y.  z.  z,,  — ,  — ,  — y  -—  )=  o. 

V      •  '    du:     <)y     Oz     OzJ 

L'intégration  du  système /^  —  o  se  ramène  à  celle  de  £î  —  o. 

D'une  manière  analogue,  l'intégration  dun  système  composé  d'un  nombre 
suffisant  d'équations  aux  différentielles  partielles  du  7?'*""  ordre  avec  m  variables 
indépendantes  se  ramène  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  du  premier 
ordre  à  une  seule  fonction  inconnue.  Cette  dépendance  remarquable  ressort  de 
la  manière  la  plus  frappante,  lorsqu'on  prend  pour  base  la  généralisation,  due  à 
l'auteur,  de  la  notion  de  solution  complète  d'un  système  d'équations  aux  diffé- 
rentielles partielles  du  premier  ordre. 

Le  reste  du  Volume  ne  contient  plus  d'articles  matliémaliques.  si  ce  n'est  de 
courtes  Communications  de  M.  Lie  sur  les  surfaces  de  courbure  constante,  et  de 
M.  Bjerknes  sur  les  analogies  hydrodynamiques  avec  les  actions  magnétiques  et 
électriques,  ainsi  qu'une  brève  discussion  entre  MM.  Bjerknes  et  Lie  au  sujet 
de  la  convenance  des  dénominations  de  Hydromagnétisme  et  de  Hydro-électri- 
cité, introduites  par  M.  Bjerknes. 

S.  L. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  m\.  Gero.no  et  Cii. 
Brisse  (').  —  "i."  série. 

Tome  XX;  1881,  i'''  semestre. 

Hcnrv  {€.).  —  Sur  le  calcul  des  dérangements,  (j-9  )• 

Solution  de  ce  problème,  proposé  par  ^L  J.  Bertrand  :  «  Combien  y  a-t-il  en 
tout  de  dérangements  dans  le  Tableau  des  permutations  des  n  premiers  nom- 
bres ?  » 

Lucas  (  t\').  —  Sur  la  déformation  du  cache-pot.  (9-1 1). 

Considérations  intéressantes  sur  les  hyperboloïdes  homofocaux  à  une  nappe. 

Kœnigs  (G.).   —  Construction  de  la   parabole  osculatrice  en  un 

point  d'une  courbe,  (i  1-12). 

Cette  construction  s'appuie  sur  la  longueur  du  rayon  de  courbure  en  un  point 
d'une  parabole. 


(')  \'(>ir  Bal/clin.   IV,.  260. 
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Lebrun  (L.).  —  Solution  géométrique  d'une  question  proposée 
en  1879  au  Concours  d'agrégation  pour  renseignement  secon- 
daire spécial.  (i2-i3). 

Perspective  d'une  hélice  sur  un  tableau  perpendiculaire  à  l'axe,  le  point  de 
vue  étant  sur  l'axe. 

Hilairc  (^-i--)-   —  Solution  d'une  question  proposée  en   1876  au 
Concours  entre  les  classes  de  Mathématiques  spéciales  de  l'Aca- 
démie de  Douai.  (14-17)- 
Sur  les  normales  abaissées  d'un  point  mobile  à  une  ellipse. 

Michaux  (C).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques 
spéciales  proposée  au  Concours  général  de  1878.  (17-20). 

Sur  des  surfaces  de  révolution  du  second  degré  passant  par  six  sommets  d'un 
ellipsoïde  fixe. 

Griess  {J-)-  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  général  de  1879.  (20-27). 
Lieu  relatif  à  riiiterseclion  d'un  hyperboloïde  et  d'un  cylindre  de  révolution. 

Griess  (J.).  —  Solution  de  la  question  proposée  en    1879,  pour 

l'admission  à  l'Ecole  Normale  supérieure  (27-35). 

Propriétés  d'un  ellipsoïde  admettant  pour  diamètres  conjugués  les  trois  droites 
qui  joignent  les  milieux  des  arêtes  opposées  deux  à  deux  d'un  tétraèdre. 

Fauquembergue  {E.).  —  Solution  d'une  question   de  licence  : 

Faculté  de  Paris,  1875.  (35-38). 

Courbe  telle  que  son  rayon  de  courbure  soit  dans  un  rapport  donné  avec  celui 
d'une  des  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Laurent  {IL).  —  Réduction  de  deux  polynômes  homogènes  du 
second  degré  à  des  sommes  de  carrés.  (38-48). 

Intéressante  étude,  se  rattachant  à  la  théorie  des  substitutions  linéaires  et 
donnant  lieu  à  des  interprétations  géométriques  dignes  de  remarques  parmi 
lesquelles  nous. nous  contenterons  de  citer  ces  deux  résultats  : 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  un  double  contact  ont  une  infinité  de 
tétraèdres  autopolaires  communs  ; 

Deux  surfaces  circonscrites  n'ont  pas  de  tétraèdres  autopolaires  communs. 

Celte  étude  se  divise  comme  il  suit  :  Considérations  générales  ;  —  démon- 
stration d'un  lemme;  —  discussion  des  résultats;  — interprétation  géométrique. 

Questions  puorosÉr^s  :  13o6,    i3o7.  (48). 

Candèze  (G.).  —  Sur  la  détermination  d'une  limite  supérieure 
des  racines  d'une  équation.  (49-53). 
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L'olijfl  de  l'article  est  de  iloiinor  une  liniilc  <iiii  lasso  iiiUTVfiiir  le  raiif;  du 
ternie  négatif  dont  le  cocflirient  est  le  plus  grand  en  \ali-ur  ;ili^iiliie;  c'est  ce 
que  ne  font  pas  les  règles  de  Mailanrin  el  do  [.arrange. 

Iliinyadv  [E .).  —  Sur  la  tlclcnninaLion  dti  cercle  osculalciir  d'une 
courbe  à  double  courbure.  (53-55). 

Emploi,  dans  le  calcul,  des  déleniiinants. 

Faiiquembergiie  {£.).  —  Solution   d'une  question  de  licence  : 

Faculté  de  Lille,  novembre  1878.  (dS-jj). 

Lignes  tracées  sur  une  surface  de  révolution,  et  telles  que  le  plan  oscillateur 
en  chaque  point  comprenne  la  normale  à  la  surface. 

Barbarin  (P-)-  —  Solution  d'une  question  d'Analyse  proposée 
au  Concours  d'agrégation  de  1878.  (57-65). 

Problème  relatif  à  lellipsoïile.  L'auteur,  après  l'avoir  résolu  par  le  calcul,  en 
donne  une  solution  géométrique  fort  simple. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  proposée  en  1879  pour 
le  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique.  (65-73). 
Sur  une  conique  à  centre. 

J]  eill.  —  Théorèmes  sur  les  normales  à  l'ellipse.  (73-94^  iio- 
112). 

L'auteur  démontre  quatorze  propositions  relatives  à  l'ellipse  ou  à  l'ellipsoïde. 
Plusieurs  d'entre  elles  se  rattachent  à  ses  précédents  travaux,  fort  intéressants, 
sur  les  triangles  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  deux  coniques. 

Correspodajnce.  —  M.  E.  Amigues  :  «  A  propos  d'une  méthode 
de  transformation  des  figures,  due  à  M.  de  Longchamps.  » 
(94-93)- 

PuBLiCATiozvs  RÉCENTES.  —  1.  Traité  de  Géométrie  supérieure, 
par  M.  Chasles;  2^  édition,  Paris,  1880.  —  2.  Leçons  sur  la 
Géométrie,  par  M.  A.  Clebsch,  traduites  par  A.  Benoist  :  t.  Il, 
Courbes  algébriques  en  général  et  courbes  du  troisième 
ordre  ;  Paris,  1880.  —  3.  Eléments  de  calcul  approximatif,  par 
Ch.  Tluchonnet;  3^  édition;  Paris,  1880.  —  4.  Exposition  géo- 
métrique des  propriétés  générales  des  courbes,  par  Ch.  Ru- 
chonnet;  4^  édition;  Paris,  1880.  - —  o.  Etudes  géométriques  et 
cinématiques  ;  Note  sur  quelques  questions  de  Géométrie  et  de 
Cinématique,  et  réponse  aux  réclamations  de  ]\L  l'abbé  Aoust, 
par  E..-f.  TTabicli  :  Lima,    i<SSo.   —  6.  American  .T<uirn;il  (»f  Ala- 
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thematics;  editor  in  chief  J.-J.  Sjlvester  ;  Vol.  111,  n°  2; 
Cambridge,  1880.  —  7.  Alll  délia  R.  Accademia  dei  Lincei, 
1880-1881  ;  Transunti,  vol.  V.  fascicoli  1°,  2",  3";  Roma,  1881. 

(95-9^)- 

Question  proposée  :  13oo.  (96). 

Bie]iler[C]i.).  —  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes 
algébriques.  (97-110). 

Suile  de  Tarticle  antérieurement  publié  clans  le  même  Recueil  (voir  Bulletin 
IV;,  260);  on  y  trouvera  une  discussion  complète  des  diverses  singularités  pos- 
sibles, fondée  sur  l'emploi  uniforme  de  la  méthode  imaginée  par  l'auteur. 

Picart  (A.).  — ■  Surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de  révolu- 
tion, (i  i3-ir^o). 

L'auteur  reprend  la  question  consistant  dans  la  recherche  des  surfaces  qu'on 
peut  décomposer  en  carrés  infinimenl  petits,  par  des  lignes  géodésiques  et  leurs 
trajectoires  orthogonales.  M.  Ilaton  de  la  Goupillière  a  démontré  en  186'j  que 
les  seules  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  sont  les  surfaces  applicables  sur 
des  surfaces  de  révolution.  C'est  ce  qui  est  de  nouveau  démontré  dans  le  présent 
article,  au  moyen  des  principes  les  ])lus  simples  de  la  Géométrie  des  surfaces. 
Comme  application,  M.  Picart  recherche  ensuite  quelle  est  la  surface  de  révo- 
lution sur  la(|uelle  peut  s'appliquer  la  surface  de  la  vis  à  filet  carré. 

Griess  {J-)-  —   Solution  de   la  question  proposée  au   Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Normale  en  1880.  (120-127). 
Problème  relatif  au  paraboloïde  liyperlioliquc. 

Lez  {H.).  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  le  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1880.  (127-131). 
Propriétés  d'un  système  d'hyperboles  équilatères. 

Crétin.  —  Sur  l'équation  de  Hesse  aux  points  d'inflexion.  (i3i- 

Application  des  identités  d'Euler  sur  les  fonctions  homogènes. 

Colliii  (J-)-  —  Sur  le  théorème  de  Rolle.  (i 02-1 33). 

Démonstration  s'appliquant  exclusivement  aux  équations  algébriques. 

Lebon  {E .).  —  Normale  menée  à  une  conique  à  centre  d'un  point 
de  l'axe  focal.  (i33-i34)- 

Propriété  de  la  perpendiculaire  à  l'axe,  menée  par  le  pied  de  la  normale. 
Concours  gé]néI!Al  de  1880.  —  Mathématiques  spéciales,  Philaso- 


ItKVCK   DES   l'L'IUJ CATIONS.  i3ï 

|)liio,  Mathémallquos  clémcnlaircs,  llliéloriquc,  Seconde,  Troi- 
sième. Enoncés  des  composilions.  (i34-i^>7)- 

Nécrologie.  —  Notice  sommaire  sur  Giiislo  Bellavilis.  (i8u3- 
icSSo),  par  un  ahonné.  (^\[\--\'M)). 

CoRKESPOKDAiNCE.  —  Général  Parmentier  :  «  Sur  l'origine  du  mol 
algèbfe.  »  —  D.  Marchand  ;  «  Sur  la  somme  des  cinquièmes 
puissances  des  ii  premiers  nombres  enliers.  »  —  H.  Faure  : 
((  Sur  un  lliéorème  de  M.  Weill;  relatif  à  un  pohgone  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  circonférences,  o  —  P.  JNlansion  :  «  Sur  un 
théorème  que  IM.  Weill  lui  attribue  par  erreur.  »  —  M.  Roc- 
chetti  :  Sur  les  questions  1340  et  13o3.  (i3()-i4'3). 

Questions  proposées  :  13o9  à  1361.  (i44)- 

Picait.  (A.).' —  Nouvelle    méthode    d'intégration    de   l'équation 

différentielle  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde,  (lio-i/iq). 

L'auteur  essaye  d'intégrer  directement  l'équation,  sans  passer  par  le  détour 
d'une  différentiation  dont  l'objet  est  d'éliminer  les  constantes. 

Moret-Blanc.  — Questions  d'Analyse  indéterminée  proposées  par 
M.  Edouard  Lucas.  (i5o-i()o). 

Solutions  cnlirrcs  des  équations  suivantes  : 


X  ^  y 
x'' —  '^x-y'^-V-  'yy'^=  •3^    jy-'.-  ap'rj  -h  9-p-q^—  iprj^-h  rf' —  /■'', 
p''-\-  jr'rj  -^  ip'-rf  —  pq^^  q^  —  r\     pq(p'^—  q^)  +  ■2(p''-h  q'^f=  /•'. 

Weill.  —  Note  sur  la  cardioïde  et  le  limaçon  de  Pascal.  (iGo-i'ji). 

Démonstration  de  vingt  et  un  théorèmes  sur  les  courbes  du  quatrième  et  du 
troisième  degré. 

Faiiquembergiie  {E .).  —  Sur  une  question  de  licence.  (171-173). 

Cet  article  se  rapporte  à  un  passage  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathé- 
matique (novembre  1880)  concernant  un  énoncé  publié  par  les  Nouvelles  An- 
nales (a°  série,  t.  W,  p.  33). 

CouiiESPOJNDANCE.    —    ]M.   Dcsijoves    \    a  Au    sujet    des    questions 
P296etl324.  (i7:'.-i;5). 

Genèse  (B.-Jl  .).  —  Solution  de  la  question  1275.  (170-1-7). 

Thi'orrmo  sur  l;i  (".('(imi'lric  de  la  droite  cl  dti  jilan. 
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Bealis  (S.).  —  Solution  de  la  question  1313.  (177-178). 

p  étant  la  somme  de  n  cubes  entiers,  faire  que  p'q  soit  la  somme  algébrique 
de  n  cubes  entiers. 

Leiiiehitgel  {A.).  —  Solution  de  la  question  1342.  (178). 
Propriété  de  deux  normales  menées  d"un  point  à  un  paraboloïde. 

Laudiero  {F.).  —  Solution  delà  question  1344.  (179). 
Propriété  de  deux  coniques. 

Boudènes  (/.).  —  Solution  de  la  question  1348.  (180-182). 
Problème  relatif  à  la  parabole. 

Delacourcelle{J.-B.).  —  Solution  de  la  question  13o3.  (182-184). 
Propriété  du  triangle. 

Pecquery  {E .)  et  Chrétien  {E.).  —  Solution  de  la  question 
13oG.'(i84-i85). 

Il  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donnés  et  tangentes  à  une  droite 
menée  par  l'un  de  ces  points. 

Publications  RiLCEîv TES.  —  1.  Leçons  de  Statique  graphique,  par 
A.  Favaro,  traduites  par  P.  Terrier;  V^  Partie  :  Géométrie  de 
position;  Paris,  1879,  —  2.  Cours  de  Calcul  différentiel  et 
intégral,  par  J. -A.  Serret;  a'' édition,  2  volumes;  Paris,  1880. 

—  3.  Traité  d'Algèbre,  par  H.  Laurent;  S*"  édition,  3  volumes; 
Paris,  1881.  —  4.  Introduction  à  la  méthode  des  quaternions, 
par  C.-A.  Laisant;  Paris,  1881.  —  5.  Annuaire  pour  l'an  1881, 
publié  parle  Bureau  des  Longitudes;  Paris,  1881.  —  6.  Annuaire 
de  l'Observatoire  de  Montsouris  pour  l'an   1881  ;  Paris,    1881. 

—  7.  Eléments  d'Arithmétique,  par  J.-B.-V.  Reynaud;  Paris, 
18T9.  —  8.  Éléments  de  Géométrie,  par  A.  Amiot  ;  Paris,  1881 . 

—  9.  Traité  de  Géométrie  descriptive,  par  E.  Lebon;  i"  vo- 
lume et  supplément;  Paris,  1880  et  1881.  —  10.  Notions  de 
Trigonométrie;  Tours,  1879.  —  11.  Tirages  à  part;  annonce 
de  cinquante-huit  brochures  éti^angères  ou  françaises,  extraites 
pour  la  plupart  de  divers  Recueils.  (185-192). 

Questions  puoposées  :  1362  et  1363.  (192). 

Candèze.  —  Remarques  sur  le  théorème  de  Sturm.  (198-196). 

Propriétés    intéressantes    do  cprlaines   fractions   continues    obtenues    par    les 
fonctions  de  Slurin. 
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D'Ocaone  (M.).  —  Sur  la  conslruclion  de  la  normaK;  dans  11 11 
ceiialn  mode  de  génération   des  courbes  planes.  (197-200). 

Noie  de  Gcomrlric  infinitésimale;  on  en  déduit,  comme  cas  particuliers,  les 
ihéorémes  de  Joachimsllial  et  certaines  propositions  sur  les  ovales  de  Descartes 
et  les  lemniscates.  ' 

D'Ocagtiri^jM.).  —  Remarque  sur  le  centre  de  composition  d'un 

système  de  forces  quelconques  dans  le  plan.  (201). 

Addition  à  la  \ote  :  «  Sur  la  composition  des  forces  dans  le  plan.  »  Voir  même 
Recueil,  2®  série,  t.  \1\.,  p.  iij  (mars  1S80). 

Moret-Blanc.  —  Questions  d'Analyse  indéterminée  proposées 
par  M.  Edouard  Lucas.  (20i-2i3). 

Ces  questions  portent  principalement  sur  l'Analyse  indéterminée  des  troisième, 
quatrième  et  cinquième  degrés.  Parmi  les  plus  simples  d'entre  elles,  nous  citerons 
les  suivantes  : 

L'équation  biquadratique  x^ —  5j>^^  =  i  a  pour  unique  solution  entières:  =  3, 
y  =  2  ;  l'équation  (  j;  -4-  i)'  —  x''  ■=  z''  est  impossible  en  nombres  entiers  ;  trouver 
toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  la  somme  des  cinquièmes  puissances  des  x 
premiers  nombres  soit  un  carré  parfait. 

Henry  (C).   —    Sur  un  procédé  particulier   de  division  rapide. 

(2l3-2l5). 

Cette  Note  est  fondée  sur  des  développements  dignes  de  remarque,  sous  forme 
décimale,  de  fractions  dont  les  dénominateurs  se  terminent  par  9.  Voir  sur  ce 
sujet  un  Mémoire  de  Caucliy  (Comptes  rendus,  t.  XL  p.  853  ;  1841  ). 

Picart  [A .).  —  Condition  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène 
ayant  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  et  animée 
d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  autour  de  l'un  de  ces  axes. 
(216-220), 

L'auteur  se  propose  d'établir  par  une  voie  plus  élémentaire  les  équations  de 
conditions  découvertes  par  Jacobi  et  démontrées  par  M.  Liouville  {Journal  de 
l'École  Polytechnique,  XXIII"  cahier). 

Scholtz  (D^'yi.).  —  Résolution  de  l'équation  du  troisième  degré. 

(220-224). 

Emploi  —  un  peu  exagéré  peut  être  pour  une  question  de  celte  nature  —  des 
émanants,  covariants,  jacobiens,  liessiens,  discriminants  d'une  forme  cubique. 

Briot  {F.).   —    Résolution   de   l'équation    du   quatrième    degré. 

(225-22y). 

Calcul  ingénieux,  mais  qui  ne  nous  semble  pas  constituer  une  simplification 
des  méthodes  connues. 

Bull,  des  Sciences  math.,  1"  Série,  t.  V.  (Août  1S81.)  R.  lO 
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Escary.  —  Sur  la  résolution  d'un  système  particulier  de  deux 
équations  simultanées  du  degré  m  à  deux  inconnues.  (227-229). 

Solntion  1res  élésante  du  système  ax"'  -)-  by'"  = 1 ;;;  =  c  par  la  considc- 

ration    du    triangle    ayant   pour    côtés   a,  b,    c,    considéi'ation    employée    par 
M.  Lannes,  ainsi  que  le  fait  remarquer  l'auteur  du  présent  article. 

Evesque.  —  Solution  d'une  question  de  licence  :  Faculté  de  Lille, 
novembre  18-8.  (229-231). 
Lignes  géodésiques  d'une  surface  de  révolution. 

Fauquemherf^ue  (E.).  —  Problème  de  Mécanique.  (23i-2^5). 

Équilibre  d'une  lige  rigide  pesante  appuyée  sur  deux  hémisphères  creux. 
—  Ce  problème  est  extrait  de  la  i\ouvelle  Correspondance  mathématique. 

Boudèncs  (J.).  —  Solution  d'une  question  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale;  première  session,  1879.  (îSS- 
238). 

Sur  un  S3'stème  d'hyperboles  équilatéres. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1880.  — 
Enoncés  des  compositions  de  Mathématiques  et  de  Géométrie 
descriptive  données  à  quelques  élèves  n'ayant  pu  concourir  que 
tardivement.  (238-240). 

Correspondance.  —  M.  E.  Lebon  :  Remarque  sur  un  article  de  lui 
(même  Recueil,  1881,  p.  i33  ;  voir  ci-dessus).  (240). 

Jablonski{E.).  —  Note  sur  les  limites  et  les  nombres  incommen- 
surables. (241-200). 

L'auteur  s'est  proposé  de  reprendre  les  principes  mêmes  de  la  théorie  des 
limites,  en  généralisant  le  théorème  fondamental,  ce  qui  permet  d'éviter  des 
difficultés  et  des  longueurs.  II  fait  ensuite  diverses  applications  à  la  longueur 
d'une  circonférence,  à  la  définition  d'un  radical,  et  aux  opérations  sur  les 
nombres  incommensurables. 

Baehr  {S.-F.-W.).  —  Note  sur  une  enveloppe.  (25o-252). 

Enveloppe  d'une  droite  qui  joint  les  extrémités  de  deux  aiguilles  d'une  montre, 
supposées  de  longueurs  égales. 

Moret-Blanc.   —  Questions  nouvelles  d'Arithmétique  supérieure 

proposées  par  M.  Edouard  Lucas.  (253-265). 

Les  questions  que  résout  M.  Moret-Blanc  se  rapportent  notamment  :  aux 
derniers  chiffres  des  termes  de  la  série  de  Lamé  o,  i,  1,2,  3,  5,  8,....  ;  —  à  la  re- 
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rlicrclii'  ilu  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  termes  de  celle  série;  —  à 
des  séries  récurrentes  plus  générales;  —  enfin  à  l'Analyse  indéterminée  et  à  la 
ihcoric  des  nombres  proinicrs. 

( -oRUEsi'OMiAiSCE.  —  M.  llaillccourt  :  Au  sujf't  du  planimèlrc  po- 
laire. —  M.  Barbarin  :  Réponse  aux  observations  de  M.  Haille- 
court.  —  Aï.  \.  Janiel  :  Ucinonstration  nouvelle  de  la  propriélc'; 
cpic  présentent  les  quatre  hauteurs  d'un  tétraèdre,  d'être  situées 
sur  un  même  liyperboloïde.  —  M.  Gambev  :  Sur  un  mode  de 
description  des  courbes  du  second  ordre.  (260-0-5). 

Hioux  (F.).  —  Note  relative  à  la  question  1210.  (2y6-27()). 

Enveloppe  d'une  sphère  (jiii  coupe  orthogonalement  une  sphère  fixe,  et  ([ui 
reste  tangente  à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  à  cenlie 
du  second  ordre. 

Geneix-Martin  {A.).  —  Solution  de  la  question  329.  (280-281  ). 
Sur  une  progression  géométrique  de  quaire  termes. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1308.  (281). 

Sur  la  cinématique  du  plan. 

Aignan  [A.).  —  Solution  de  la  question  13o7.  (282-288). 

L'énoncé  de  la  question  1.357  est  celui-ci  :  ABC  étant  un  triangle  donni^,  on 
joint  ces  sommets  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites  qui  détermi- 
nent sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  ;  trouver  le  lieu  du  point  O  pour 
lequel  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

A.  L. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  begriindet  von  A.  Clebscii  utid  C.  Neumann, 
gegenw'àrtig  herausgegeben  von  F.  Klei^  und  A.  IMayer  (') 

Tome  XV;   1879. 

Cantor  (G.).  —  Sur  les  variétés  de  points  infinis  linéaires.  (1-7). 

L'auteur  a  déjà  étudié  (')  avec  soin  le  concept  des  variétés  de  points  infinies 
linéaires,  et  il  a  fait  voir  que  ce  concept  est  essentiel  pour  la  démonstration  de 
la  représentation  uniforme  d'une  fonction  par  une  série  trigonométrique.  Depuis, 


(')  Voir  Bulletin.  VI,,   u^. 
(')  Mat  hem.  Anncilen.  V. 
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Dini  (')  et  Harnack  (')  ont  développé  encore  plus  loin  ce  concept,  et  ont  démontré 
son  importance  pour  les  théorèmes  fondamentaux  du  Calcul  intégral.  Dans  le 
présent  Mémoire,  l'auteur  montre  d'abord  que  les  variétés  de  points  se  divisent 
en  deux  espèces,  à  la  première  desquelles  appartiennent  toutes  les  variétés  qui 
renferment  un  nombre  _/?/îî  de  groupes  de  points  dérivés.  Ces  variétés  ne  sont,  dans 
aucun  intervalle,  denses  en  tous  points.  Par  dérivée  il  faut  entendre  la  variété 
de  tous  les  points  qui  jouissent  de  la  propriété  d'un  point-limite  de  P.  Dans  les 
multitudes  de  points  de  seconde  espèce,  le  nombre  des  sj^stèmes  dérivés  est 
infini. 

L'auteur  discute  ensuite  la  division  des  variétés  en  classes  de  même  puissance 
équivalentes.  Ces  variétés  sont  celles  dont  les  éléments  peuvent  se  correspondre 
chacun  à  chacun  uniformément.  Dans  les  multitudes  linéaires  de  points,  on  peut, 
avant  tout,  distinguer  deux  classes  :  premièrement,  la  classe  de  ceux  qui  ont 
même  puissance  que  la  suite  naturelle  des  nombres;  à  cette  classe  appartiennent 
toutes  les  multitudes  de  première  espèce  et  aussi  celles  delà  seconde,  telles,  par 
exemple,  que  la  multitude  composée  de  tous  les  points  d'un  intervalle  dont  les 
abscisses  sont  des  nombres  rationnels  ;  en  second  lieu,  la  suite  continue  des 
points  d'un  intervalle.  On  démontre  que  ces  classes  ne  peuvent  pas  être  mises 
en  correspondance  l'une  avec  l'autre  d'une  manière  uniforme. 

Uunvitz  [A.).  —  Sur  les  problèmes  de  Géométrie  infiniment  mul- 
tiformes, et  en  particulier  sur  le  problème  delà  fermeture.  (8- 

i5). 

Le  théorème,  consistant  en  ce  qu'une  équation  algébrique  à  une  inconnue 
possède  une  infinité  de  racines  dès  qu'elle  en  admet  plus  qu'il  n'y  a  d'unités 
dans  son  degré,  conduit,  dans  les  recherches  géométriques  sur  la  correspondance, 
à  ce  principe  général  : 

Si  entre  les  éléments  d'une  variété  rationnelle  d'une  dimension  il  existe 
une  correspondance  {m,  n),  et  si  dans  cette  correspondance  on  peut  signaler 
plus  de  ni  ^  n  coïncidences,  la  correspondance  aura  une  infinité  d'éléments 
de  cette  nature,  et  ainsi  chaque  élément  sera  un  élément  de  coïncidence. 

A  l'aide  de  ce  principe,  l'auteur  démontre,  de  la  manière  la  plus  simple,  les 
théorèmes  connus  de  Steincr  et  de  Poncelet  sur  les  séries  fermées  de  courbes 
tangentes,  ainsi  que  d'autres  théorèmes  analogues  à  ceux-là. 

Halphen.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques  pour  les  coniques. 
(i6--38;  fr.). 

Aperçu  des  résultats  que  l'auteur  a  développés  dans  un  Mémoire  publié  dans  le 
Journal  de  V École  Polytechnique,  45°  Cahier. 

Bâckliind.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre.  (39-85). 
Suite  des  recherches  publiées  par  l'auteur,  dans  les  Mathem.  Annalen,  t.  XI 


(')  Fundamenti  per  la  teorica  délie  funzioni  di  variabili  reali.  Pisa,  i8-8. 
(')  Elementc  der  Differential-  und  Integrnlrechnung.  Leipzig,  iS8i. 
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el  XIII,  sur  les  équations  aux  différenlielles  partielles  d'ordre  supérieur  qui  pos- 
sèdent deux  ou  plusieurs  séries  d'intégrales  premières. 

§  1.  Sur  les  systèmes  d'équations  aux  difTérentiellos  parlirlios  de  l'cspaïc  de 
trois  dimensions.  — §2.  Sur  les  équations  aux  difrércnliellcs  piirlicllcs  du  prc- 
Miior  et  du  second  ordre  qui  restent  invariables  après  une  iranslormation  de 
contact  infinitésimale.  —  §  3.  Sur  les  relations  qui  peuvent  avoir  lieu  entre  les 
l'ipiations  aux  difTérentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  de  l'espace 
de  quatre  dimensions.  —  §  4.  Des  équations  aux  iliUérenticllcs  partielles  d'ordres 
supérieurs  de  l'espace  de  quatre  dinieiisions.  ^  §  5.  Sur  l'extension  à  l'espace 
de  n  -H  I  ilimensions. 

Klein  (/'■)■  —  Stir  1rs  équations  dti  nnillijilicaleur  (  '  ).  (86-88). 

Si  l'on  désigne  par  ^,,  g^,  A  les  invariants  de  l'intégrale  elliptique  donnée; 
par  g'.,  g',,  A'  les  invariants  de  l'intégrale  transformée,  on  fait  voir  que,  déjà 
pour  'y  A',  dans  une  transformation  du  /!'<^ni<' ordre  {n  étant  premier  et  >  3),  on 
obtient  des  équations  du  {n  -\-iy^<ae  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions entières  de  g.,  g^,  y  A.  Pour  le  calcul  des  coefficients  de  cette  équation, 
l'auteur  développe  des  règles  générales.  Pour  n  =  5,  7,  i3,  on  obtient  les  mêmes 
équations  que  lauteur  avait  indiquées  précédemment  (-).  Pour  «  =  11,  l'équa- 
tion 

^"  —  90. 1 1 .  y  A.c"  -^  '(0. 1 1 .  12^3.  y  A.^'  —  i5. 1 1 .2i6g'3  y  A.û' 

—  2.II.(l2°',)2vÂ-'—   ï2^-,-2lfig-3.    vÂ.-  —11  =  0, 

(pour  z  ■=  \ y)  s'accorde  avec  certaines  indications  que  'SI.  Brioschi  a  déduites 
par  une  autre  voie  relativement  à  la  forme  de  ces  équations  (^). 

Noether  (M-).  —  Sur  les  équations  du  huitième  degré  et  leur  rôle 
dans  la  théorie  des  courbes  du  quatrième  degré.  (89-110). 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  d'abord  certains  systèmes  de  coniques  qui  se 
rencontrent  dans  l'étude  des  courbes  du  quatrième  ordre,  mais  dont  on  ne  s'était 
pas  occupé  jusqu'ici.  On  peut,  en  effet,  partager  les  28  tangentes  doubles  en  sept 
groupes  de  quatre,  de  telle  sorte  que  par  les  points  de  contact  de  cliaque  groupe  de 
((uatre  passe  une  conique,  ce  qui  fournit  pour  chaque  décomposition  un  système 
correspondant  de  sept  coniques.  Maintenant, de  ces  systèmes  septuples,  2^  .3i5  sont 
impropres,  parce  que  dans  ces  systèmes  chacune  des  coniques  joue  un  rôle  dis- 
tinct; mais,  outre  cela,  il  existe  i35  sj'stèmcs  propres. 

Pour  traiter  complètement  les  relations  de  ces  derniers  systèmes  entre  eux  et 
avec  les  autres  systèmes,  il  faut  développer  deux  théories  différentes,  que  l'au- 
teur expose  plus  en  détail  qu'il  ne  serait  immédiatement  nécessaire,  et  cela  en 
vue  de  les  rendre  susceptibles  d'applications  plus  générales.  Le  mode  habituel  de 
notation  des  tangentes  doubles,  au  moyen  des  couples  de  huit  quantités,  tels  que 
ceux  qu'emploient  Hesse,  Aronhold  et  Cayley,  distingue  ici  un  des  36  groupes 
de  courbes  de  contact  du  troisième  ordre  des  autres  groupes.  Cette  notation  a  dii 


(')  Pendiconti  ciel  H.  hlituto  Lonibardo,  3  janvier  1879. 
(^)  Alath.  Annalen.  t.  \I\',  p.   \\~  et  suivantes. 
C)  Annali  di  Malemalica.  2'"  série,  t.  I\.  p.   172. 
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par  conséquent  être  modifiée  de  façon  qu'elle  puisse  s'employer  commodément, 
pour  tous  les  passages  à  des  systèmes  quelconques. 

De  plus,  la  distinction  de  l'un  des  36  groupes  a  pour  conséquence  que  l'équa- 
tion aux  tangentes  doubles  se  réduit  à  une  surface  du  huitième  degré,  pour  la- 
quelle le  système  île  coniques,  si  l'on  en  adjoint  un,  fournit  une  résolvante  im- 
portante, savoir,  une  équation  du  septième  degré  dont  les  racines  se  rangent  en 
groupes  de  trois.  L'équation  modulaire  du  huitième  degré,  qui  correspond  à  la 
transformation  du  septième  degré  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  a  été  étudiée 
par  Galois,  Betti,  Kronecker,  Hermite,  possède  une  résolvante  du  septième  degré, 
avec  un  groupe  de  i68  substitutions.  Mais  la  propriété  la  plus  essentielle  de  cette 
équation  spéciale,  propriété  ([ui  n'a  pas  encore  été  énoncée,  consiste  encore  dans 
le  rangement  dont  nous  venons  de  parler  des  racines  en  sept  groupes  de  trois. 
De  plus,  Mathieu  a  traité  les  équations  du  huitième  degré  dont  les  racines  sont 
rangées  en  couples  de  groupes  de  quatre;  ces  équations  aussi  possèdent  la  résol- 
vante du  septième  degré,  avec  la  propriété  des  groupes  ternaires.  Ces  relations 
n'ayant  pas  encore  été  éclaircies,  l'auteur  les  développe  complètement.  Il  re- 
marque à  ce  propos  que  les  équations  générales  du  septième  degré,  douées  de  la 
propriété  de  présenter  des  groupes  ternaires,  sont  les  mêmes  que  celles  qui,  d'a- 
près les  nouvelles  communications  de  F.  Klein,  peuvent  se  résoudre  par  les  fonc- 
tions elliptiques  ('). 

Hahn  (J.).  — Recherches  sur  les  réseaux  de  coniques  dont  la  forme 
jacobienne  et  la  forme  hermitienne  s'évanouissent  identique- 
ment. (  I  I  I-I  2  i). 

Soient  aj-  =  o,  bi-  =  o,  rj-  =  o  les  équations,  représentées  symboliquement,  de 
trois  coni(jues;  leur  forme  jacobienne  sera 

o^hj.Cj.{abc), 
et  leur  forme  hermitienne 

(abu)  {bcu){cau). 

L'objet  du  présent  travail  est  de  répondre  à  la  question  de  savoir  de  quelle  es- 
pèce sont  les  réseaux  de  coniques  dont  la  forme,  soit  jacobienne,  soit  hermi- 
tienne, s'évanouit  identiquement.  L'auteur  parvient  aux  résultats  suivants  : 

1.  Si  la  forme  jacobienne  seule  s'évanouit  identiquement,  alors  toutes  les  co- 
niques du  faisceau  se  décomposent  en  deux  droites  passant  par  un  même  point. 
La  forme  hermitienne  est  alors  égale  au  cube  d'une  forme  linéaire  qui,  égalée  à 
zéro,  représente  l'éijuation  du  point  double  commun  à  toutes  les  coniques. 

2.  Si  la  forme  hermitienne  seule  s'évanouit  identiquement,  alors  toutes  les 
coniques  du  réseau  sont  réductibles,  et  ont  une  droite  commune  dont  le  cube  est 
représenté  par  la  forme  jacobienne. 

3.  Dans  le  cas  seulement  où  les  formes  jacobienne  et  herinitienuc  s'évanouissent 
à  la  fois,  le  réseau  de  coniques  se  réduit  à  un  faisceau. 

Stolz  (O.).  —  La  multiplicité  des  points  d'intersection  de  deux 
courbes  algébriques.  (122-160). 

La  multiplicité  de  tous  les  points  d'intersection  de  deux  courbes  algébriques, 
d'ordres  »«  et  «,  ¥{x,y)  =  o,  G(x,y)  =  o,  laquelle  reste  invariable  par  rapport 


(' ;  Repertorium  der  Mathein.  von  Kôitigsbcfger  u.  Zciinci-.  t.  Il,  p.  0^7. 
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aux.  Iraiisforniations  linéaires,  est  déterminée  par  Vordre  de  la  résolvante  dont 
Clebsch  a  fait  connaître  la  formation.  Le  même  ordre  fournit  le  produit  des 
équations  de  tous  les  points  d'intersection,  chacun  avec  leur  multiplicité  res- 
pective. 1/auleur,  en  se  posant  le  problème  d'obtenir  immédiatement  la  multi- 
plicité d'un  point  d'intersection  {Xf^,y^)  situé  à  distance  finie,  c'est-à-dire  du 
l'obtenir  sans  le  secours  des  transformations,  au  moyen  des  équations  F"  =  o, 
G  =  G,  parvient  à  ce  théorème  :  Si  l'on  forme  toutes  les  racines  y ^  de  l'équa- 
tion F  =  o  qui,  pour  lim  x  =  x,,,  se  c/iangent  en  >'„,  et  de  même  toutes  les  ra- 
cines y'^  de  l'équation  G  =  o  jouissant  de  la  même  propriété,  et  si  l'on  déve- 

lopjie  le  produit  II  (  )>  —  y^)  suivant  les  puissances  ascendantes  (entières) 

de  X  —  Xf„  l'exposant  du  premier  terme  de  cette  série  indiquera  le  degré  de 
multiplicité  du  point  {x„,yg).  La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  en 
étudiant  la  résultante  des  points  d'intersection  à  distance  finie,  au  point  de  vue 
de  la  multiplicité  de  ses  facteurs,  et  l'on  peut  effectuer  aussi  directement  le  dé- 
veloppement en  série  du  produit.  Cette  recherche  fournit  l'occasion  d'employer 
les  nombres  caractéristiques  introduits  par  M.  Halphen  ('). 

Au   moyen   de  la  résultante   X  =  H  (Vr~J''s)  et  de  la   résultante  analogue 

/•,  * 
IT  (x^ — Xs),  on  peut  encore  obtenir,  pour  la  multiplicité  totale  w  de  tous  les 
'",  •' 

jjoinls  d'intersection  à  distance  infinie,  les  relations  suivantes.  Si  F  et  G  sont 
respectivement  des  degrés  m  —  [x,  n  —  v  en  x,  et  des  degrés  m  —  ;j.',  n  —  v'  eay, 
la  multiplicité  des  points  d'intersection  à  l'infini  situés  sur  la  droite  X  =  o  sera 
donnée  par  l'expression 

/?;_,=  |x'v'-i- )>'+ S', 

où  £  +  a'=:  cj'  est  le  degré  en  x  de  la  résultante  X,  e  la  multiplicité  totale  des 
points  d'intersection  à  distance  finie;  la  quantité  3',  qui  est  un  nombre  positif, 
est  prise  parmi  les  exposants  du  développement  en  série  à  la  place  considérée.  On 
détermine  de  même  le  nombre  analogue  /?i,  =  jiv  +  X -i- ô.  Les  nombres  5  (et 
pareillement  ô')  s'évanouissent  dans  le  cas,  et  dans  ce  cas  seulement,  où  parmi 
les  facteurs  des  plus  hautes  puissances  de  x  dans  F  et  G,  le  premier  au  moins 
atteint  le  degré  ;jl,  ou  le  dernier  le  degré  v  en  y.  Si  oj,  est  la  multiplicité  totale 
des  points  à  l'infini,  non  situés  sur  o:  =  o  ni  sur_>'  =  o,  on  a  alors 

(i)  =  w,  -r-  «i,  -+-  m.,  =  ;j.v  -f-  ;j,' v'  -i-  7,  -f-  a'  -i-  6  -i-  o'  -f-  (j)|. 
On  a  donc 

£  =  mn  —  0)  =  (mn  —  ;j.v  —  li-'v')  —  )>  -—  a' —  ô  —  o' —  o), 

[.e  nombre  s  des  intersections  à  distances  finies  peut  ainsi  être  au  plus  égal  à 

{mn  —  |xv  —  n'v')  —  A  —  a' —  o),. 

L'auteur  démontre  alors  les  nombres  de  multiplicité  relatifs  aux  équations 
incomplètes,  et  en  même  temps  il  rectifie  d'une  part,  et  généralise  de  l'autre  les 
relations  données  par  Bézout  (  Théorie  générale  des  équations  algébriques, 
«779.  P-  '39)- 


C)  Journal  de  Lioavillc,  "•>'  séi-ic,  t.  II.  p.  Si|. 
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Konig  (J.)-   —   La   décomposition   en   fadeurs  des  tondions  en- 
tières, elles  problèmes  d'élimination  qui  s'y  rattachent.  (i6i- 

173). 

Dans  l'Introduction  à  ce  Mémoire,  l'auteur  dit  :  «  Les  considérations  que  Gauss 
a  employées  dans  la  deuxième  démonstration  du  théorème  fondamental  de  l'Al- 
gèbre se  composent  de  deux  séries  de  conclusions  essentiellement  différentes 
quant  à  leur  contenu.  La  première  de  ces  séries  peut  être  caractérisée  comme  une 
application  du  principe  de  l'élimination,  que  Gauss,  comme  il  ressort  de  ce  ISlé- 
moire,  a  bien  connu  et  appliqué,  mais  n'a  jamais  énoncé  généralement. 

»  A  la  suite  de  cela,  on  rencontre  une  idée  ayant  jusqu'à  un  certain  point  une 
existence  indépendante,  idée  qui  fournit  à  elle  seule  une  méthode  de  résolution 
des  équations  algébriques  et  qui  consiste  à  considérer  l'équation /(.r)  =  o  comme 
coexistant  avec  l'équation  F{x,  u)  =  o.  Si  l'on  choisit  maintenant  convenable- 
ment la  forme  de  F,  de  telle  sorte  que  l'équation  résultante  en  u  puisse  être  ré- 
solue, alors  l'équation  primitive  se  trouve  ainsi  décomposée  en  facteurs,  et  par- 
tant résolue. 

»  Dans  la  démonstration  donnée  par  Gordan,  dans  le  t.  X  des  Annalen,  du 
principe  fondamental  de  l'Algèbre,  la  simplification  essentielle  consiste  précisé- 
ment dans  le  choix  convenable  de  F  {x,  u),  de  telle  sorte  que  le  degré  et  toutes  les 
autres  propriétés  de  l'équation  en  u  puissent  être  aperçus  presque  immédiate- 
ment, et  l'on  obtient  par  là  une  démonstration  algébrique  du  théorème  en  ques- 
tion, d'une  clarté  et  d'une  brièveté  qu'il  serait  difficile  de  dépasser. 

»  Malgré  cela,  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  nous  livrer  ici  à  une  étude 
sur  l'autre  idée  fondamentale  du  Mémoire  de  Gauss.  Là  il  est  encore  fait  usage 
du  principe  de  l'élimination  en  question,  pour  discuter  complètement  l'équation 
en  u,  plus  compliquée  par  suite  du  choix  de  l'équation  F  (j;,  u)  =  0.  Or  ce  principe 
considéré  en  général,  contient  la  solution  complète  du  problème  de  la  décompo- 
sition en  facteurs  des  fonctions  entières,  de  sorte  qu'ainsi  la  demonstratio  nova 
altéra  fournit  les  matériaux  pour  deux  démonstrations  du  principe  fondamental 
complètement  indépendantes  entre  elles,  lesquelles  sont  de  nature  purement  al- 
gébrique, l'une  trouvant  sa  place  naturelle  dans  la  théorie  des  courbes,  l'autre, 
au  contraire,  ayant  la  sienne  dans  la  partie  de  l'Algèbre  dont  l'essence  consiste 
dans  l'emploi  des  méthodes  combinatoires.  » 

Koenigsherger  {L.).  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes 

aux  intégrales  elliptiques  et  hyperelleptiques.  (  174-200). 

Dans  le  Tome  86  du  Journalde  Borchardt,  l'auteur  a  traité  la  question  de  savoir 
si  l'on  peut  d'avance  indiquer  les  propriétés  caractéristiques  des  intégrales  ellip- 
tiques auxquelles  peuvent  se  réduire  certaines  intégrales  abélienncs  de  la  forme 


J Ax,"\JMj:)\dx, 


où  /désigne  une  fonction  rationnelle  et  R  une  fonction  entière  de  x.  Un  des  ré- 
sultats trouvés  dans  ce  Mémoire  est  énoncé,   dans  le   présent  travail,  de  la  ma- 
nière suivante  : 
Les  intégrales  de  la  forme 


/  •'i{x)\;ijw{x)\dx, 
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dans  lesquelles  r  et  n  sont  iircuiicrs  entre  eux,  fournissent,   comme  seules  for- 
mules possibles  de  réduction  aux  intégrales  elliptiques,  les  formules 


dont  la  dernière,  à  cause  de  la  transformabiiité  de  l'intégrale  elliptique  du  second 
membre,  se  confond  avec  la  première. 

L'auteur  fait  voir  maintenant  que  les  mêmes  théorèmes  absolument  subsistent 
lorsqu'il  s'agit  en  général  delà  réduction  de  formes  semblables  d'intégrales  poui' 
des  équations  algébriquement  résolubles,  c'est-à-dire  d'intégrales  de  la  forme 


/ 


QfP"  clx, 

O  et /?  étant  des  fonctions  algébriques  d'un  ordre  déterminé,  et  que  l'on  pose 
alors  la  question  de  savoir  comment  on  peut  représenter  effectivement  toutes  les 
intégrales  réductibles  à  la  forme  indiquée.  On  trouve  d'abord,  en  supposant, 
pour  plus  de  simplicité,  dans  la  transcription  des  résultats,  que  0.  et/>  désignent 
toujours  des  fonctions  rationnelles,  que  si  les  deux  fonctions /(a:)  et  Y{{x)  sont 
déterminées  de  manière  que 


"ir,       ,.,77TT^o,^J. 


Vi-f{x)    R(.r)j  Li-AV(x)    R{x)\=V{x) 

soit  une  fonction  rationnelle  n'ayant  que  des  facteurs  doubles,  toutes  les  inté- 
grales hyperelliptiques  de  première  espèce  réductibles  chacune  à  une  seule  inté- 
grale elliptique  s'obtiendront  sous  la  forme 


[c=/(x)v'R(.r)]. 

En  ayant  égard  à  la  multiplication  complexe  des  intégrales  elliptiques,  dont 
il  s'agit,  et  en  s'appuyant  sur  le  théorème  d'Abel,  on  trouve,  de  plus,  si  f{x)  et 
\\{x)  sont  choisis  de  telle  manière  que  l'expression 


f{x)    R(.j:)    —I  =  V  {X) 

ne  renferme  que  des  facteurs  doubles,  qu'alors  toutes  les  intégrales  abéliennes  de 
la  forme  demandée  qui  sont  réductibles  aux  intégrales  elliptiques  seront  contenues 
dans  l'expression 


/ 


'-/{x)K'{x)-^f{x)R{x) 


[\j\\{x)Y  dx. 


\\{x)\  J{x)   R(jr)f-i 
Par  la  subslilulioii  .:  =:  f{x)\_'\  \\{X)]'-.  cllc>  seront  rauJCIl^■l■^  ii  liiiicgralo  cl 


i46  SECONDE   PAKTIE. 

liplique 


/, 


dz 


Pour  la  foi-imile  de  récluclion 


il  n'y  a  rien  de  changé,  si  ce  n'est  que /(a:)  et  R{x)  doivent  être  déterminés  de 
telle  façon  que 


f{x)l/{x)    K{x)   -ij 
soit  un  carré  parfait. 

Enfin,  par  une  application  répétée  du  théorème  d'Abel,  on  conclut  que,  par  la 
forme  reconnue  nécessaire  de  la  formule  de  réduction 


/  '^{x)V\jY^{x)\\lx  =  I  -4^ 

'^  ''      \/  Z^  —  I 


on  peut  obtenir  toutes  les  intégrales  réductibles,  si  l'on  pose 


^/(.r)R'(x)+/(.r)R(^) 


!{(  J7)F(J7J 

la  fonction  rationnelle /(:c)  et  la  fonction  entière  R(:r)  devant  être  soumises  à 
la  condition  que 

7(^'R(.r)?-i 

soit  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  V{x). 

L'auteur  traite  encore,  de  plus,  la  question  de  la  réduction  des  intégrales  abé- 
liennes  contenues  dans  la  forme  précédente  aux  intégrales  hyperelliptiques.  et 
il  caractérise  l'équation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  multiplicateur  complexe  des 
intégrales  hyperelliptiques  obtenues.  11  étudie  ensuite  l'équation  de  réduction 


/ 


'^{x)\^''^\i\\{x)\  dx 

^  Ç  f^^i^dz,     ^    r  /(z,)dz,      ^  r  f{z^)dzp_^ 

dans  laquelle,  comme  il  résulte  des  théorèmes  généraux  de  la  théorie  de  la  trans. 
formation  des  intégrales  abéliennes,  les  quantités  -,,  z.^,  ...,  z^  représentent  les 
solutions  de  l'équation  du  ^iéme  degré 

où/,,/2,  ■■■,/p  sont  des  fonctions  rationnelles  formées  avec  les  quantités  qui  y 
sont  contenues,  et  où  les  irrationnalités  contenues  dans  les  quantités  z  sont  déter- 
minées par  une  expression  de  la  forme 

v^,j"+'-  .  =  F  \  ..p,  X.  [-^^VrT^]''  |. 

On  piMil  niiiiiil<'narit,  en   iHisant  |i;irronrirH  In  \  ariable  j;  des  contours  fermée. 
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iMiiKiii'i'  l'i-ijualidii  piécrileiile  ù  iiiir  aulic  dr  ht  ImiiK" 

fil   pusaiit 

Au  moyen  de  la  siilisliluliou 

fi  fi' 

a  étant  une  des  racines  (2/>  +i)i<^'iio<  primitives  de  l'unité,  et  m^  satisfaisant  à  la 
rongrueuce 

m^(A-  +  1)  ==  v     niod  (jp  -i-i), 

une  telle  somme  se  ramène  à  la  forme 


0    1,      ^  ^ 


et  on  la  traite  d'après  le  théorème  d'Abel,  en  cherchant  à  déterrniner  la  forme 
des  coefficients  indéterminés  du  théorème  d'Abel.  Le  résultat  s'énonce  ainsi  : 
L'équation 

est  de  telle  nature. que,  si  Ton  pose 


où  I  on  a 

y=  [-''^\/R{x)]'-,     et     }.(A-M):=I,     lliod  {.!/>  + 1), 

les  ([uantités 

w.,  w„  ...,  W^, 

étant  les  solutions  d'une  équation 

\\P-h  iîl,  W-'  +  iH,  WP-2  +  . . .+  iltp,,  W  +  iHp  :=  .), 

dont  les  coefficients  sont  composés   rationnellement  en  x,  tandis  que   les   iir'a- 
tionnalités 


peuvent  se  représenter  comme  des  fonctions  rationnelles  de  W  ,  dont  les  coeffi- 
cients sont  eux-mêmes  composés  rationnellement  en  x.  Dans  les  formules  ci- 
dessus  sont  contenues  toutes  les  relations  (jue  fournissent  les  transformations  de 
cette  espèce. 

Ainsi  la  résolution  du  problème  pour  les  intégrales  li\  |içrellipliques  du  pre- 
mier ordre  se  trouve  complètement  achevée.  Comment,  pour  les  intégrales  hy- 
perelliptiques  d'ordre  supéiMCur,    l'aul-il  l'talilir  les  i'(|u;il  ioii'^  de  ronditinn  ?  ('.■(■si 
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ce  que  railleur  a  inonlré   tlans   un  travail  publié   ixjslérieiircmenl  {Journal  de 
Borchardt,  t.  87  j  ('). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  une  propriété  des  formes  algébriques  pré- 
parées. (2o6"-2io  ;  fr.). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Deux  substitutions  transposées,  opérées  sui- 
tes variables  d'une  /onction  préparée,  induisent  deux  substitutions  trans- 
posées sur  les  coefficients. 

Krer  (//.)•   —  Sur  les  tangentes  singulières  des  surfaces    algé- 
briques. (2  1  1-237). 

Au  moyen  des  méthodes  de  la  Géométrie  numérique  (principe  de  correspon- 
dance) développées  par  M.  Schubert,  Fauteur  détermine  une  longue  série  de 
nombres  relatifs  aux  tangentes  singulières  des  surfaces  algébriques.  Les  surfaces 
elles-mêmes,  dans  cette  étude,  ne  sont  pas  toutes  supposées  des  surfaces  géné- 
rales en  coordonnées  de  points,  mais  peuvent  posséder  les  singularités  ordi- 
naires. Dans  le  système  de  notations  de  l'auteur,  les  résultats  les  plus  importants 
de  son  étude  peuvent  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Soit  T'  une  droite  tangente  ;--uple  qui  touche  la  surface  en  /•  points,  tandis 
(jue  T  désigne  une  tangente  rencontrant  la  surface  en  (j.  points  consécutifs  (tan- 
gente [j.-ponctuelle).  L'auteur  détermine  les  nombres  suivants  : 

(T^),  c'est-à-dire  l'ordre  de  la  surface  réglée  formée  par  les  tangentes  triples; 

(T*),  ou  le  nombre  des  tangentes  quadruples; 

(T, ),  ou  l'ordre  de  la  surface  réglée  formée  par  les  tangentes  quadriponc- 
tuelles; 

(T5),  ou  le  nombre  des  tangentes  quintiponcluelies. 

Mais,  outre  ces  nombres,  le  calcul  fournit  une  série  de  nombres,  correspondant 
à  des  conditions  mixtes,  tels,  en  particulier,  que  (T;,T),  qui  donne  l'ordre  de  la 
surface  réglée  formée  <les  tangentes  principales  qui  sont  tangentes  encore  une 
fois  déplus;  de  même,  (T^T'),  (T^T),  (T^). 

Cavlev  {-i.).  —  Sur  l;i  correspondance  des  homographies  et  des 
rotations.  (238-240;  angl.). 

Brioschi{F.).  —  Sur  l'équation  modulaire  du  huitième  degré  de 
Jacobi.  (24  i-aSo). 

Klein  (F.).  —  Sur  la  résolution  de  certaines  équations  du   sep- 
tième et  du  huitième  degré.  (251-2S2). 

Ce  travail  forme  la  continuation  des  recherches  de  l'auteur  sur  la  transforma- 
tion du  septième  ordre  des  fonctions  elliptiques  {'),  et  a  pour  objet  de  montrer 
comment  la  résolution  de  ces  équations  du  septième  et  du  huitième  degré,  qui 
ont  le  groupe  des  équations  modulaires,  peut  se  ramener  à  la  résolution  des 
équations  modulaires  elles-mêmes.    Les  recherches  de   l'auteur   sont   en   même 


(')  Repertoriuni  dcr  MaUienuttik  von  Konigsbeiger  und  Zeuner,  t.  II. 
{'■)  Bulletin.  111,.   ',('-• 
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Icnips  un  programme  pour  la  manière  de  Irailrr  toutes  les  (•([ualions  (raiïurt 
quelconque,  programme  (|ui  comprend  à  la  l'ois  la  r<'soliilioii  des  équations  cy- 
cli(|ucs  par  les  radicaux,  ainsi  que  la  tlu'oricde  kronerker  cl  lirinsclii  des  (''(jua- 
tions  du  cinquième  degré. 

La  mclhode  de  résolution  des  cciualions  du  scplicme  degré  à  ifiS  substitutions 
peut  s'exprimer  comme  il  suit. 

En  employant  les  notations  prcc(Mlemmciit  introduites  ('),  on  obtient  le  sys- 
tème des  ifiS  substitutions  linéaires  ternaires  par  la  répétition  et  la  combinaison 
des  opérations  suivantes  : 


(•) 

(2) 

(3) 


X'  =  yX,     |x'  =  y<  [jL, 
X'  ~-  \>.,      H"-' —  ^'i 


-y 


/  =  X, 


Ici  les  quatre  fonctions/,  y,  C,  K  restent  invariables,  et  l'équation  modulaire 
peut  être  remplacée  par  le  système  d'équations 


/=o,     - 
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Soient  maintenant  œ^,  x^,  ...,  .x^  les  sept  racines  d'une  équation  du  septième 
degré  à  168  substitutions.  Alors  la  première  chose  à  faire  est  de  former  trois  fonc- 
tions rationnelles  X,  [x,  v  des  x,  qui,  dans  les  168  permutations  des  x,  éprouvent 
les  substitutions  ternaires  linéaires  indiquées.  Ce  résultat  peut  s'obtenir,  par  les 
procédés  de  la  théorie  des  invariants,  d'un  grand  nombre  de  manières  diffé- 
rentes. 

Soient,  par  exemple,  X,  X',  X"  trois  fonctions  rationnelles  quelconques  de  x, 

qui,  pour  j;  =  x^,  x^,. . .,  Xg,  prennent  les  valeurs  X„,  X,.  . . .,  X^, En  désignant 

toujours  par  y  une  racine  septième  de  l'unité,  posons,  pour  abréger. 


-i  +  v/- 


-.  +  v/: 


—  i  +  \/— 


St^^X,  =  /7,, 


et  de  même  I,y''\l  =  p\,  ....  Enfin,  à  la  place  du  déterminant 

Pi  Pk  Pi 
Pi  p'ic  p'i 
Pi    pic    p"l  1 

écrivons  simplement  {i,  k,  l).  Alors  il  y  a  trois  fonctions  jouissant  de  la  pi'opriété 


(')  Math.  Ann.,  t.  \1V,  p.  444- 
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•-herrlii'o  et  floniK-Cs  par  les  équations 

A  =  (4,  3,5)  -r-  (1,6,5)  +  (4,  2,6), 
;x=(2,5,6)-^(4,  3,6)+(2,  ),3), 
V  =(i,6,  3)-4-(2,5,  3)-^(i,4,  5). 

Si  l'on  calcule  maintenant,  pour  ces  fonctions  ).,  [x,  v,  les  formes  /,  ^,  C,  K,  il 
en  résultera  des  expressions  qui  ne  changeront  pas  par  les  i68  permutations 
des  X  et  qui  sont  ainsi  connues  rationnellement.  La  résolution  de  l'équation  du 
septième  degré  en  x  est  ramenée,  d'après  cela,  au  problème  des  "k,  \i,  v,  savoir  : 
des  valeurs  connues  de  /.  v»  C,  K  tirer  celles  de  X,  \l,  v.  Maintenant,  si  l'on 
considère  les  rapports  des  quantités  7,,  \l,  v,  l'équation  modulaire,  sous  la  forme 
indiquée  plus  haut,  est  un  cas  particulier  de  ce  problème.  La  question  est  main- 
tenant de  ramener  le  problème  général  des  "k,  |x,  v  à  ce  cas  particulier.  On  y  par- 
vient à  l'aide  d'une  équation  du  quatrième  degré,  qu'il  est  impossible  d'éviter, 
comme  on  peut  le  montrer  par  les  propriétés  de  la  courbe /=  o.  Soient  a',  \i',  v' 
les  inconnues  du  problème  particulier;/',  v'»---  les  valeurs  que  prennent /,  v,---- 
Ecrivons  les  équations  suivantes  : 

/  =  o,     A  A.a  a.v  V  =  o,      -r — r  =  J- 

1728  V  t 

L'élimination  de  W  :  a'  :  v'  donne  alors  pour  J  une  équation  du  quatrième  degré 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  /,  v»  C,  K,  c'est-à-dire,  sont 

des  quantités  connues,  que  Ton  peut  déterminer  a /7/io/i.  Il  suffit  de  déterminer 

une  seule  des  racines  de  l'équation  du  quatrième  degré  :  soit  J,  cette  racine.  On 

a  alors  l'équation  modulaire 

—  CP 

/'=o,      r  =  J,, 

•'  17J.SV 

et,  après  l'avoir  résolue,  on  obtiendra  les  "k,  ii,  v  du  problème  primitif,  et  par 
suite  les  .r,,  x^,..  .,Xg(le  l'équation  proposée  du  septième  degré,  par  des  calculs 
rationnels  ('). 

Du  Bois-Revînond  (P-)- —  Eclaircissements  sur  les  premiers  prin- 
cipes du  Calcul  des  variations.  ( 283-3 1 4,  564-3  76). 

Le  premier  Mémoire  contient  la  discussion  de  la  démonstration  du  théorème 
que  la  corde  est  la  ligne  la  plus  courte  entre  ses  extrémités.  La  notion  de  la  rer- 
tificabilité  est  une  restriction  nécessaire.  Dans  la  méthode  ordinaire  de  démon- 
stration, au  contraire,  on  se  restreint  sans  nécessité  à  la  considération  de  fonc- 
tions qui  sont  continues  en  même  temps  que  leurs  dérivées  du  premier  et  du 
second  ordre.  L'auteur  montre  comment,  à  l'aide  de  l'intégration  par  parties,  on 
peut  effectuer  la  démonstration  dans  la  seule  supposition  de  la  continuité  de  la 
dérivée  première. 

Le  second  Mémoire  traite  du  problème  général  du  Calcul  des  variations.  La 
méthode  de  Lagrange,  qui  exige,  pour  la  détermination  du  minimum  ou  du 
maximum  d"une  intégrale  \  (^,J',:k',.  .  .,^("0  dx,\a  continuité  des  2/1  premières 
dérivées,  est  modifiée  de  telle  façon  qu'on  n'a  plus  besoin  de  la  continuité  des 
n  —  I  premières  dérivées  et  de  Tintégrabilité  de  la  «ifiie. 


(')  Tiepert.  d.  Malli.  11.  Phvs..  Bd.    -,  p.  '\(>(). 
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Rofin  (A.). —  Transfornialion  des  fonctions  hypcrellipllqiies/y  =  j. 
cl  son  rôle  dans  la  snrface  de  Kiimmer.  (3 1 5-354). 

\'oir  Bulletin,  V,,  337. 

Voss  iA.^.  —  Sur  la  théorie  des  connexes  linéaires.  (355-358 j. 

I)i'iiionst ration  de  co  tln^orèiiie  de  Clebscli  : 

Dans  toutes  les  colli/ir^atio/is  dans  lesquelles  les  points  correspondant  à 
cinq  points  donnés  sont  situés  sur  cinq  droites  données,  il  existe  toujours  un- 
sixième  point  dont  les  points  correspondants  sont  tous  situés  sur  une  droite, 
et  ce  sixième  point  et  cette  droite  peuvent  se  construire  linéairement,  au 
moyen  de  ce  théorème  général  : 

Dans  une  série  (Schaar)  linéaire  de  connexes  linéaires  quadruplement  in- 
finie,  il  se  trouve  six  connexes  spéciaux. 

Halphen  {G.-H.).  —  Recherches  sur  les  courbes  planes  du  troi- 
sième degré.  (359-3-9;  fr.). 

Désignons  par  la  notation  x^  des  points  en  chacun  desquels  il  existe  des 
courbes  du  degré  m,  ayant  avec  la  cubique  des  contacts  de  l'ordre  3  »i  — i.  Quand 
on  emploie  la  représentation  des  courbes  cubiques  par  les  fonctions  elliptiques, 
les  points  x^  sont  ceux  dont  les  arguments,  multipliés  par  3«i,  reproduisent  les 
périodes,  si  l'on  a  choisi  l'argument  de  telle  sorte  qu'il  soit  nul  pour  un  point 
d'inflexion. 

Le  covariant  qui  s'évanouit  en  chacun  d'eux  est  un  combinant  pour  le  faisceau 
des  cubiques  qui  ont  neuf  points  d'inflexion  communs. 

Le  lieu  des  points  x  pour  le  faisceau  des  cubiques  se  compose  de  9  courbes 
distinctes  quand  m  n'est  pas  divisible  par  3  :  de  8  courbes  distinctes  quand  m  est 
un  multiple  de  3. 

Si  /?z  =  3",  chacune  des  8  courbes  est  du  degré  S-»-'. 

Si  m  =  3"!x,  jjL  n'étant  plus  divisible  par  3,  et  a  pouvant  être  zéro,  et  que  p, 
p' ,  p",  . . .  désignent  les  facteurs  premiers  du  nombre  a,  distincts  entre  eux,  cha- 
cune des  8  courbes  (pour  a^i)  ou  des  9  courbes  (pour  a  =  0)  est  d'un  degré 

Meissèl.  —  Contribution  à  la  Géométrie  de  la  sphère.  (38o). 

Markoff  (^4.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies. 
(38 1-406;  fr.). 

Stiirm  {R-).  —  Simplification  du  problème  de  la  projectivité  dans 
l'espace.  (407-423). 

L'auteur  traite,  avec  des  simplifications,  au  moyen  des  méthodes  de  la  Géo- 
métrie des  nombres,  le  problème  suivant  déjà  résolu  par  lui  [Math.  Annalen. 

t.  VI): 
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Dans  l'un  des  deux  espaces  considérés,  on  donne  k  points  A,,  A^,. . .,  A^,  et 
/  p/ans  X,,  a,,...,  a„  et  comme  homologues  à  ces  points  et  à  ces  plans,  dans 
l'autre  espace,  k  points  B,,  B^,  . . .,  Bj,  et  l plans  p,,  jî^,  . . .,  P,,.  Il  s'agit  main- 
tenant de  trouver  des  droites  associées  a,  b,  telles  que  le  faisceau  de  plans 
a{A^,  A2,. . .,  Aj),  et  le  système  de  points  aioL^,  a,,. . .,  3.,)  soient  respectivement 
projecti/s  à  6(B,,  B,,  . . .,  B^)  et  à  b{p^,  ''fi^,  . . .,  jî,). 

Bachmann  {P.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (424-43i)- 

Schur  {F.).    —    Recherches  géométriques  sur  les  complexes  de 
rayon  du  premier  et  du  second  degré.  (432-464)- 
^'oir  Bulletin.  V,. 

Lie  (S.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  surfaces  minima.  (465- 
5o6). 

Voir  Bulletin,  IV,,  34o. 

Noether  (M.).  —  Sur  les  systèmes  de  points  d'intersection  d'une 
courbe  algébrique  avec  des  courbes  non  adjointes.  (5o--528). 

Schubert  (//•)•  —  Description  des   dégénérescences  des  courbes 
gauches  du  troisième  ordre.  (529-532). 

Klein  (F.).  —  Sur  les  transformations  du  onzième  ordre  des  fonc- 
tions elliptiques.  (533-555). 

Par  des  considérations  empruntées  à  la  théorie  des  fonctions,  l'auteur  est  par- 
venu, pour  la  transformation  du  onzième  ordre,  aux  résultats  suivants  : 

I.  Établissement  de  la  résolvante  du  660'  degré  de  Galois  pour  l'équation 
modulaire.  —  Soumettons  les  cinq  variables  (') 

au\  quinze  équations  qui  se  tirent  des  trois  suivantes, 

/  »  =  yo'û'^yi— y\yû'z+ y^yl  +rlr.. 
\  °^^j'î.K5j'9    yiy^yî    yiytyst 
(  o  =  yly9-^yly■.■^yly^^ 

par  une  permutation  cyclique  des  t;  posons,  d'autre  part, 

V'" 


(')  On  a  pris  pour  indices  de  ces  variables  les  résidus  quadratiques  correspon- 
dants au  module  1 1. 
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J  ctanl  l'invariant  absolu  -^  de  rinttgialcelliplique,  C  étant  une  fonction  du  on- 
zième degré  des^,  que  nous  définirons  tout  à  l'heure  avec  plus  de  précision, 

C  =  (J-;*  +rr  -+-rr  -^yi'  -f-ri') +•  •  -, 

et  ^  représentant  la  fonction  suivante  du  IroisiénH;  degré 

à  =  yij-9-^  j-lj-3-^  ylj\^  rir^^  yij;. 

Il  existe  alors  660  sj-stèmes  de  solutions 

yx'rr-y-.'.rs'rîy 

qui  résultent  d'un  seul  d'entre  eux  par  la  répétition  et  la  combinaison  des  sub- 


stitutions  linéaires  suivantes  \p  =  e  "  J 


(S') 


'i-P.v„    J-.  =  p*r^,    y^  =  p\r.,    j-'<,=p9^.,,    y3  =  9'r. 


v'^^-/t  =  (?*-  p'  )y,-^{?'-  p^  )r.-  (p'-  p"  ).r5 

-^(p'-p'-^j-o-Cp'-P^  )r3' 

(T)  /  v^^^-Zô  =  (p^-p'  )j-,+  (?^-  p«  )j-4-  (p'-  P")  V, 

-(p'-pMr9^(p*-pMr3> 

---(?'-?'  )ro^  (?'-?') y,, 
v''=T^.y3  =  (p'-p'°)ri-t-(p'-p'  )r4-^(p'-p'  )y. 


et  le  problême  de  calculer,  pour  une  valeur  donnée  de  J,  les  systèmes  corres- 
pondants des  solutions  y  peut  être  considéré  corn  me  la  résolvante  de  Galois  de 
l'équation  modulaire. 

La  fonction  déjà  désignée  par  C  est  un  multiple  numérique  de  la  somme  des 
onzièmes  puissances  des  660  expressions  qui,  en  vertu  des  substitutions  en  ques- 
tion, se  présentent  à  la  place  de  j',,  par  exemple,  savoir  : 


IL  Établissement  de   la   résolvante  du  onzième  degré.    —  Il  existe  deux 
formes  des  plus  simples  de  la  résolvante  du  onzième    degré.  L'une  d'elles  est  la 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1'  série,  t.  V.  (Août   18S1.)  R.  I  I 
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suivante 
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on  trouve  pour  l'autre 

0=  V'— 22^8+ii(9dz  2  v/— II)  ç^- 

3 ±  y/^^TT   i2§-,       .11^; 

-7-  1 1   T—  ■(  —     • 

2  ^A  v'A'^ 

On  passe  de  l'une  à  l'autre  en  posant 

Au  moyen  des  y  que  l'on  vient  de  définir,  les  n  valeurs  de  },  ainsi  que  celles 
de  ç,  s'expriment  comme  il  suit.  On  a,  pour  une  valeur  de  }, 

_  ( ,  +  ^/iTTT)  (jKi  j'4 -4- r  '  J'o  +  r  1  ^9 +r  ?  j'3  +  Ji  r ,  ) 

+  3  (jk!  ^3  +  r!  ri  +  J's  ^4  -^  ri  .>'5 + ri  r.  ) 

—  3  (y,yiyB + J'4r5r3 + rsr»  j'i  -^  j'^ra  j'4 + :>'3ri  J'5  ) 

—  ''^^„   "  (rir4r5 +r4r5:>'9-i-r5ra:>'3  -^  j'urs.)'. + J';>rir«)' 


et  pour  la  valeur  correspondante  de  |, 

v'-l  =  (ri  +r'  +rl+rl  -^r') 

—  ir,y» + r^rs + r5.r , + rMr4 + rsJ'i 

—  '~^^~"  (r.r4+r4r5+r5:>'i.+r9r3+r3r,). 

et  les  dix  autres  valeurs  de  )  ou  de  ç  s'obtiennent  en  répétant  dans  les  seconds 
membres  des  égalités  précédentes  la  substitution  que  nous  venons  de  désigner 
par  S. 

III,  Interprétation  transcendante  des  équations  ci-dessus.  —  Par  ana- 
logie avec  l'équation  de  Jacobi  du  douzième  degré,  dont  M.  Klein  a  parlé 
récemment    (Math.  Ann.,  t.   XII),   posons,  en  désignant  par    \j.  un  facteur  de 
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p  -Hx  +3: 

^   -  qà^l\     V(—  i)A^33fc2+l3A+l  _|_  V(_i)/<+l^33A2r3IA+ 

L— «  — « 

•+-X  +x 

%    / j\ft^33A'-T3;A+IO_^_    %    / |\A  +  1  ^33A'+7A 

■  -f-x  H-« 

Vf^,)A-l^.MA'+10A+2^_V(_,)A^33 


[a  A,  =  q 
{xA 

aA9=  g 


Î^Aj  =  <7' 


/ ,\A^.33A  +4£IA+I8_ 


2<- 


3a2+25A  +  4 


A^33ft   +C1A  +  28 


•ir? 


On  a  alors,  pour  déterminer  les  rapports  des  y,  les  relations 

y\__\    •i5__-^   y^^^^    yi-—S.  -Zj-—^». 
j's       -^1  '  y^       k'  yz       -'^5'  j'8       A/  jK«        A3 

{Repert.  der  Mathem.  von  Kônigsberger  u.  Zeuner,  t.  XI.) 

Stolz  {O.).  —  wSur  les  limites  des  quotients.  (SSô-Sog). 
\ OIT  Bulletin,  IVj,  216. 

Harnack  {Ax.).  —  Note  sur  la  représentation  algébrique  au  moj'en 
de  paramètres  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du 
second  ordre. 
Voir  Bulletin,  IV,,  3q. 

Ax.  H. 
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J.-J.  Sylvester,  Baltimore. 

Tome  II;  1879  (>)• 
Ladd  [Miss  Christine).  —  L'hexagi-amme  de  Pascal.  (1-12). 

Miss  Ladd  se  propose  de  donner  une  notation  nouvelle  pour  les   lignes  et  les 


(')  Voir  Bulletin,  \\,  1 16. 
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points  qui  se  présentent  dans  la  théorie  de  l'hexagramme  de  Pascal.  Elle  expose 
brièvement,  en  partant  de  là,  les  recherches  de  I\I.  Veronese  sur  ce  sujet  [voir 
Dewulf,  Sur  l'hexagramme  mystique  {Bulletin,  I,,  p.  348)],  et  donne  quelques 
propriétés  nouvelles. 

Buvr  (]}illiani-ll.).  —  Sur  la  théorie  de  la  flexion.  (i3-45). 

Après  avoir  rappelé  les  différentes  hypothèses  faites  successivement  dans  la 
théorie  de  la  flexion,  par  Mariette  et  Leibniz,  Navier,  Parent,  l'auteur  prend 
comme  base  de  sa  théorie  les  deux  hypothèses  suivantes  :  i°  le  corps  a  une  struc- 
ture non  cristalline;  2°  les  forces  qui  causent  la  flexion  ne  produisent  point  de 
compression  en  leurs  points  d'application.  Si  la  première  hypothèse  nous  semble 
bien  acceptable,  il  ne  nous  parait  pas  eu  être  de  même  de  la  seconde. 

Ilalsted  [Georges  Bruce).  —  Note  sur  le  premier  Euclide  anglais. 

(46-48). 

Quelques  mots  sur  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Princeton,  contenant 
en  particulier  une  copie  de  la  première  édition  des  Éléments  d'EucIide  qui  ait  été 
publiée  à  Bàle,  en  i533,  chez  Jean  Hcrvagius,  par  Simon  Grynœus.  Ce  manuscrit 
a  appartenu  à  Henry  Billingsley,  et  c'est  sur  cette  copie  que  Billingsley  aurait 
fait  la  première  traduction  en  anglais  des  Éléments  d'Euclide. 

Gibbs  iJ.-TV.).   —   Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Dyna- 
mique. (4g-t)4)- 

L'auteur  arrive  à  des  formules  nouvelles  pour  les  équations  du  mouvement, 
en  substituant,  dans  les  formules  ordinaires,  aux  variations  des  coordonnées  les 
variations  des  composantes  de  l'accélération. 

Ilalsted  (G.- B.).  —   Suppléments  à  la  bibliographie  de  l'hyper- 
espace  (Géométrie  à  n  dimensions)  et  de  la  Géométrie  non  eu- 
clidienne. (65-70). 
Suite  de  la  bibliographie  commencée  dans  le  vol.  I,  p.  261-276,  384-385. 

Cayley  (A .).  —  Calcul  de  la  fonction  génératrice  numérique  minima 
de   la    forme   homogène,  à  deux   variables  du  septième  ordre. 

(71-84). 

M.  Cayley  rectifie  une  erreur  qu'il  avait  faite  dans  la  détermination  de  cette 
fonction,  publiée  d'abord  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  LXXVII;  1878,  p.  5o5,  et  explique  la  méthode  qu'il  a  suivie  pour 
la  calculer. 

Sylvester[J.-J.).  —  Remarque  sur  le  Mémoire  précédent.  (84). 
M.  Sylvester  explique  comment  il  avait  trouve  la  faute  de  M.  Cayley. 

Eddj  [Henry).  —  Sur  la  déviation  latérale  des  projectiles  sphé- 
riqucs.  (85-88). 
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Syhester  (/.).  —  Note   sur  les   délerminants  el  les  disynthèmes 
doubles.  (89-96  et  i>.  14-222). 

M.  Sylvoslcr  traite  dans  cette  Note  cliflVrciUs  |)roliir'mos  :  il  calcule  le  nombre 
de  termes  distincts  d'un  déterminant  symétrique;  u,„  étant  le  nombre  des  termes 
distincts  obtenus  dans  le  développement  d'une  matrice  symétrique  du  même 
ordre,  il  démontre  que  l'on  a 

{m  —  ! )  f  m  —  2 ) 
ii,„  =  m  j/„,_, w,„_3, 

ou  bien,  en  posant 

11^^^  =  1 .2. . .  in.v,„ 

/ni',„ —  nn>„,  ,  -{ — ^^^—  =:  o, 
'""  2 

et  on  en  déduit  l'acilcment  que  t^„,  est  le  coefficient  de  f„,  dans  le  développement 
des 


e 

1  t'- 
-+— 

2  4 

fonction  que  l'on  peut  appeler /o;?c<zon  géncratrice. 

Pour  le  déterminant  symétrique  dont  la  diagonale  n'est  formée  que  de  zéros, 
la  fonction  génératrice  est 

t    t- 

1 — 

6     2       4 

Pour  un  déterminant  quelconque, 

et  si  le  déterminant  quelconque  a  une  diagonale  formée  de  zéros, 

e' 

Étude  de  la  série  w, 

I,  2,  8,  5o,  . . . , 

formée  par  les  coefficients  du  développement 
t_ 

^l-t  2  -2.4  ^2.4.6 

coefficients  qui  représentent  les  nombres  de  termes  distincts  du  déterminant 
gauche  d'ordre  /i„,  divisés  par  les  produits  des  nombres  entiers  pairs  inférieurs 
a  /i„. 

Cayley  {A.).  —  Desiderata  et  suggestions.  (97). 

Sur  l'extension  au  cas  des  coefficients  imaginaires  et  des  racines  imaginaires 
du  théorème  de  Newton,  complété  par  Fourier  et  relatif  à  la  résolution  par 
approximations  successives  de  l'équation /(j;)  =:  o.  Dans  quelle  région  du  plan 
imaginaire  l'application  de  la  règle  analogue  à  celle  qu'on  emploie  pour  les  ra- 
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ciaes  réelles  d'une  équation    à   coefficients  réels   conduira-t-elle  à  un   procédé 
convergent? 

Cavley  (A.).  — Sur  le  système  complet  des  formes  fondamentales 
(Grund/ormen)  de  la  forme  homogène  à  deux  variables  du  neu- 
vième ordre.  (98-99). 

ExTRA.IT  d'une  Lettre  de  M.  A.  de  Gasparis  à  M.  Sylvester.  (99- 
100). 

Sur  certaines  séries  où  les  éléments,  tels  que  le  rayon  vecteur,  les  anomalies 
excentrique  et  vraie,  etc.,  sont  exprimés  en  fonction  de  l'anomalie  moyenne 
donnée  en  parties  du  rayon,  sans  sinus  ni  cosinus. 

Me  Clintock  {Emorv).  —  Essai  sur  le  Calcul  d'extension  (Cal- 

culus  of  Enlargement).  (101-161). 

Ce  Calcul  est,  à  un  certain  point  de  vue,  une  extension  du  Calcul  des  diffé- 
rences finies;  à  un  autre  point  de  vue,  une  extension  du  Calcul  des  opérations. 
Il  comprend  comme  branche  la  plus  importante  le  Calcul  différentiel  et  le  Cal- 
cul des  variations.  L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  donner  une  esquisse  prélimi- 
naire de  cette  méthode  et  de  prendre  date  pour  sa  découverte. 

Craig  {Thomas).  —  Le  mouvement  d'un  solide  dans  un  fluide. 

(162-177). 

Exposé  rapide  des  résultats  obtenus  jusqu'ici.  La  méthode  symétrique  de 
M.  Craig  lui  permet  d'arriver  rapidement  à  des  démonstrations  très  simples  et 
aussi  d'établir  d'une  façon  élégante  les  formules  générales  du  mouvement  du 
corps  et  du  liquide. 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  l'analyse  indéterminée  du  troisième  degré. 
Démonstration  de  plusieurs  théorèmes  de  M.  Sylvester.  (178- 
i85). 

1°  X,  y,  z  étant  des  nombres  entiers  vérifiant  l'équation 
on  a  une  autre  solution  au  moyen  des  formules 

ou  encore 

X      y       z         '  -^ 

2°  Soit  l'équation 

Aa;3-(-  BJ^-3-f•  C^^-f-  3D^^-^  -  o. 

Si  l'on  a  une    première   solution  en  nombres  entiers  (x,r,z).  on  eu  aur.i  une 
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antr(»  (X,  Y,  \)  eu  posant 

X  -x(ny^—Cz*), 

Y=j/(Cs''  — Aa;'), 
Z  =  zi.\.T^—nY^) 
ou  encore 

--+--  +  -  =  o,      AX  .r'  ->.-  B V  y'  +  CZ  ;;'  ==  o. 

M.  Lucas  s'occupe  aussi  de  la  question  quand  on  donne  deux  solutions  dis- 
tinctes de  l'équation. 

3°  Application  de  la  théorie  des  cubiques  à  la  théorie  des  nombres.  Significa- 
tion géométrique  des  propositions  établies  précédemment. 

4°  Démonstration  dun  théorème  de  Sylvester.  Si  y?  et  9  désignent  des  nombres 
des  formes  respectives  i8n  +  5  et  i8«  +  11,  il  est  impossible  de  décomposer  en 
deux  cubes,  soit  entiers,  soit  fractionnaires,  aucun  des  nombres  suivants: 

p,  ip,  4/J^;  4^,  q\  2ry=. 

5°  Pour  que  X'  -f-  Y-*  =  AZ*  soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  X,  Y,  Z,  A, 
il  faut  et  il  suffit  que  A  appartienne  à  la  forme 

préalablement  débarrassée  des  facteurs  cubiques  qu'elle  peut  contenir. 

On  a,  par  exemple,  contrairement  à  ce  que  Legendre  affirme,  des  solutions  en 
nombres  entiers  pour  A  =  6, 

,73-h37''=6.2i3. 

Cayley  (A.).  —  Desiderata  et  suggestions.  (186). 

Est-il  possible  de  fabriquer  un  appareil  permettant  de  construire  des  figures 
semblables  dans  leurs  parties  infiniment  petites  ? 

Franklin  (F.).  —  Note  sur  la  partition  des  nombres.  (187). 

Stringhain  (  ff  .).  —  Quelques  formules  pour  l'intégration  des  frac- 
tions irrationnelles.  (188-190). 

Bur?^  (William).  —  Note   sur   la   Théoine  de  la  flexion  (vol.  II, 
p.  i3  au  même  Journal). 

Croflon.  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Statique  de  Leib- 
niz. (192). 

Si  un  système  de  force  est  en  équilibre,  le  centre  de  gravité  des  points  d'ap- 
plication est  le  même  que  celui  des  extrémités  des  forces. 

Kempe.  —  Sur  le    problème  géographique  des  quatre  couleurs. 
(193-201). 

Storv.  —  Note  sur  l'article  précédent.  (201-204)- 

M.  Kempe  s'occupe  de  la  manière  la  plus  convenable  de  disposer  les  couleurs 
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sur  une  carte  géographique  donnée,  et  M.  Story  se  propose  de  démontrer  rigou- 
reusement un  théorème  de  Géométrie  de  position  qui  s'était  présenté  dans  les 
recherclies  de  AI.  Kempc. 

Stone  (Ormond).  —  Sur  la  dynamique  d'un  projectile  sphérique. 

(21 1-2l3). 

Relevé  d'une  faute  faite  par  M.  Eddy  dans  son  Mémoire  Sur  la  déviation 
latérale  des  projectiles  sphériques. 

Sj'lvester  (J.)  et  Franklin  (F-)-  —  Table  des  fonctions  généra- 
trices et  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  homogènes 
à  deux  variables  des  dix  premiers  ordres.  (223). 

Crais'  (Th.).  —  Note  sur  la  projection  du  lieu  général  d'un  espace 

à  quatre  dimensions,  dans  l'espace  à    trois  dimensions.    (252- 

209). 

M.  Craig  se  propose  le  problème  de  la  représentation  conforme  (similitude 
dans  les  parties  infiniment  petites).  Il  résout  aussi  le  problème  dans  le  cas  gé- 
néral d'un  espace  quelconque 

F(a7,,  x.,,  ...,  x„)  =  o, 
dont  on  cherche  la  représentation  conforme  sur  l'espace  o,  |,  ç.^,  . .  .,?„._,. 

Craig  {Th.). —  Sur  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  dans  un  fluide. 
(261-279). 

L'auteur  traite  le  cas  du  mouvement  d'un  ellipsoïde  dont  la  masse  est  symé- 
trique par  rapport  aux  trois  plans  principaux.  Le  mouvement  a  lieu  dans  un 
fluide  incompressible,  sans  frottement.  Le  corps  est  soumis  à  l'action  de  forces 
instantanées;  on  demande  le  mouvement  résultant  du  corps  et  celui  du  fluide. 

Poisson  s'était  déjà  occupé  d'un  problème  de  ce  genre  :  le  mouvement  du  pen- 
dule dans  un  gaz;  mais,  en  réalité,  l'idée  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
corps  dans  un  fluide  revient  à  Dirichlet,  qui  attaqua  spécialement  le  cas  du  mou- 
vement de  la  sphère  {Moiiatsberichte  und  Abhandlungeii  der  Akademie  der 
Wissenschaften zit  Berlin;  i852).  Après  lui  Clebsch,  dans  son  ÎMémoire  :  Ueber 
die  Bewegung  eines  Ellipsoids  in  einer  tropfbaren  Flilssigkeit  {C relie' s  Jour- 
nal, t.  52  et  53),  s'occupa  du  problème  général  et  du  cas  particulier  où  le  corps 
est  un  ellipsoïde.  Il  fut  suivi  dans  cette  voie  par  beaucoup  d'autres  : 

KiRCHOFF-,  Ueber  die  Bewegung  eines  Rotationskôrpers  in  einer  Fliissigkeit 
{Borchardt's  Journal,  vol.  71).  Il  donne  aux  équations  différentielles  une  forme 
très  élégante,  reprise  plus  tard  par  Clebsch  {Math.  Ann.,  t  III).  Citons  encore  : 

Ferrers,  The  motion  of  an  infinité  niass  of  water  about  a  nioving  eUipsoid 
{Quart.  Journal,  n"  52;  iS^ô). 

KÔPCRE,  Zur  Discussion  der  Bewegung  eines  Rotationskôrpers  in  einer 
Fliissigkeit  {Math.  Ann..  vol.  XII,  p.  387). 

Werer,  Anwendting  der  Thetafunctioncn  zweier  Variabeln  au f  die  Théorie 


\ 
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(fer Beivegu/ig  eines  festen  Kurpers  in  einer  Fllissigkeil  (Math.Ann.,  vol.  \1\, 
p.  '73). 

HopPE  {Ann.  de  Poggendorjf,  l.  lAIII). 

Thomson  et  Tait  {A'atural  PJiilosopliy). 

M.  Craig  traite  d'abord  le  cas  particulier  d'un  mouvement  paralh'le  à  l'un  des 
axes;  puis,  arrivant  au  cas  fténéral  et  employant  les  formules  établies  dans  le 
même  volume  dans  son  .Mémoire  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  unjluide, 
il  démontre  entre  autres  choses  l'existence  d'un  ellipsoïde  analogue  à  l'ellip- 
soïde de  Poinsotdans  la  dynamique.  M.  Craig  tire  parti  successivement  de  l'em- 
ploi des  coordonnées  elliptiques  et  des  coordonnées  générales  de  Lagrange. 

Sylvester  (J.-J.).  —  Sur  certaines  équations  lioniogènes  à  trois 
variable  du  troisième  degré.  (280-281). 

Chapitre  I.  —  Sur  la  résolution  des  nombres  en  sommes  ou  en  différence  de 
deux  cubes. 

Section  I.  —  p  &t  q  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  18 n  -H  ') 
et  i8n-i-ii,  l'équation 

x^  -7-  y^  =  Ac^ 

est  irrésoluble  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires  si  A  a  une  des  formes 

P^  <I-  P'^  T^  P'h  p-'f^  P>l>h  '7r  7!' 

9P,  9'/.  9/^'.  97%  9PQ^  9/^''y%  [)P,Ph  9'/,'7Ï- 

■2P,  '\P,  ^p-,  2<7-. 

De  plus,  on  a  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1°  c,  <{/,  »  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  i8n  ~-i,  i8«-i-7, 
i8rt  -i-  i3,  si  p,  <li,  9  ne  sont  pas  de  la  forme/'-;-  'i~g',  et,  par  suite,  nont  pas  le 
résidu  cubique  2,  tous  les  nombres  d'une  des  huit  classes 

2p,    4?,   2  0=,    4p=,    2-;,    4■;^    4'^,   2'^' 

donnent  aussi  des  nombres  indécomposables  en  la  somme  de  deux  cubes. 

2°  Si  3  n'est  pas  résidu  cubique  par  rapport  à  v,  3v  et  ov^  donnent  aussi  des 
nombres  indécomposables  (sous  certaines  conditions  cependant). 

Ces  théorèmes,  seulement  énoncés  ici,  sont  suivis  de  quelques  remarques  com- 
plémentaires sur  les  travaux  analogues  de  M.  Lucas  et  du  P.  Pépin. 

Petersen  (Julius).  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  ré- 
ciprocité. (285-286). 

Hall  (//.).  —  Sur  une  action  nouvelle  du  magnétisme  sur  les  cou- 
rants électriques.  (287-292). 

SyWester  [J.-J.)  et  Franklin  {F.).  —  Table  des  fonctions  géné- 
ratrices et  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  homogènes 
à  deux  variables  des  quatre  premiers  ordres  prises  deux  à  deux. 
(293-306). 

Bull,  des  Sciences  innch.,  2*  Série,  t.  V.  (Septembre  1881.)  R  •  '2 
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Me  CUntock  [Emory). —  Une  nouvelle  mélhode générale  d'inter- 
polation. (3o--3i  i). 

M.  Me  Clintock  se  propose  de  donner  une  mélhode  d'interpolation  plus  facile  à 
démontrer  et  aussi  à  employer  que  les  méthodes  en  usage  maintenant. 

Ayant  d'abord  examiné  la  méthode  de  Lagrange,  qui,  en  réalité,  doit  être 
attribuée  à  Euler,  puis  celle  de  Newton,  il  donne  une  nouvelle  formule  peu  dif- 
férente de  la  dernière,  mais  un  peu  plus  symétrique. 

Au  lieu  de  poser,  comme  Newton, 


,m*^n     '      Ti 

U',^—  X,^ 

-,„., 

'rm^n—  r. 

„^,ll'  1 

il  emploi  la  formule 


On  a,  dans  les  deux  cas, 

^X  =  'ÇX,  -i-  {X  —  J:,  )  •fi.Tj-f-  (  J7  —  X,)  (X  — X.^)  -^..X-j-^  .... 

Aie  Clintoek  [Emor]-). —  Note  surla  démonstration  d'une  certaine 

formule  d'interpolation.  (.'îii-3i4)' 

Application  du  calcul  d'extension  à  la  démonstration  de  deux  théorèmes  de 
Newton  et  Stirling. 

C/iaee.  —  Etude,  au  moven  des  quaternions,  d'une  certaine  classe 
de  surfaces  du  troisième  degré.  (3i5-323). 

Étude  des  surfaces  que  .M.  Chace  appelle  cubiques  à  centre,  par  suite  de  la 
forme  de  leur  équation.  Recherche  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 
en  un  point  d'une  des  surfaces  et  classification  des  différentes  familles  de  sur- 
faces qui  se  présentent. 

Sylvester  (J.-J.). —  Remarques  sur  les  Tables  pour  les  formes  ho- 
mogènes à  deux  variables,  publiées  précédemment.  (324-32C)). 

Peiree.  —  Sur  les  raies  du  spectre  de  diffraction  de  Rulherfurd. 
(339-347). 

Me  Clintock  {E.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  de  fonc- 
tions. (  348-353) 

Application  du  calcul  d'extension  au  développement  de  'r[f{x)],  où 

/  (x)  =  a  -î-  bx  -\ —  cx"^  -i r  clx^  -+-.... 

2  2.j 

Rowland  {H.).  —  Notes  préliminaires  sur  la  découverte  récente 
deM.  Hall.  (354-356). 

Sylvester  {J.-J.).  —   Sur  certaines  équations  homogènes  à  trois 
variables  du  troisième  degré.  (357-393). 
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Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cyclolomiqucs  : 

1°  Fonctions  cjclotomiques  de  première  espèce.  Soit  q  nombre  premier 
p  =z  rnk -hi,  37* — I  est  facteur  de  a;P~'— i.  Si  yjt(.r)  est  le  facteur  de  a;* — i, 
qui  contient  toutes  ses  racines  primitives.  La  (onction  y  s'appelle  fonction  cj- 
clotomique  de  première  espèce,  relativement  à  A. 

2°  Fonctions  cyclotoniiqucs  de   seconde    espèce.  Théorie    des  diviseurs  de  la 

fonction  qui  a  pour  racines  les  sommes  de   sf'upt's  à  deux  termes  des  racines 

primitives   de  x" —  i,  ou,  en  d'autres  termes,  toutes   les  valeurs  distinctes   de 

Ax     .     ,  .  A'  .        ,    .     ^,  ,.         . 

2C0S— j  A  étant  un  nombre  plus  petit  que  —est  premier   a  A.  Cette    buictum 

est  la  fonction  cjclotomique  de  seconde  espèce  et  de  classe  conjuguée  à  A. 

3°  Fonctions  cyclotomiques  d'espèce  et  de  classe  quelconques.  Généralisation 
des  théorèmes  trouvés  dans  les  paragraphes  précédents.  L'auteur  termine  son 
Etude  de  la  cyclotomie  par  ces  mots  :  «  La  cyclotomie  me  semble  ne  devoir  pas 
être  regardée  comme  une  simple  application,  mais  bien  comme  le  centre  natu- 
rel, la  base  fondamentale  de  l'Arithmétique  de  l'avenir.  » 

Remarques  sur  les  diviseurs  intrinsèques  des  fonctions  cyclotomiques  de  pre- 
mière espèce. 

Notes  sur  le  premier  arlirie  du  Mémoire  : 

L  Sur  le  triangle  rationnel  inscrit  et  circonscrit  à  la  cubique 

x^ -h  i  xj-^  —  y^-^  3^-'=  o. 

Contrairement  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  Mémoire  sur  la  correspondance 
entre  la  résolution  en  nombres  entiers  des  équations 

(i)  x^  —  y-'  -h  \z'  =  o, 

(2)  x^ — 3xy^ — t'-h  3 A^^  =  0, 

on  a  cependant,  pour  A  =  i,  les  solutions  suivantes  de  (2) 
X  :j^  :  z  =     I  :      1:1 


mais  ces  points  sont  les  sommets  d'un  triangle  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  la 
cubique.  Ce  sont  les  seuls  points  rationnels  de  celte  courbe,  et,  quand  on  étudie 
la  correspondance  entre  (i)  et  (2),  on  voit  qu'aux  trois  points  (3)  correspondent 
sur  la  cubique  (i)  des  points  pour  lesquels  a;  =  o  ou  j)'  =  o. 

Sur  les  triangles  et  les  polygones  à  la  fois  inscrits  et  circonscrits  à  une  cubique 
quelconque. 

Note  sur  la  même  question,  d'après  M.  F.  Franklin. 

Note  sur  la  condition  pour  que  2  et  3  soient  résidus  cubiques  par  rapport  à  un 
nombre  premier  de  la  forme  6i-r-  i. 

IL  Sur  certains  nombres  et  certaines  classes  de  nombres  non  déL^omposablcs 
en  la  somme  ou  différence  de  deux  cubes  rationnels. 

Si  A  est  un  des  nombres  i,  2,  3,  4)  'S?  36,  ou  un  nombre  de  la  forme 


p> 

V. 

P-' 

(1 

9P^ 

97- 

9P'-- 

\)T 

2/>. 

1  7» 

\P\ 

■i<l 

P'h  p,p'.-  <h'ih  p"'r 
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p  cl  q  étant  des  nombres  premiers  des  formes  respectives  i8n  -i-  5  et  i8n  +  ii, 
A  n'est  pas  décomposable  en  la  somme  de  deux  cubes  inégaux.  (Le  Mémoire  se 
continue  dans  le  volume  suivant.) 

Peirce  (C.-S.).   —  Sur  une  projection  quinconciale  de  la  sphère 
(394-396;  I  pi.  ). 

Projection  conforme  ol)tenue  en  transformant  la  projection  stéréographique 
avec  un  p<Me  à  Tinfini  an  moyen  des  fonctions  elliptiques.  La  planche  représente 
une  mappemonde,  bien  préférable,  ce  nous  semble,  aux  projections  de  Mercator 
ou  stéréographiques.  Des  Tables  sont  données  pour  la  construction  de  la  mappe- 
monde. 

Joluison  (U'oolsey)  et  S  tory.  —  Notes  sur  le  taquin  {i^  puzzle). 
(397-399,  099-404  ).  Brunel. 


BULLETTINO  di  Bibliogr.vi'IA    e   di  Storiv   pklle  Scienze   matematiche  e 
FisiCHE,  pubbiicato  da  B.  Bonco.mpac.m  ('). 

Tome  XI;   1878. 

Millosevich  (Elia).  —  Sur  la  vie  et  les  ti'avaux  de  Giovanni  Sak- 
TiNi.  (i-i  10  ). 

IVé  le  29  janvier  1787,  mort  le  26  juin  1877,  Santini  fut  un  astronome  du  pre- 
mier ordre,  un  grand  cométographe,  un  professeur  éminent.  Directeur  de  TOb- 
servatoire  de  Padoue  en  1817,  il  fut  nommé  directeur  de  la  Faculté  des  Sciences 
mathématiques  ei\  i845,  et  acquit  une  réputation  européenne  par  son  enseigne- 
ment et  ses  travaux.  C'est  dans  ses  Elementi  di  Astronornia  con  le  appUca- 
zioni  alla  Geografia,  Nautica,  Gnomonica  e  Cvonologia  que  plusieurs  géné- 
rations d'Italiens  ont  appris  le  mécanisme  du  ciel.  Giovanni  Santini  ne  fut  pas 
seulement  un  grand  astronome,  un  illustre  savant  :  il  ne  cessa  jamais  de  se  mon- 
trer, pendant  tout  le  cours  de  sa  longue  can-ière,  l'ami  sincère  et  dévoué  de  son 
pays,  de  la  Science  et  de  la  jeunesse  des  écoles. 

Pour  plus  amples  renseignements  sur  le  noble  caractère  de  Santini,  on  pourra 
lire  encore  le  discours  du  professeur  Loi'enzoni,  de  Padoue,  et  l'écrit  du  pro- 
fesseur Turazza,  de  Vienne. 

Genocchi  {Ang.).  —  Fragment  d'une  lettre  à  D.  B.  Boncompagni. 

(m). 

Annonce  de  la  prochaine  publication  des  Œuvres  d'Augustin  Cauchy,  notre 
grand  analyste  parisien,  avec  une  Note  du  prince  Boncompagni,  rappelant  que. 


(')  Voir  Bulletin.  H,,  191. 
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en  1869,  c'csl-ii-dire  dt's  son  apparition,  le  liullettino  avait  sifjnalé  la  grande  iili- 
iité  qu'aurait  pour  tous  les  amis  des  Sciences  n>atlién)ati(jues  la  publication  des 
C>Euvres  de  Caucliy. 

Maycr  [Ad.),  Irad.  j^ar  lUadego  [G.-B.).  —  Hisloii'e  du  principe 
de  la  moindre  action.  (i55-i5()). 

Ci(/-(ze  (3f.),  ivad.  pnv  Spa f -a g- n a  (A.).  —   JYova  Copernicana 

d'Upsal.  Rapport  lu  à  la  Société  Copernlcienne  des  Sciences  et 

Arts  de  Thorn,  le  4  j^i^i  ^^77-  (167-176). 

M.  I\fax.  Curtze  avait  été  chargé  par  le  prince  Boncompagni  de  rechercher  en 
Suède,  et  spécialement  à  Upsal,  les  manuscrits  autographes  de  Copernic  et  les 
Livres  annotés  de  sa  main.  Le  D"'  Sparagna,  qui  a  traduit  ce  Kapport  en  italien, 
l'a  enrichi  de  nombreuses  annotations. 

Giordani  [Enr.).  —  I  sei  Carlelli  di  mateniatica  disfida,  prima- 
mente  intorno  alla  générale  risoluzione  dellc  eqnazioni  cnbiche 
di  Lodovico  Fcjrari,  coi  sei  Contra-Cartelli  in  riposta  di  Ni- 
colo  Tartaglia,  comprendenli  le  soluzioni  de' Quesiti  dall'  una 
e  dair  altra  parte  proposti  ;  raccolti,autografati  e  pubblicati  da 
Enrico  Giordcuii,  Bolognese.  Premesse  notizie  l)ibliograficlie 
ed  illustrazioni  sui  Cartelli  medesimi,  estratte  da  documentigià 
a  stanipa  ed  altri  manoscrltti  favoriti  dal  Comni.  Prof.  Silvestro 
Gherardi.  Milano,  1876.  In-8",  220  pages  (').  (177-196). 

En  i544>  Maria  del  Fiore  s'était  vanté  de  savoir  résoudre  les  problèmes  con- 
duisant à  des  équations  de  la  forme 

x^-T-  ax  =  b, 

et  l'année  suivante  avait  eu  lieu  le  cartel  entre  Tartaglia  et  del  Fiore.  Ces  car- 
tels étaient  soutenus  publiquement  et  presque  toujours  dans  les  églises.  C'est 
ainsi  que,  le  10  août  de  l'année  i548,  l'église  de  Santa  Maria  del  Giardino,  à  Milan, 
avait  été  assignée  comme  lieu  de  rendez-vous  pour  vider  le  différend  mathé- 
matique entre  Tartaglia  et  Ferrari,  le  disciple  de  Cardan.  On  sait  que  Nicolô 
avait  été  surnommé  Tartaglia  (le  Balbutiant)  à  cause  du  balbutiement,  résul- 
tat physique  d'une  horrible  blessure  à  la  mâchoire  qu'il  reçut  à  la  prise  de  Bre- 
scia  par  les  Français.  Il  n'avait  alors  que  douze  ans,  et  s'était  réfugié  avec  sa 
mère  dans  //  Diionio,  croyant  échapper  ainsi  à  la  poursuite  des  soldats  furieux. 
Il  faut  lire,  dans  les  Notes  du  prince  Boncompagni  (p.  i8i-iiS3),  l'autobiographie 
de  Tartaglia,  telle  qu'elle  est  reproduite,  sous  forme  de  dialogue,  entre  lui  et  le 
prieur  de  Barletta  ("). 


(')  Traduction  d'un  article  de  .>!.  Caulor,  [tublic  dans  le  Zritsvhrifl  fiir  Math. 
u.  Phys..  t.  Wll. 

('■)    Voir  encore  Lir.iii.  Ulst.  d(;s  Math,  pu  Italie. 
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Cette  intéressante  Notice,  due  au  D''  Maurice  Cantor,  est  précédée  d'une  dédi- 
cace de  l'auteur  au  prince  Balthaz.ar  Boncompagni,  «  le  magnanime  et  savant 
promoteur  des  études  historico-mathématiqucs  à  Rome  ». 

Cantor  {M.),  trad.  par  Frttr/ro  {A.).  —  La  correspondance  entre 

Lagrange  et  Euler.  (197-216). 

C'est  le  28  juin  1764  que  Lagrange  écrivit  sa  première  Lettre  à  Euler.  Par  le 
nombre  des  années,  il  n'était  encore  qu'un  enfant;  mais  par  la  maturité  de  la 
pensée,  c'était  déjà  un  homme  et  un  savant.  Le  D"^  Cantor  fait  l'historique  de  la 
Correspondance  et  des  travaux  qui  ont  immortalisé  les  noms  d'Euler  et  de  La- 
grange. Il  rend  un  juste  hommage  au  prince  Boncompagni  pour  ses  publications 
de  Lettres  inédites  de  Lagrange  à  Euler. 

Gilbert  {Pli.).  —  Essai  historique  et  critique  sur  le  problème  de 
la  rotation  d'un  corps  solide  (').  (217). 

M.  Gilbert  a  fait  paraître,  en  j8-8,  une  étude  historique  et  critique  sur  le  pro- 
blème fameux  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  iM.  Siacci 
s'est  empressé  de  donner  de  cet  Ouvrage  un  compte  rendu  auquel  nous  ne  fe- 
rons qu'un  reproche,  celui  d'èti'c  trop  bref.  Le  jugement  qu'il  porte  sur  l'auteur 
sera  ratifié  par  tous  les  mathématiciens. 

Grâce,  dit-il,  à  l'exposé  lucide  et  bien  ordonné  de  M.  Gilbert,  son  étude  con- 
stitue un  Chapitre  qui  n'est  plus  à  faire  de  l'histoire  de  la  Mécanique  ration- 
nelle. 

Garbieri  (G.).  —  Lehrbucli  der  Determinanten-Theorie  fur  Stu- 
dirende  von  D''  Siegmujmd  Gukther.  Zweite  durchaus  umgear- 
beilete,  verniein'te  und  durcli  eine  Aufgaben-Sammlung  berei- 
cherte  Auflage.  Erlangen,  1877  (-).  (2J7-318). 

Le  D"'  Giovanni  Garbieri  rend  compte  de  la  seconde  édition  d'un  Ouvrage  de 
M.  Giintlicr,  ou  plutôt  il  donne  une  étude  fort  instructive  sur  cette  branche  spé- 
ciale des  Mathématiques  qu'on  appelle  la  Théorie  des  Déterminants  et  sur  les 
mathématiciens  qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  travaux. 

C'est,  paraît-il,  à  Leibnitz  qu'il  faut  faire  remonter  la  première  invention  des 
déterminants;  c'est  à  Gauss  qu'on  doit  cette  dénomination  nouvelle,  et  c'est 
Cauchy  qui  a  posé  le  couronnement  de  cet  édifice,  auquel  avaient  travaillé  Cra- 
mer, Euler,  Bézout,  Vandermonde,  Laplace,  Lagrange,  suivis  dans  cette  voie, 
qui  semble  attractive,  par  une  phalange  de  vaillants  chercheurs  :  Albeggiani, 
Armenante,  Baltzer,  Battaglini,  Bellavitis,  Binct,  Borchardt,  Brioschi,  Casorali, 
Catalan,  Caylej^,  Chiô,  Clebsch,  Dahiander,  Darboux,  Davidof,  Diekmann,  Die- 
trich,  Dolp,  Dostor,  Falk,  Fiedler,  Fontebasso,  Furstenau,  Garbieri,  De  Gaspa- 
ris,  Germain  (Sophie),  Glaishcr,  Grassmann,  Gundelfinger,  Gûnther,  Hankel, 
Heine,  Hesse,  Hindenburg,  Hoiiel,  larochcnko,  Jacobi,  Janni,  Laisant,  Lucas  (Éd.), 
Mansion,  Mellberg,  Meylink,  Monro,  Nachrciner,   Nàgeisbach,  Xewmann,  Ramus, 


(')  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  2^  année,  1878;  98  pages, 
in-8°.  Voir  Bulletin,  IV,,  88. 
(-)  Voir  Bulletin.  I,.  077. 
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lioidl,  lîciss,  Uollic,  |{iil)itii,  Saliiion,  Sclicilmer,  Sclioring,  Seeliger,Siacci,  Sniilli, 
Soinof,  Souillart,Spcrliii^%  Spolliswooik',  Slerii,  Studiiit;ka,Sylvester,Tait,Tliielc, 
Triuli,  Vcltiiianii,  W'cyraucli,  Zclifuss,  Zeipc-I.  Dans  celle  lisle,  encore  inconi- 
plèle,  les  Allemands  soiil  en  majorité;  on  y  rcnconlre  bun  nomijre  d'Italiens  et 
peu  de  Français  contemporains. 

Favaro  i^Ani.).  —  Sur  la  piihlicallou  faite  j)ar  le  D''  Carlo  Mala- 
gola  de  quelques  documents  relatifs  à  Nicolas  Copernic  et  à 
d'autres  astronomes  et  mathématiciens  des  xv''  et  xvi®  siècle. 
(319-334). 

L'innportant  Ouvrage  de  Malasoia  ofTre  un  tableau  fidèle  de  la  vie  scientifuiue 
et  littéraire  de  l'Université  de  Bologne  vers  la  fin  du  xv=  siècle;  il  a  valu  à  son 
auteur  les  éloges  mérités  des  écrivains  les  plus  éminenls  de  l'Italie,  Domenico 
Berli,  Cesare  Correnti,  Francesco  de  Sanclis,  Federico  Sclopis,  etc.,  etc.  On  sait 
que,  d'après  des  documents  trouvés  dans  la  citadelle  de  Ferrare,  publiés  et  an- 
notés par  le  prince  B.  Boncompagni,  Nicolas  Copernic  fréquenta  les  cours  de 
l'Université  de  Bologne  pendant  les  années  1496,  i^QT;  i499»  i^oo;  qu'il  étudia 
ensuite  le  droit  canon  à  Ferrare,  et  qu'il  se  trouvait  encore  dans  cette  ville  le 
'h\  mai  i5o3,  jour  où  le  titre  de  docteur  lui  fut  publiquement  décerné. 

Bierens  de  Haan  {D.).  —  Notice  sur  un  pamphlet  mathématique 
hollandais,  intitulé:  «  Bril  voorde  Amsterdamsche  belachelvcke 
geometristen  (').  Amsterdam,  i663.  (383-4^2;  franc.).  » 

Il  s'agit  d'un  pamphlet  publié  par  Cornelis  Sackersz  van  Leeuwen  contre  ses 
compatriotes  et  collègues  Abraham  de  Graaf,  Gietermaker,  Anhaltin  et  autres. 
Dans  cet  écrit  de  mauvais  goùl,  l'auteur  distribue  à  tort  et  à  travers  les  épi- 
théles  de  singes,  de  pirates,  de  brigands,  de  voleurs,  de  charlatans  et  autres  amé- 
nités de  ce  genre.  De  Graaf  répondit  à  Van  Leeuwen  en  le  traitant  à  son  tour 
d'ignorant,  de  pillard,  de  plagiaire,  de  pitoyable  géomètre,  etc.  M.  Bierens  de 
Haan  ne  s'est  pas  contenté  de  nous  faire  assister  à  celte  curieuse  lutte  de  ma- 
thématiciens hollandais  du  xvii°  siècle;  il  a  tracé  un  aperçu  des  principaux 
Ouvrages  de  Mathématiques  publiés  dans  les  Pays-Bas  pendant  les  xvi»  et 
xvn°  siècles  et  de  leurs  méthodes. 

Son  Catalogue  biographique  et  bibliographique,  de  plus  de  soixante-dix  ma- 
thématiciens néerlandais,  offre  un  réel  intérêt  pour  l'histoire  des  Sciences  ma- 
thématiques. Parmi  les  géomètres  qu'il  cite  se  rencontrent  les  noms  du  grand 
Huygens,  d'Adrien  .Metius,  de  Hudde,  de  Schooten,  de  Simon  Stevin,  de  LudolC 
van  Ceulen,  etc. 

Somof  (André),  (trad.  par  /louel).  — •  Nécrologie  de  Joseph  Iva- 
woviTCH  SoMOF.  (453-486';  franc.). 

Joseph  Ivanovitch  Somof,  né  le  i3  juin  i8i5,  au  village  d'Otrada,  gouverne^ 
ment  de  Moscou,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  a 
inscrit  son  nom  en  caractères   inelLicables   dans  l'histoire  des  Sciences  inathé- 


(')  Lunettes  pour  les  géomètres  ridicules  u'An  slerdam 
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matiques.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œii  sur  le  Catalogue 
donné  par  le  prince  Boncompagni,  des  trente-huit  Ouvrages  et  Mémoires  qui 
composent  son  œuvre.  Ce  Catalogue  est  suivi  d'une  Lettre  de  Somof  au  prince 
Boncompagni,  et  d'observations  y  relatives  par  le  prince  lui-même. 

Boncompagni  {B.)  et  Siacci  (/^.).  —  Solution  de  la  question  891 

de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématicjue .  (4'^7)- 

La  somme  des  carrés  des  nombres  impairs  de  rang  pair,  diminuée  de  la 
somme  des  carrés  des  nombres  impairs  de  rang  impair,  est  le  double  d'un 
carré.  Deux  solutions  de  cette  question,  dues  l'une  au  prince  Boncompagni, 
l'autre  au  professeur  Siacci. 

Caver?ii [Raffaello).  —  Notices  historiques  sur  l'invention  des 
thermomètres.  (53 1-586,  1  pL). 

L'auteur  examine  successivement  le  thermomètre  de  Galilée,  ceux  de  Santo- 
rio,  de  Sagredo,  de  Torricelli,  et  le  thermonièlre  multiplicateur  des  académi- 
ciens del  Cimento.  On  pourra  consulter  utilement  sur  ce  dernier  thermomètre 
le  Mémoire  de  I^ibri,  publié  au  tome  4-5  des  Annales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique (i83o),  et  intitulé  :  «  Mémoire  sur  la  détermination  de  l'échelle  du  ther- 
momètre de  l'Académie  del  Cimento.  » 

Les  conclusions  de  .M.  H.  Caverni  sont  que  l'invention  première  du  thermo- 
mètre à  air  appartient  à  l'Italie,  aussi  bien  que  celle  du  thermomètre  à  liquide. 
L'auteur  compare  sa  patrie  à  une  mère  défiante  de  ses  forces,  qui  cède  les  droits 
sacrés  de  la  maternité  à  quelque  nourrice  accorte.  On  pourrait  en  dire  autant 
de  la  France,  dont  les  inventions  et  les  découvertes  sont  lancées  dans  le  monde 
par  d'habiles  exploiteurs,  qui  ont  tous  les  bénéfices  de  l'invention  au  détriment 
des  véritables  inventeurs. 

Boncompagni [I) .).  —  Sur  deux  Lettres  du  P.  abhé  D.  Benedetto 
Castelli,  moine  du  Mont-Gassin,  à  Monsignor  D.  Ferdinando  Ce- 
sarini.  (58j-644)- 

Castelli {B.).  —  Deux:  Lettres  du  P.  abbé  D.  Benedetto  Castelli  à 
Monsignor  D.  Ferdinando  Cesarini.  (645-65'j). 

MazzuccJielli  {C}"  Giovanni  Maria).  —  Castelll  (Benedetto). 
Article  inédit  de  l'Ouvrage  intitulé  :    Gli  Scrittori  cVItalia. 

(658-665;  i  pi.). 

Benedetto  Castelli,  moine  du  Mont-Cassin,  mathématicien  en  titre  du  pape 
Urbain  VIII,  fut  l'un  des  plus  grands  mathématiciens  et  physiciens  de  l'Italie.  Né  à 
Brescia  le  24  juin  1577,  il  mourut  à  Rome,  au  monastère  de  Saint-Calixte,  en  i644, 
et  non  en  avril  ifi'|3,  comme  le  dit  le  comte  Mazzuchelli.  Élève  et  ami  de  Gali- 
lée, il  ne  cessa  jamais  de  prendre  la  défense  de  son  maître  et  de  propager  ses 
doctrines.  Il  fut  le  maître  et  le  bienfaiteur  de  Torricelli  et  compta  parmi  ses 
élèves  les  princes  Ferdinand  et  Léopold  de  Médicis,  Taddeo  Barjjcrini^  Alfonso 
Borelli,  Bonaventura  Cavalieri,  etc.  Le  prince  Balthasar  Boncompagni  a  mis 
eu   relief  cette   grande   figure  dans  une  Notice  intéressante;  il   a   publié    deux 
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Lettres  de  Castelli  écrites  à  Mgr  D.  Ferdinando  Cesarini,  lune  ù  la  dalc  du 
■.>o  septembre  i(i38,  l'aulre  à  la  date  du  12  aoiU  i()39.La  première  de  ees  Lettres 
établit  que  le  thermomètre  ou  mieux  le  thermoscope  fut  inventé  par  Galilée 
avant  i6a3;  elle  n'avait  été  publiée  qu'en  partie  par  J.-H.  Clément  de  Nelli;  le 
prince  Boncompagni  la  donnée  tout  entière,  telle  qu'elle  existe  à  Florence,  où 
elle  est  conservée  précieusement,  bien  que  ce  ne  soit  qu'une  copie,  mais  une  co- 
pie faite  de  la  main  du  célèbre  mathématicien  \iviani.  La  seconde  de  ces  Lettres 
traite  de  la  mesure  «  délie  P'ontane  ». 

Un  exemplaire  manuscrit  autographe  de  cette  Lettre,  datée  du  12  aovlt  1639, 
se  trouve  dans  un  Volume  petit  in-4°  de  la  Bibliothèque  roj'ale  de  Parme,  inti- 
tulé :  Castelu  :  |  Acque  correnti  \  Lettere  \   Mss.  |  191. 

En  i66^  parut  à  Castres  une  traduction  en  français  de  cet  Ouvrage  de  Castelli, 
sous  le  titre  :  Traicté  \  de  \  la  Mesure  des  \  Eaux  courantes  de  |  Benoist  Cas- 
telli, Reli  I  gieux  du  Montcassin  et  ]  Mathématicien  du  pape  Urbain  VIII  | 
traduit  d'italien  en  françois  |  avec  un  discours  de  la  ionction  des  Mers,  adressé 
à  Mes  I  seigneurs  les  Commissaires  députez  par  Sa  Majesté.  |  Ensemble  un  Traité 
du  mouvement  des  eaux  d'Evangeliste  Torricelli  1  mathématicien  du  Grand  Duc 
de  Toscane  |  Traduit  de  latin  en  françois.  ]  A  Castres,  |  Par  Bernard  Barcouda, 
imprimeur  du  Koy,  de  la  ]  Chambre  de  l'Edict,  de   la   dite  Ville   et  Diocèse. 

L'article  du  prince  Boncompagni  sur  le  P.  abbé  Benedetto  Castelli  se  ter- 
mine par  un  extrait  inédit  de  l'Ouvrage  du  comte  Giovanni  Maria  Mazzuchelli, 
intitulé  :  Gli  Scrittori  d'Italia,  coté  sous  le  n°  9"2GG  des  manuscrits  du  Vatican. 

Fairtfo  (Ant.)    —  Etude  sur  la  vie  et  les  écrits  phvsico-mathéma- 
tiques  de  Heumann  Grassman.  (699-^56). 

Hermann  Grassman  ne  fut  pas  apprécié  à  sa  juste  valeur  par  ses  contempo- 
rains; il  n'est  pas  encore  suffisamment  connu,  malgré  les  écrits  de  ses  compa- 
triotes :  Delbruck,  Junghans,  Schlegel,  Sturm,  Schrôder  et  Sohncke.  Le  D''  Fa- 
varo  a  pensé  avec  raison  que  l'étude  des  œuvres  d'un  savant  est  le  monument 
le  plus  durable  que  la  postérité  puisse  élever  à  sa  mémoire,  et  il  s'est  appliqué  à 
faire  revivre  cette  singulière  physionomie  d'un  homme  d'une  activité  infatigable, 
qui  fut  tout  à  la  fois  philosophe,  théologien,  mathématicien,  physicien,  philo- 
logue et  musicien.  L'esprit  créateur  de  Grassmann  ne  se  reposait  d'une  œuvre 
que  par  une  autre  de  genre  tout  différent.  Hermann-Gunther  Grassmann  na- 
quit le  i5  avril  1809  à  Stettin,  en  Poméranie,  où  son  père  était  professeur  de 
Physique  et  de  Mathématiques;  il  étudia  l'Analyse  supérieure  dans  les  œuvres  de 
Lagrange,  de  Lacroix  et  de  Laplace.  Le  plus  grand  et  le  plus  remarquable  peut- 
être  de  ses  travaux  mathématiques  est  VAusdelinungslehre.  Hermann  Grass- 
mann mourut  le  26  septembre  i8y-. 

Favaro  [Ant.). —  Gescliichte  der  Astronomie  von  Rudolf  Wolf. 

Mûnchen,  1877.  {^^r":). 

L'Académie  des  Sciences  de  Munich,  sous  les  auspices  du  roi  Maximilien  H 
de  Bavière,  a  publié  un  Recueil  de  Rapports  sur  l'Histoire  des  Sciences  en  Alle- 
magne dans  les  temps  modernes.  Parmi  ces  Rapports  figure  VHistoire  de  VAs- 
tronomie  par  Rodolphe  Wolf,  professeur  de  l'Université  de  Zurich.  L'auteur  ne 
s'est  pas  borné  à  faire  l'histoire  de  l'Astronomie  en  Allemagne  dans  les  temps  mo- 
dernes :  ilaconsidérablementélargison  cadre  dans  le  temps  et  dans  l'espace;  il  s'est 
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occupé  derAstronoinie  chez  les  Égyptiens,  les  Chinois,  les  Babyloniens,  les  Grecs, 
dans  les  écoles  d'Alexandrie,  de  Bagdad,  du  Caire,  de  Samarcande  et  de  Cordoue. 
L'école  chrétienne  de  Tolède,  Alphonse  de  Caslille  et  les  Tables  alphonsines  ont 
trouvé  place  dans  ce  vaste  tableau  d'ensemble. 

«Il  n'y  a  pas  d'histoire  possible  »,  dit  Wolf,  «sans  les  calculs  de  temps,  et  il  n'y 
a  pas  de  calcul  de  temps  sans  Astronomie.  »  L'Histoire  de  l'Astronomie  de  Wolf 
est,  certes,  un  bel  Ouvrage;  mais  nous  adresserons  à  l'auteur,  d'accord  avec  le  sa- 
vant professeur  Favaro,  de  Padoue,  certains  reproches  qui  nous  paraissent  iné- 
vités. Wolf  a  dit  quelques  mots  seulement  de  lAstronomic  des  Hindous;  il  a 
commis  dans  l'histoire  des  travaux  de  Copernic  et  de  Galilée  quelques  omissions 
bibliographiques  qui  ont  été  signalées  par  le  prince  Balthazar  Boncompagni  ;  de 
Huygens  il  parle  peu;  de  M.  Chasles,  le  vénéré  doyen  de  nos  géomètres  fran- 
çais, il  parle  avec  une  passion  injuste  et  jalouse.  Dans  l'Histoire  de  l'Astronomie 
il  a  passé  sous  silence  des  hommes  tels  que  Striborio,  Ramus,  Biancano.  Il  a 
omis  de  citer  la  Biblioteca  matematica  italiana,  œuvre  d'importance  capitale; 
il  a  omis  de  mentionner  la  Société  degli  Spettroscopisti  %\.  connue  en  Italie  et 
si  utile  à  la  Science  astronomique.  Enfin,  quand  Wolf  parle  de  la  diffusion  des 
Observatoires  dans  le  monde  entier,  il  ne  trouve  pas  un  seul  Italien  à  signaler, 
et  pourtant  il  n'avait  que  l'embarras  du  choix  ! 

Fcn-aro  {An t.).  —  Grundlinien  der  malhematischen  Géographie 
iind  elementaren  Astronomie  zum  Gebrauche  in  hôheren  INIillel- 
schulklassen  und  bei  akademischen  Vorlragen,  von  D''Siegmu]\d 

GuMHEU.   (778-782). 

Ce  titre  de  i36  pages  in-S"  est  destiné  à  l'enseignement  classique.  II  fait  une 
large  part  à  l'Histoire  scientifique,  et  ce  trait  caractéristique  commande  l'altcn- 
tion  des  lecteurs  du  Ballettino.  C'est  une  innovation  à  laquelle  applaudit  le  D' 
Favai'o,  et  tous  les  amis  des  sciences  partagent  son  avis  à  cet  égard.  Cet  excel- 
lent petit  livre  est  divisé  en  douze  Chapitres;  d'un  bout  à  l'autre,,  il  excite  con- 
tinuellement l'intérêt  de  l'élève  et  donne  satisfaction  aux  savants  et  aux  érudil* 
par  sa  science  et  sa  haute  érudition. 

Lucas  {Éd.).  —  Sur  la  série  récurrente  de  Fermât.  (783-798), 

M.  Edouard  Lucas  a  produit  de  remarquables  travaux  sur  l'analyse  algébrique 
et  sur  la  théorie  des  nombres;  ils  sont  bien  connus  des  lecteurs  du  BuUettinp, 
qui  n'ont  pas  oublié  sans  doute  ses  Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Léo- 
nard de  Pise  et  sur  diverses  questions  d'Arithmétique  supérieure,  pu- 
bliées dans  les  cahiers  de  mars,  avril  et  mai  de  l'année  1877.  Les  nombres  de  la 
forme  2"±i  ont  exercé,  depuis  Fermât,  bon  nombre  d'esprits  mathématiques  de 
la  plus  haute  portée,  et  je  constate  avec  plaisir  ce  fait  que  rappelle  M.  Edouard 
Lucas,  à  savoir  que  si  M.  Le  Lasseur,  de  Nantes,  a  trouvé  directement  les  deux 
facteurs  de  2"-l-i,  c'est  au  mojen  d'une  méthode  inédite  de  décomposition  des 
grands  nombres,  due  à  Aurifeuille,  mon  condisciple  à  l'Institution  Barbet  des 
Feuillantines,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  mort  professeur  de  Mathé- 
matiques au  Lycée  de  Toulouse. 

Favaio  {Ant.).  —  L'histoire  des  Mathématiques  à  l'Université  de 
Padoue.  Lettre  à  D.  B.  Boncompagni.  (799-801). 
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Dans  (cUc  Lcllrc  pleine  de  sens,  le  savant  professeur  sommet  au  prince  Bon- 
compaj^ni,  comme  à  son  maiire  dans  l'Histoire  des  Sciences,  ses  vues,  ses  idées, 
sa  méthode  et  son  programme  du  premier  Cours  d'flistoirc  des  Sciences  qu'il  a 
ouvert  à  l'Université  de  Padouc 

Kn  France,  l'enseignement  de  l'Ilisloire  des  Sciences  n'existe  nulle  part,  c'est 
en  vain  <(u'on  le  clicrdierait  dans  les  grandes  écoles  nationales  scientifiques, 
voire  même  au  Collège  de  France. 

Garbieri [G.).  — Elemcnle  der  Tlieorie  der  Determinanten  mit 
vielen  Uebungsaufgaben,  von  D""  P.  Mansion,  Professer  der 
UniversitUt  zti  Genl.  (8o2-8o3). 

Le  D"'  Giovanni  Garbieri  a  rendu  compte  de  ce  savant  travail  non  sur  l'édi- 
tion originale  française,  mais  sur  la  traduction  faite  du  français  en  allemand 
par  le  D'  Horn,  parce  que  dans  l'édition  allemande  quelques  points  sont  mieux 
et  plus  amplement  développés,  et  que  les  exercices  y  sont  plus  nombreux  et  plus 
variés  que  dans  l'édition  française. 

Annonces  de  publications  récentes.  —  (ii2-i54,  2x8-206,  335- 
382,  488-53o,  666-698,  804-854 ).  An.  Marue. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  DEsSclE^XES  (  '  ) . 
Tome  XCII;  1881,  i^''  semestre. 

Piiiseux  (F.).  —  Sur  les  mesures  micrométriqiies  effectuées  pen- 
dant le  passage  de  Vénus  du  8  décembre  i8j4-  (808). 

Mouchez.  —  Note  sur  les  mesures  micrométriques  du  passage  de 
Vénus  sur  le  Soleil.  (8i3). 

Villarceau  (î  .).  —  Note  sur  les  méthodes  de  Wronski.  (81 5). 

Janssen.  —  Sur  la  photométric  photographique  et  son  application 
à  Tétude  des  pouvoirs  rayonnants  comparés  du  Soleil  et  des 
étoiles.  (821). 

Halphen.  —  Sur  des  fonctions  qui  proviennent  de  l'équation  de 
Gauss.  (856). 
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Soient  trois  nombres  entiers  positifs  m,  n,  p;  posant 


—  -f-  — I =  1 j 

ni        n       p  \i. 

M.  Schwarz  a  montré  comment,  lorsque  [x  est  négatif,  l'équation  hypergéomé- 
trique,  où  l'on  suppose 

I  ii\        o_'/  '  I         '\        ., \_ 

m        n    '   p  j^      ^       2  \         7)1        n       p )        '  m 

s'intègre  algébriquement;  M.  Halphen  montre  comment  tous  les  cas  où  cette 
hypothèse  est  réalisée  peuvent  être  réunis  en  un  seul;  il  examine  ensuite  le  cas 
où  tx  est  positif;  faisant,  pour  abréger. 


F  (a,  ^,  y,  ^)  "  {m,  n,  p,  x), 
il  pose 

,  -  (  —  /'.  n,  m.  —] 

I  \/'  \  xl 


^  ip,",'n,l^ 


Aux  développements  doivent  être  substituées  les  intégrales,  qui  subsistent  tou- 
jours. 

a:  est  une  fonction  uniforme  de  t,  ;  il  en  résulte  que  le  point  r^  reste  nécessai- 
rement dans  une  région  limitée  du  plan,  à  savoir  un  cercle  ayant  l'origine  pour 
centre  et  dont  M.  Halphen  calcule  le  rayon.  Dans  ce  cercle,  les  fonctions 


X(Tj  =  (-!)'"      I^p,n,m,^y', 


V(r,)=(.-j)    ip.n,,...-). 


sont  dévcloppables  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  T,. 

Poincaré  (//.)•   —  Sur  une  nouvelle  application  et  quelques  pro- 
priétés des  fonctions  fuchsiennes.  (809). 

Sur  certains  types  d'équations  différentielles  linéaires  qui  s'intègrent  par  les 
fonctions  fuchsiennes,  lorsque  celles-ci  n'existent  qu'à  l'intérieur  du  cercle  fon- 
damental. 

TVolf  {C).  —  Sur  les  relations  entre  les  taches  solaires  et  les  va- 
riations magnétiques.  (  8(ji). 

Crookes  (]]'.).  —  Sur  la  viscosité  des  2az.  (862V 
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\  iollc  {J')'    —  Intensités  lumineuses  des  radiations  émises  par  le 
platine  incandescent.  (86()). 

Boulv  {£•)•  —  Sur  le  changement  de  volume  qui  accompagne  le 
dépôt  magnétique  dun  métal.  (8(38). 

Blondlot.  —   Sur  la  conductibilité  voltaïquc  des  gaz  échauffés. 

1870). 

]  illari.  —   Sur  les  décharges  internes  des   condensateurs  élec- 
triques. {?>-'i). 

Laurent.  —  Sur  les  miroirs  magiques.  (874)- 

?v"  15;  Il  avril. 

Gyldén.  —  Sur  l'intégi'ale  eulérienne  de  seconde  espèce.  (897  ). 

Application  des  formules  données  par  .M.  Hermilc  {Journal  de  Borchardt, 
t.  90,  p.  332)  pour  le  calcul  numérique  de  l'intégrale 


/; 


.  dx. 


(i^-^j-" 


Cailletetç.1  Haute  feuille.    —  Recherches  sur  la  liquéfaction  des 
mélanges  gazeux.  (901). 

Lockrer.  —  Sur  les  raies  du  l'er  dans  le  Soleil.  (904). 

Poincaré  (-//•)•  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  par  le 
moyen  des  fonctions  abéliennes.  (9^3). 

Partant  de  deux  fonctions  abéliennes  quelconques,  lauteur  montre  qu'on  peut 
former  des  équations  différentielles  linéaires  du  troisième  ordre  dont  les  coeffi- 
cients sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  de  un  ou  trois  paramètres  arbi- 
traires, et  qui  s'intègrent  au  moyen  des  fonctions  abéliennes  proposées;  il  s'occupe 
ensuite  de  former  les  groupes  des  équations  à  coefficients  rationnels  qui  peuvent 
s'intégrer  par  ce  procédé,  c'est-à-dire  le  groupe  des  substitutions  linéaires  que 
subissent  les  intégrales  quand  x  décrit  un  contour  quelconque. 

Du  Bois-Revinond  (P.).  —  Sur  les  formules  de  représentation 
des  fonctions.  (910). 

L'auteur  traite  des  intégrales  représentantes     1       '^(a,  /i)dz   qui,   comme 

f"<^tï%h  ,  ,       .  ,..  ,  .      ,.   . 

/       «a,  ont  pour  Al  croissant  à  1  infini  une  valeur  limite  indépendante 
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tlcfl;  il  en  résulte,  pour  o  <  rt  <  b, 

r'' 

lini    /       '^  (  a, /< )  f'?ï  =  o. 

•-a 

f{x)  étant  une  fonction  arbitraire,  on  a  les  équations 
(A)'  lim    f    /{z)4>{a:,h)dx=>i, 

(B)  lim    /      /(»)*(«, /()<:/a  =/(o)  lim    /      <i>{x,h)ch. 

<-'o  •-  o 

La  formule  (A)  suppose  seulement  l'intégrabililé  (\c/(x). 

La  formule  (B)  a  certainement  lieu  si  la  fonction  <I>(a:,  h)  est  telle  que 


/" 


motl<P(3(,  h  )  rfa 


soit  finie,  si  en  outre /(a?)  est  intégrable  et  si  /(o)  =    lim  (x)  est  déterminé. 

j  -t-  o 

En  dehors  de  ces  conditions  générales,  on  peut  rechercher  des  conditions  col- 
lectives pour  des  classes  d'intégrales  représentantes. 

L'égalité  (B)  subsistera  toujours  et  pour  toutes  les  fonctions  <i>(x,  h)  remplis- 
sant la  condition  qui  a  servi  à  les  définir  si  les  différences /(.r)  ne  changent  pas 
de  signe  entre  x  =  o  et  x  =  s,  z  étant  aussi  petit  qu'on  le  veut  :  l'égalité  (B) 
aura  donc  lieu  si 

/(:c)  =  'f(.r)-^(x), 

les  différences  de  o{x)  et  de  <\i{x)  étant  constamment  non  positives  entre  x  =  o 
et  X  =  z.  Sous  l'hypothèse  que  /{x)  a  une  dérivée  intégrable /'(a;),  cette  con- 
dition équivaut  à  celle  de  la  convergence  de  l'intégrale 


/ 


mod/'(a)f/a. 


L'intégi'ation  par  parties  appliquée  à  l'intégrale    /      /(a)  tl>(a, /;)  f/^t  conduit 

«-'o 
au  résultat  suivant  :  xfi'(x,  h)  s'annulant  avec  x  et  ne  dépassant  pas  des  limites 
finies  pendant  que  h  croit  à  l'infini,  (B)  aura  toujours  lieu  quand  l'intégrale 

est  convergente.  Cette  condition  contient  la  condition  relative  aux  différences 
c\e/{x).  L'examen  de  cette  intégrale  conduit  en  outre  au  théorème  suivant  : 

En  supposant  lim   x<i>(x,  h)  =  o,    lim   xfp{x,  h)  finie,  f{x)  intégrable  et 

.1=0  kzzi  y. 

l'intégrale 

convergente,  l'égalité  (B)  sera  vraie. 
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lui  la i sa  11  l 

on  peut  doliM-niinor  p(:r)  en  sorte  qne  cette  fonction  devienne  infinie  Y>ciur  x  =:  o 
avec  des  différences  conslaninient  néjjalives  et  ([ne  lini  A(.2')  ne  soit  ni  l'infini 
ni  zéro. 

La  fonction  p{x)  est  ce  que  M.  P.  du  Bois-Reyniond  apiKlIe  le  degré  de  con- 
liauilé  de  la  foDCtioo  y(a:)  pour  x  =  0. 

L'ésalité 


y-    r''-^niod[/(a)-/(o)J-    f\h 


mod)v(a) 

ap  (  a  ) 


montre  que,  si  l'intéijrale    / est  finie,  il  suffit  que  >>(:r)  soit  intéerable, 

et  que,  si  clic  est  finie,  "i^ix)  devra  osciller  de  manière  à  rendre  Tintégrale  y  con- 
vergente. 

Enfin  l'auteur  ajoute  quelques  mots  sur  ses  recliei'clies  relatives  à  la  représen- 

COS  '1^  (  x) 
talion  par  les  formules  de  Fourier  des  fonctions   f(x)  de  la  forme  - — — — > 

p{x)  étant  le  degré  de  continuité  pour  a;  =oet  ^J>(^)  devenant  infinie  pourj;  =  o 
[Untersucliun gen  iiber  die  Convergenz  und Divergenz  der  Fourierschen  Dar- 
stellungs/ormeln  {Abhandl.  d.  Bayer.  Akad.  d.  W.,  II.  CL,  XII.  Bd.,  IL  Abth.)]. 


N°  IG;   18  avril. 

Gyldén.  —  Sur  l'intégrale  eulérienne  de  seconde  espèce.  (942). 

Brioschi.  —  Sur  la  surface  de  Kummer  à  seize  points  singuliers. 
(944). 

L'auteur  expose  quelques-uns  des  résultats  contenus  dans  un  Mémoire  qu'il 
fait  imprimer,  relatifs  à  l'expression  des  coordonnées  de  la  surface  de  Kummer 
en  fonctions  de  deux  paramètres. 

Bresse.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  S.  Périsse,  intitulé  : 
«  Des  causes  qui  tendent  à  gauchir  les  poutres  des  ponts  en  fer, 
et  des  moyens  de  calculer  ces  poutres  pour  résister  aux  efiorts 
gauchissants  ».  (948)- 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  {sp~\ 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  abéliennes.  (958). 

Généralisation  des  résultats  dus  à  AI.  Picard  concernant  la  réduction  de  cer- 
taines fonctions  abéliennes  à  des  fonctions  elliptiques  et  d'autres  résultats  dus  à 
M.  Appell  sur  la  décomposition  de  certaines  fonctions  abéliennes  en  éléments 
simples. 
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Appel/.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  dont  les  logarithmes  sont 

des  sommes  d'intégrales  abéliennes  de  première  et  de  troisième 

espèce.  (960). 

'  37  et  j' étant  deux  variables  liées  par  une  équation  algébrique  F  {x,  y)  =  0 
d'ordre  m  et  de  genre />,  l'auteur  considère  des  fonctions  du  point  analytique  (o^, y) 
qui  n'ont  sur  toute  la  sphère  d'autres  pointe  singuliers  que  des  pôles  et  des  points 
critiques  algébriques,  à  savoir  les  points  critiques  de  la  fonction  7  de  œ;  de  plus 
ces  fonctions  se  reproduisent  multipliées  par  un  faisceau  constant  quand  le  point 
{x,y)  décrit  un  cycle  quelconque. 

M.  Appell  montre  comment  ces  fonctions  peuvent  s'exprimer  au  moyen  des 
fonctions  6  et  donne,  pour  elles,  une  formule  de  décomposition  en  éléments 
analogue  à  celle  que  M.  Hermite  a  donnée  pour  les  fonctions  doublement  pério- 
diques. 

Du  Bois-Rermond  {P-)-  ■ —  Sur  les  formules  de  représentation  des 
fonctions.  (962). 

Draper.  —  Sur  la  Photographie  stellaire.  (964)- 

N°  17^  23  avril. 

Faye.  —  Sur  une  question  de  métrologie   ancienne;  origine  du 
mile  anglais.  (975). 

Léouté.  —  Théorie  générale  des  transmissions  par  câbles  métal- 
liques ;  règles  pratiques. 

Appell.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires  à 
coefficients  doublement  périodiques.  (ioo5). 
Soit  une  équation  linéaire 

d"  V  d"~*  V 


dx'^    '      '  dx" 


■Pnr  =  o, 


dont  les  coefficients />,,..  .,y:>„  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  pério- 
diques de  X  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point  00  .  Supposons 
que  l'intégrale  générale  n'ait  elle-même  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le 
point  Qo  ;  de  plus,  en  désignant  par  a  un  point  quelconque  où  certains  des  coef- 
ficients p  deviennent  infinis,  supposons  que  les  racines  de  l'équation  fonda- 
mentale déterminante  relative  à  ce  point  soient  des  nombres  commensurables 
ayant  des  différences  entières,  mais  que  les  éléments  d'un  système  fondamental 
ne  contiennent  pas  de  logarithmes  dans  le  voisinage  de  x  =  a;  ces  conditions 
étant  remplies  pour  tous  les  points  singuliers,  on  peut  obtenir  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation. 
Par  exemple,  l'équation  de  Lamé 

d'Y 

-r-hr  =  l n(n-hi)  /v ' sn' x  -h  h]i-, 

dx' 
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[lOlll- 

«  —  - ,     h  = -, —  1 

2  /, 


:i  pour  intéjjrales  los  foiiriions  \  eux  -h  t\nx,  \7>'sn  j;  -i-  cln.r. 

Croiillebois.  —  ProdncLion  normale  des  trois  systèmes  de  franges 
ào^  rayons  rectilignes.  (ioo8). 

(laiJJ'e.  —  Causes  perturbatrices  des  transmissions  téléphoniques. 

(1009). 

N«  18;  2  mai. 

Paye.  —  Sur  une  propriété  de  Tindicalrice  relative  à  la  courbure 
moyenne  des  surfaces  convexes.  (1019). 

Jainiii.  —  Sur  la  force  électromotrice  inverse  de  Tare  électrique. 

(1021). 

Gvldén.   —  Sur  les  inégalités  à  longues  périodes  dans  les  mouve- 
ments des  corps  célestes.  (io33). 

Bigourdan.    —   Observations  de   la    comète   f  1880   (Pechùle), 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (io45). 

Le  Paigc  (C).    —    Sur  une   propriété   des  formes    trilinéaires. 

(1048). 

Lippinann .  —  Sur  le  principe  de  la  conservation  de  rélectricité, 
ou  second  principe  de  la  théorie  des  phénomènes  électriques. 

(io5o). 

N"   19;  î)  mai. 

Fave.    —   Réponse   à  quelques   critiques  relatives   à  la  Note  du 
21  février  sur  la  parallaxe  du  Soleil.  (10-2). 

Sylvester.  —   Sur  les  diviseurs  des   fonctions  des  périodes  des 
racines  primitives  de  l'unité.  (1084). 

Soit  7:)  un  nombre  premier  ég;al  à  e/+i;  la  fonction  du  6'*""°  degré  dans  les 
racines  sont  les  e  périodes  entre  lesquelles  on  peut  distribuer  les  ef  p''"""  racines 
primitives  de  l'unité  en  ce  que  l'auteur  désigne  comme  la  fonction  à  c  périodes 
par  rapport  à  p. 

On  sait  (Bachm.vnn,  Kreistheilung,  etc.  )  que/?  et  un  é"""  résidu  quelconque  par 
rapport  à  p  sont  toujours  diviseurs  de  cette  fonction.  Tout  autre  diviseur  est 
dit  exceptionnel;  M.  Sylvester  énonce  la  proposition  suivante  : 

llull.  des  Sciences  math.  ■2'=  Série,  t.  V.  (Octobre  1881.)  I\  .  I  3 
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1°  Si  le  nombre  des  périodes  e  est  un  nombre  premier  de  la  forme  2'  + 1 ,  le 
nombre  2  ne  peut  pas  être  un  diviseur  exceptionnel. 

2°  Si  e  est  un  nombre  premier,  un  faisceau  exceptionnel  K  {s'il  en  existe) 
doit  entrer  à  la  seconde  puissance  au  moins  comme  facteur  dans  e  —  i. 

Dewulf.  —  Du  déplacement  d'une  figure  de  forme  invariable  dans 
son  plan.  (1091). 

Bailiaucl  i^B.).  —  Observations  des  satellites  de  Saturne,  faites  à 
Toulouse  en  18-9  et  1880. 

Bigourdan.    —    Observations,    éléments    et  éphémérides  de   la 
comète  a.  (1881). 

Halphen.    —  Sur  un  système  d'équations  différentielles.  (1101). 
Il  s'agit  du  système 

d(u,  —  u^)  d(u.-^u,)  d(u,-i-u.) 

; =-    =    U.U,.        '—. —    =    U.U..,        '-r =    U^U.. 

En  posant 

aï-\-b 


'         a  1  -\-  b 
où  0,  b,  a',  b'  sont  des  constantes,  puis 

■2  a'  ab'  —  ba' 


u.=  — 


a'  X  -i-  b'   '    (a' a  -h  b'  )'^ 


iS  =  1,2,3), 


le  système  transformé  se  déduit  du  proposé  en  remplaçant  les  u  par  les  v. 

Une  intégrale  particulière  conduit  donc  à  l'intégrale  complète.  Or,  en  prenant 
a  =  log  q,  on  a  une  solution  en  choisissant,  pour  u^,  u^,  w,,  les  dérivées  logarith- 
miques par  rapport  à  a  des  trois  fonctions  0*(K),  B*(o),  H*(Iv). 

Le  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  trilinéaires.  (i  io3). 

Pidseux  (P-)-   —  Sur  quelques  mesures    actinométriques  faites 
dans  les  Alpes  en  1880.  (i  io5). 


N"  20^  16  mai. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  l'Observatoire  de  Greenwich  (transmises  par  l'Astronome 
Royal  M.  G.-B.  Airv)  et  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
premier  trimestre  de  l'année  1881.  (1120). 

Stephan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille,  (i  126). 
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Tresca.  —  RapporL  sur  nn  M(''rnoir<'  de  M.  (IracfT,  rclatil  à  iiiic 
série  d'expériences  faites  au  réservoir  du  Fureus  sur  l'écoulemeiil 
des  eaux.  (1 135). 

BorrcUv.  —  Comèle  découverte  par  M.  Swift  le  3o  avril  1881. 
01)servalions  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  {\v\iS\ 

Ld^iierre.  —  Sur  la  séparation  des  racines  des  équations  numé- 

ri({ues.  (i  i4<')- 

Soit,  en  désignant  par  w  une  quantité  positive  quelconque  et  par  3„,  a,,  a^„  . . ., 
*/i-2»  *n-i  ^^^  quantités  réelles  queironqucs  rangées  par  ordre  croissant  ou  dé- 
croissant de  grandeur, 

\  \  \ 


Cela  posé,  |  désignant  une  quantité  quelconque  comprise  entre  at,  et  a,^.,,  le 
nombre  des  racines  de  l'équation  V  {x)  =  o,  qui  sont  comprises  entre  Ç  et  a,^.,, 
est  au  plus  égal  au  nombre  des  alternances  de  la  suite 


(L'auteur  entend  par  nombre  des  alternances  d'une  suite  A  +  B  +  C  +  D+... 
le  nombre  des  variations  des  termes  A,  A  -(-  B,  A  +  B  H-  C,  . . .,  nombre  qui  ne 
peut  surpasser  le  nombre  des  variations  des  termes  A,  B,  C,  D,  . . .). 

Si  (i)  est  une  quantité  positive  quelconque,  l'équation 

a  -f-  bx  -+-  cx{x  —  ti))  -f-  dx(x  —  w)  {x  —  2  w)  H-  ...  =0 
a  au  moins  autant  de  racines  positives  que  l'équation 

a  -r-  bx  4-  cr^-t-  dx^  -+-  ...  =0. 
a  désignant  une  quantité  arbitraire,  considérons  la  suite 

f^x)-^/'{x)[a-x)+f"{x)  ii^II-^' -f- . . . . 

Soient  V„,  Vo  le  nombre  d'alternances  que  présente  cette  suite  quand  on  y  rem- 
place successivement  x  par  a  et  par  jî;  le  nombre  des  racines  de  l'équation 
f{x)  —  o  qui  sont  comprises  entre  a  et  p  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  nom- 
bres V„  et  Vp  si  a  est  compris  entre  a  et  p,  et  au  plus  égal  à  leur  différence  dans 
le  cas  contraire. 

Le  cas  particulier  de  x  =  a  conduit  à  un  énoncé  remar(juuljlement  simple. 

N°  21  ;  23  mai. 

Lesseps  (de).  —  Sur  l'ancien  Observatoire  du  Caire,  (i  i8i). 

Stéphan,  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille.  (11 83). 
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Sléphanofi.  —  Sur  la  géométrie  des  sphères.  Rapprochement 
entre  les  «  semi-plans  »  et  «  semi-sphères  »  de  M.  Laguerre  et 
les  recherches  de  M.  Lie  YLcber  complexe,  insbesondere 
Linien-  und Ku gel-Complexe  [Math.  Anii..  t.  V  ;  p.  164-188; 
1872)]. 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  (1  198). 
Posant 


=  e"/.-, 


où  l'on  suppose  que  chacun  des  angles  >>,,  . .  .,)>„^,  est  une  partie  aliquote  de  1-, 
satisfaisant  à  l'inégalité 

)>,-i-  2Àj-f-  2)^3  +  . .  .-T-  2)>„  4-  \,_^|  <  2  7:  {n  —  i), 

il  existe  une  infinité  de  fonctions  F  (s)  uniformes  en  z,  n'existant  qu'à  l'intérieur 
du  cercle  fondamental,  méromorphes  à  Pintéricur  de  ce  cercle  et  telles  que  l'on 
ail 

F(^)  =  F(,^,)  =  F(c,)  =...=  F(s„)  =  F(i:„.,,). 

Toutes  ces  fonctions,  dites  fuchsiennes,  peuvent  s'exprimer  rationnel lemenl  au 
moyen  de  l'une  d'entre  elles  ;  si,  de  plus,  on  pose 


■i{x)  étant  une  fonction  algébrique  de  x. 
Si,  en  outre,  on  impose  à  la  fonction  F(s)  les  conditions  suivantes  : 
1°  Elle  est  une  des  fonctions  fuchsiennes  à  l'aide  desquelles  toutes  les  autres 

s'expriment  rationnellement; 
•1"  On  a 

F{a,)=o,     F(«,)=i,     F(a3)=co; 

il  en  résultera  que  cp  est  rationnel  en  x  et  que  les  points  singuliers  de  l'équation 

seront 

F  (a,),     F  (a,),      ...,     F(a„),     F(a„^,). 

Tous  ces  points  singuliers  sont  réels.  Pour  «  =  2  cette  équation  se  réduit  à 
l'équation  hypergéométrique  et  F(^)  se  réduit  à  une  fonction  particulière,  sur 
laquelle  ."\I.  Poincaré  a  déjà  appelé  l'atlention  (  i4  février  1881  ),  et  que  .M.  Halphen 
a  étudiée  ( 4  avril). 

Dans  le  cas  où  n  est  quelconque,  on  parvient,  par  cette  méthode,  à  l'inti-gratinn 
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(le  Iiiiitcs  les  l'iiiiatinns   iliHV-itiilifllts  linéaires,  à  coenioienls  ralioiiiicls,  et  cimil 
liiiis  ifs  [Kiiiils  siiiuuiifis  Sont  rct'ls. 

'ravUiKin.  —  Sur  rinlc^ralioii  flcréquation  aiixdérivccs  j)ai'liell('S 
du  second  ordre  (i'-îooj. 

f/aiitciir  indique  une  nu-lliodc  ijni  ramène  la  reclicrclit;  ilc  l'inléiirale  coniplèle 
(le  ré(|ualiun 

/{x,y,  z.  p,  g,  r,  s,  t)  =  o 

à  Tintégration  d'un  système  d'équations  simultanées  aux  dilïércntielles  ordinaires 
entre  les  huit  variables  x,  t,  z,  p,  q,  r,  s,  t. 

TVolf  (C).  —  Les  étalons  de  poids  et  mesures  de  l'Observatoire 
de  Paris  et  les  appareils  qui  ont  servi  à  les  construire  ;  leur  ori- 
gine, leur  histoire  et  leur  état  actuel.  (12012). 

IS°  22;   ÔO  mai. 

Stéphan.  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Observatoire 
de  Marseille.  (1260). 

Gvldén.  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  des  corps  célestes. 
( 1262. ) 

Système  de  foniuiles  pour  calculer  la  position  d'un  corps  céleste  dans  le  pian 
de  son  orbite. 

Blgourdan.  —  Observations  et  éléments  de  la  comète  <i  i88i 
(Swift).  (1272). 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  {i274)' 

Généralisant  la  méthode  exposée  par  lui  dans  une  précédente  Communication, 
l'auteur  énonce,  sous  forme  dubitative,  cette  proposition  :  Toutes  ces  équations 
linéaires  à  coefficients  algébriques  s'intègrent  par  les  transcendantes  fuch- 
siennes et  zétafuchsiennes.  La  démonstration  de  cette  proposition,  d'une  si  haute 
généralité,  est  ramenée  par  lui  à  la  démonstration  de  l'existence  d'une  solution 
réelle  pour  un  système  de  2/1  —  4  équations. 

liouyaux.  —  Relations  algébriques  entre  les  sinus  supérieurs 
d'un  même  ordre.  (1277). 

West.  —  Sur  les  sinus  d'ordre  supérieur.  (1279). 

N"  23;  6  juin. 

Fayc.  —  Sur  les  ascensions  droite.-,  de  la  Lune,  observées  à  Vlgci  . 
(i3()6  ). 
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Todd.  —  La  parallaxe  solaire  déduite  des  phoLographies  améri- 
caines du  passage  de  Vénus  de  1874.  (iSaB). 

Fiichs.  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  qui  naissent  de 
l'inversion  des  intégrales  de  deux  fonctions  données.  (  i33o). 

Conclusion  du  Mémoire  présenté  à  la  Société  Royale  de  Gôttingue  (t.  XXVll), 
dont  la  traduction  a  paru  dans  le  Bulletin  {2°  série,  t.  V;  V"  Partie,  p.  02 ). 

Picard  (E.).  —  Sur  les  expressions  des  coordonnées  d'une 
courbe  algébrique  par  des  fonctions  fuchsiennes  d'un  paramètre. 
(i332). 

M.  Poincaré  a  montré  dans  diverses  Communications  que,  pour  une  infinité  de 
courbes  algébriques,  les  coordonnées  d'un  point  pouvaient  être  exprimées  sous 
formes  de  fonctions  fuchsiennes  d'un  paramètre,  laissant  d'ailleurs  dans  le 
doute  la  réponse  à  cette  question  :  un  tel  mode  d'expression  est-il  possible  pour 
toutes  les  courbes  algébriques? 

Dans  la  présente  Communication,  M.  Picard  indique  une  marche  à  suivre  pour 
répondre  à  la  question  suivante: 

Étant  donnée  l'équation 

F{u,  v)  =  o 

d'une  courbe  algébrique,  reconnaître  si  l'on  peut  exprimer  les  coordonnées»,  v 
d'un  quelconque  de  ses  points  par  des  fonctions  fuchsiennes  d'un  paramètre 
correspondant  à  un  groupe  fuchsien  donné. 

Poincaré  {IL).  —  Sur  une  propriété  des  fonctions  uniformes. 

Un  groupe  d'une  infinité  de  fonctions 

/,(.-),    Mz),     ...,     f,{z),     ... 

est  discontinu  si  l'on  peut  diviser  le  plan  ou  une  partie  du  plan  en  régions 
R4,  R,,  ...,  Ri,  ...,  telles  que  /,(-)  parcoure  R^,  quand  z  parcourt  R^,  et  la 
fonction  uniforme  F(s)  admettra  ce  groupe,  si  l'on  a  identiquement 

I'[/,(^)]  =  !''(-)• 
Cela  posé,  soit  un  groupe  discontinu  quclcon([ue;  envisageons  les  deux  séries 


e,.,=2>M/,(-^;l[^J 


<-',(^i 


=  21  "'[/'^-'^ll 


d/,(z) 


dz 

i  =  n 


dans  ces  deux  séries  ni  est  un  entier  plus  grand  que  i;  H  et  II,  sont  les  algo- 
rithmes de  deux  fonctions  rationnelles  quelconques. 

Cesseriez,  ([ui  convergent  indépendamment  de  Torrlre  de  leurs  termes,  définis- 
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si'iil   (lin\   loiiii  i(iii>  imit'iiiini's  de  a,   jouissant  de  la  iir(i|Mii'-l(-  --iiixanlc  : 

«L/.(^)J-«(^.|^]"*' 


«,[/,(--)]-»,(-) 


ih 


I.a  fonction  x-,— v-  =  l''(~)  sera  uniforme  et  jouira  de  la  proijriélé 

V[Mz)]  =  V{z); 

elle  admettra  doue  le  f,Miiupe  propose. 

«  Il  existe  donc  une  infinité  de  fonctions  uniformes  admettant  un  f;i<)upe 
discontinu  donné.  » 

NO  24;  i:>  juin. 
Brioschi.  —  Sur  un  système  d'équations  différenhelles.  (1389). 
Halphen.  —   Sur  certains   systèmes   d'équations    différentielles. 

(i4o4). 

Les  Communications  des  deux  géomètres  concernent  le  système 
-^fï^ — ^  =  J'r".  — '■?(=')     ('•,«  =  1,2,3), 

analogue    au  système   étudié   par   .AI.    Halphen  (9   mai)    et  iléjà  rencontré  par 
M.  Darboux  {Annales  de  l'École  .Xormale,  2°  série,  t.  VII,  p.  1^9). 

M.  Brioschi  traite  directement  les  équations  et  montre  leur  liaison  avec 
l'équation  hypergéométrique.  M.  Halphen  montre  qu'elles  peuvent  être  ramenées, 
par  un  changement  de  variables,  à  celles  qu'il  avait  déjà  étudiées,  et  que  la 
même  propriété  (comme  aussi  celle  de  l'invariance)  subsiste  pour  le  système 
plus  général 

du 

-^  =  ^\{u„u„  ...,  «„)  -:--f(a)     (/■=  1,2,  ...,/0, 
ni 

où  les   symboles   M*,,  H\,  W^  désignent  des  formes  quadratiques  à  /;   variables 
î/, ,  «2,  . . .,  u„,  dont  les  coefficients  sont  tels  que,  si  Ton  y  fait 

U^  =  U,=    ...    =   Un  =  L  , 

on  ait 

1)11^        <)u.,  du,,  ' 

et   <]ue,   en   même  temps,  le»  autres  dérivées  du  premier  ordre  soient    toutes 
nulles. 
Alors,  en  déterminant  /(a)  par  l'équation 

/  ^a)^  A/'(a)-ç(a), 
en  posant 

2a/(')  =^  [logF(a)J', 
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puis  effecUiaiU  le  (  haiiyeineiit  de  variables 


;ï  =    /   F(a)aa.      i/^~- /{:x)  -^  i',  V  (tl). 


on  rel(jnibe  sur  îles  équaliuns  analogues  aux  proposées,  où  le  (-'  remplace  les  ii 
et  où  le  terme  cp(a)  manque. 

Examinant  plus  particulièrement  le  cas  où  n  =  3,  M.  Halphen  montre  que  les 
équations  différentielles  s'intègrent  alors  par  les  fonctions  hypergéométriques 
\,  Y,  Z  définies  dans  sa  Communication  du  4  avril. 

Fiichs.  —  Sur  les  fonctions  des  deux  variables  qui   naissent  de 
rinversion  de  deux  fonctions  données.  (  i4oi). 


N°  25;  20  juin. 

Jordan  {€.).  —  Observations  sur  la  réduction  simultanée  de  deux 
formes  bilinéaires.  (i438). 
Réponse  à  une  critique  formulée  par  .M.  Kronecker. 

IV °  26-,  27  juin. 

Mouchez.  —  Observation  de  la  comète  h  i88i  (comète  de  1807) 
à  l'Observatoire  de  Paris,  par  j\LM.  Bigourdan,  Wolf  et 
Thollon. 

Poincaré  {II-)-  —  Sur  les  fonctions  fuclisiennes.  (1484). 

L'auteur  donne  l'analyse  d'un  nouveau  .Mémoire  qu'il  a  présenté  à  l'Académie 
sur  re  sujet;  nous  en  détachons  le  passage  suivant  : 

«  Soient  an  cercles  C,,  C^,  ...,  C„;  C',,  CÇ, ,  C,',,  qui  sont  extérieurs  l'un 

à  l'autre  ou  se  touchent  extérieurement;  tout  groupe  dérivé  de  n  substitutions 
linéaires  dont  la  i'*"'  change  la  partie  du  plan  extérieure  à  Q  en  la  partie 
intérieure  à  C^-  sera  discontinu.  Cela  arrivera  en  particulier  si  les2n  cercles  se 
touchent  deux  à  deux  de  manière  à  circonscrire  un  polygone  curviligne  limité 
par  des  arcs  de  cercles  a,,  Xj,  . . .,  a^;  a',  a',,  . . .,  a^^,  appartenant  respectivement 
aux  cercles  C,,  Cj,  .-.,  C„;  C, ,  C»,  ...,  C,';,  et  si  la  i'^""  substitution  change  a, 
en  ol'-. 

»  11  existe  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  altérées  j)ar  les  substitutions  de  ce 
groupe  et  que  je  propose  d'appeler  fonctions  kleinéennes,  puisque  c'est  à 
M.  Klein  qu'on  en  doit  la  découverte.  11  y  aura  aussi  des  fonctions  thétaklei- 
néennes  et  zétakieinéennes,  analogues  aux  fonctions  thétafuchsiennes  et  zéta- 
fuchsiennes. 

»  ...  Les  fonctions  kleinéennes  intègrent  un  grand  nombre  d'équations 
linéaires  à  coefficients  algébriques,  et  entre  autres  des  équations  à  intégrales 
irrégulières.  » 
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Sdinl-lAtup.  —  InlliH'ticc  des  varialions  do  la  j)i('ssioti  aliaosplié- 
ri(]uc  sur  la  diiicc  des  oscillalioiis  d'un  pendule,  (i/î^o)- 

Trcsca.  —  Observations  relatives  à  la  Coruniuuiealion  préeédente. 
(1490). 

Fl(ii)i))t(ifi<ni  (C.).  —  Observations  sur   la  comète,  et  j)rin(ipa- 
lenienl  sur  l'aspect  phvsique  du  noyau  et  de  la  queue.  [  1491  )• 

D((iboiix  (G.).  —  Sur  la  surface  à  seize  points  singuliers. 

L'auteur  comnieuce  par  recounailrc  les  droits  de  priorité  de  !\I.  Rohn  sur  une 
partie  des  propositions  i-elatives  à  la  surface  de  Kumrner  qu'il  a  sifjnalées  dans 
une  Communication  précédente.  [\oir  le  Mémoire  de  'SI.  Hohn,  Transforma- 
tion der  hyperelliptisclien  Functionen  p  —  1  und  ilire  Bedeutung  fur  die 
Kumnier'sche  Flàclie  {Matliematische  Annalen,  l.  \\  ,  p.  Si.'))].  Il  indique  en- 
suite une  méthode  pour  développer  les  relations  entre  la  surface  de  Kuinmer 
et  les  fonctions  0,  méthode  applicable  à  d'autres  surfaces  du  quatrième  ordre  à 
points  singuliers. 

Considérons  une  surface  du  quatrième  ordre  admettant  un  point  sint;alier; 
une  droite  mobile  passant  par  ce  point  rencontre  la  surface  en  deux  points;  si 
l'on  détermine  cette  droite  par  le  point  où  elle  rencontre  un  plan  fixe,  on  aura 
représenté  la  sur/ace  sur  un  plan  double.  La  courbe  de  passage  sera  en  général 
une  courbe  du  sixième  ordre,  aura  des  points  multiples  ou  se  décomposera  dans 
certains  cas  spéciaux  :  dans  le  cas  de  la  surface  de  Kummer,  elle  se  réduira  à 
six  droites  tangentes  à  une  même  conique  (K).  Mettons  l'équation  de  celte 
conique  sous  la  forme 

y-  —  xz  =  o; 

une  tangente  aura  une  équation  de  la  forme 

xni"^  -T-  ^yni  +  s  —  o, 

et  un  point  ([uelconque  du  plan  poura  être  déterminé-  par  les  valeurs  0,  0,  du 
paramètre  ni  relatives  aux  deux  tangentes  issues  de  ce  point;  alors  le  point 
de  la  surface  de  Kummer  correspondant  au  point  p,  p,  du  plan  de  repi'ésentation 
sera  défini  par  les  formules 

"kx  =  (rt  —  p)  (  a  —  p,  ), 
-ky  =  {b-r.){b  -p,), 

-hz^  {c  -p)(c  -p,). 


A/(p  —  p,)  =  V  («—  p)(6  —  pj(c  —  p)(<:/—  pi)(e—  rjj(f—o-) 

=  V'('<'-p,)(^  —  pj(c  —  Pi)(c^  — p)(c  — pj(/— p). 

X,  y,  z,  t  désignant  les   coordonnées  homogènes  du  point  et  X  un    facteur  de 
proportionnalité;  a,  b,  c,  d,  e,  /  sont  les  paramètres  des  six  tangentes  à  la  co- 
nique qui,  prises  ensemble,  constituent  la  courbe  de  passage, 
lùi  remplaçant,  pour  abréger,  a  —  p,  a^—  p:  b  —  p.  b  —  p,  :    ...   par  a, a',  b,/>'. 
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les  équations  de  la  forme 


(a  —  p)  \,iabc' d' e'f  z^  {x  —  ^^)  ya'b'cdef_ 

OÙ  a  est  un  paramètre  variable,  représentent  les  courbes  de  contact  d'un  système 
de  quadriques  et  de  la  surface.  On-obtient  ainsi  quinze  systèmes;  les  quinze  autres 
sont  représentés  par  des  équations  un  peu  plus  compliquées. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  l'une  des  coordonnées  p,  p,  est  constante  est 
une  section  plane  de  la  surface,  section  passant  par  un  des  points  singuliers  et 
enveloppant  le  cône  des  tangentes  en  ce  point. 

Picard.  —  Sur  les  surfaces  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  s'expriment   par  des  fonctions  abéliennes  de 
•   deUx  paramètres. 

L'auteur  considère  des  surfaces  n'ayant  pas  d'autres  singularités  que  des  courbes 
doubles,  le  long  desquelles  les  deux  plans  tangents  à  la  surface  sont  distincts. 
Le  genre  d'une  surface  d'ordre  «  est,  d'après  Clebsch,  le  nombre  des  coeffi- 
cients restant  arbitraires  dans  une  surface  d'ordre  ii  —  4  passant  par  la  courbe 
double. 

M.  Picard  montre  que,  si  une  telle  surface  jouit  de  cette  propriété,  que  les 
coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points  puissent  s'exprimer  par  des  fonc- 
tions abéliennes  de  deux  paramètres,  son  genre  est  au  plus  égal  à  l'unité;  il  étend 
])ar  là  aux  surfaces  une  propriété  bien  connue  des  courbes  planes,  propriété  dont 
il  donne  d'ailleurs  une  démonstration  nouvelle  extrêmement  simple. 

Dilhier  (G.).  —  Sur  un  moven  général  de  déterminer  les  relations 
entre  les  constantes  contenues  dans  une  solution  particulière,  et 
celles  que  contiennent  les  coefficients  rationnels  de  Téqualion 
différentielle  correspondante.  (1498). 

Tome  XCIII;   i88t,  2"  semestre. 

^°  i^  4  juillet. 

La  séance  est  levée,  en  signe  de  deuil,  à  cause  de  la  mort  de 
M.  Henri  Sainte-Claire  Deville. 

A"  2;   N  juillet. 

Faje.  —  Sur  la  fortnation  des  queues  des  comètes.  (11). 

Villarceau  (^  •).  —  Théorie  de  la  flexion  plane  des  solides,  et 
conséquences  relatives  tant  à  la  construction  des  lunettes  astro- 
nomiques   qu'à    la   réglcmenlalion    de    ces  appareils,    pour    les 
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aUraïKliii-    des    (h-viadons    de     Taxe    optique    produites    par    lu 
llexiou.  (i4)- 

Jcinsscn.  —  ÏNole  sur  les  j)liotOf^raphies  de  la  eoiiièle  h  icSSi  et 
sur  les  mesures  pliotoin(''tri([ues  |)rises  sur  eet  asti-e.  (-^8). 

Criils.  —  Sur  la  comète  de  1881,  ohservée  à  rOhservaloirc  impé- 
rial de  Rio-Jaueiro.  (■)'2). 

Trépied  {C-)-  —  Observations  de  la  comète  b  1881,  faites  àl'Oh- 
servatoire  d'Alger,  (34)- 

Wolf  {€.).  —  Observations  de  la  comète  b  1881.  (36). 

Tliollon.  —  Observations  spectroscopiques  de  la  comète  b  1881. 

(3:). 

Picart  (^•).  — Essai  d'explication  des  queues  de  comètes.  (39). 
Prazmowski.  —  Sur  la  polarisation  de  la  lumière  des  comètes. 

(4i). 

Gruey.  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  certaines  constantes 
du  sextant.  (4i)' 

Poincaré  {H.).  —  Sur  les  groupes  kleinéens.  (44)- 

L'auteur  montre  comment  ses  recherches  sur  les  groupes  fuchsiens   et   klei- 
néens se  relient  à  la  géométrie  pseudo-sphérique  de  Lobatchefsky. 

Dillner  (G.).  —  Sur  un  moyen  général  de  déterminer  les  relations 
entre  les  constantes  contenues  dans  une  solution  particulière  et 
celles  que  renferment  les  coefficients  rationnels  de  l'équation 
différentielle  correspondante.  (47)- 

Brassine.  —  Sur  les  trois  axes  centrifuges.  (49)' 


N°  3;   18  juillet. 

Tisserand  Q.\.  Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  b  1881 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (106). 

Villarceaa  (l'. ).  —  Théorie  de  la  flexion  plane  des  solides,  et 
conséquences  relatives  tant  à  la  construction  des  lunettes  astro- 
nomiques  qu'à   la    réglementation    de    ces   appareils,    pour  les 
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aH'raiichii'    des    dévialions    de    Taxe    optique    produiles    pai'    la 
flexion,  (ioy). 

Jordan  (C).  —  Sur  la  réduclion  des  formes  quadratiques,  (i  i3). 

Dans  trois  Communications  successives  (i8  juillet,  25  juillet,  i"  août),  Tauteur 
traite  de  la  réduction  des  formes  quadratiques,  de  leur  équivalence,  et  de  la 
représentation  d'un  nombre  ou  d'une  forme  quadratique  par  une  autre  forme 
quadratique. 

Voici  d'abord  son  point  de  départ  : 

Une  substitution 

'  1        ^  1 1  '^  I     '    ...  ~i~  3£  I ,,  ^  .j 


de  déterminant  S  est  réduite  si  l'on  a  identiquement 
Si(x,,x,-T-...-h  a,„.r„)  +...+  N(a„|a;,  +  ...-i-  (x„„x„) 


^(x)  représentant  la  norme  de  x,  ;i., 
faisant  aux  relations 


2.r3 +  ...)+... M-  [J.„\{x„), 
,  ;j.„  étant  des  quantités  positives  satis- 


R-, 


[Xi,     ;x,  fij  ...  p.„=  N(S), 


et  £,.,  . . .,  £„_!,„  des  quantités  complexes  dont  la  norme  ne  surpasse  pas  -• 

Toute  substitution,  multipliée  par  une  substitution  convenable  à  coefficients 
entiers,  donne  une  substitution  réduite. 

Une  forme  G,  algébriquement  équivalente  à  une  forme  F,  sera  dite  rc-duite  par 
rapport  à  F  si,  parmi  les  substitutions  qui  transforment  F  en  G,  il  en  est  une 
qui  soit  réduite. 

Soient  maintenant  F  une  forme  quadratique  à  /(  variables,  à  coefficients 
quelconques  et  de  discriminant  A  <  o,  et  G  une  forme  quadratique  à  coefficients 
entiers  complexes,  de  même  déterminant,  et  qui  soit  la  transformée  de  F  par  la 
substitution  réduite  S;  M.  Jordan  montre  que  deux  cas  peuvent  se  présenter: 
ou  bien  tous  les  coefficients  de  la  réduite  G  sont  limités  (les  réduites  de  cette 
sorte  sont  dites  ordinaires):  ou  bien  certains  coefficients  cessent  d'être  limités, 
et  en  revanche  d'autres  coefficients  sont  nécessairement  nuls  (réduites  singu- 
lières). 

Une  fois  cette  élude  faite,  le  problème  :  Étant  données  deux  formes  qua- 
dratiques F,  G  à  n  variables  et  de  même  discriminant  A  ^  o,  reconnaître  si 
elles  sont  équivalentes,  et  déterminer  les  substitutions  à  coefficients  entiers  qui 
transforment  F  en  G.  se  trouve  résolu  par  le  théorème  suivant  : 

Toute  substitution  à  coefficients  entiers  qui  transforme  F  en  G  est  un  pro- 
duit de  substitutions  à  coefficients  entiers  et  limités  {en  fonction  des  coeffi- 
cients de  F  et  de  G),  dont  la  première  transforme  F  en  G,  chacune  des  sui- 
vantes transformant  G  en  elle-même. 

Enfin  le  problème  général  de  la  transformation  d'une  forme  quadratique  en 
une  autre  de  même  nombre  de  variables  et  celui  de  la  recherche  des  représen 
lations  d'une  forme  à  m  variables  par  une  forme  à  n  variables  {m  <  «)  se 
ramènent  immédiatement  au  cas  de  l'équivalence  dont  le  théorème  précédent 
flnnnc  la  solution. 
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(ivtdi'ii.   —   Suf  riiil(''i;ralioM  (111110  (''(lualion  (liHV-ienlicllc  lnM'iiirc 
(lu  (l(Mixième  ordie  dont  drpend  Irveclion.  (l'-'-y)- 

Il  s'ii;;il  (riiiii'  (''(|ii;ili(iii  (II-  hi   l'urnii- 

cr- 


(h 


+  (3(1-;-    M-,)    -    M'.,-f-  »r,p^+..., 


(]iron   veut   inl(''i;rcr   i)()ur  les  pclilcs  valeurs  de  p,  les  ^I"  élanl  des  séries  d(>  hi 
(orme 

[i,,-:-  [i,ei)s (}>,(•„--  6|)  H-  [i.,cos(Xa'„-h  /;.)+...; 

l'auleiir  nionlre  coiiiinciil  riiit('gralion,  par  approximation,  dépend  de  rinléi;ra- 
lion  d'une  é([nal  iidi  de  l-aiii<''. 

Fl<ti)u)un-ioii.   —  Sur  les  queues  des  comédies.  (i.>j). 

André  [C .).   —  Sur  la  vision  des  étoiles  à  travers   l(^s  comètes. 

(i37). 

Poincaré.   —    Sur  une  fonction   analogue    aux   fonctions   modu- 
laires. (i38). 

Considérant  l'équation 


dx' 


[i  -  Il  i  =  Il  ~i 

.^  a;  —  a^       4  .^   (-^  —  «,)'  1  ' 
i  =  o  i  =  o  J 

Cl  où 

(7„  =0,      a,  =  I,      «5  =  2, 

l'auteur  définit  une  suite  de  fonctions  qui  jouent,  par  rapport  aux  intégrales  de 
l'équation  différentielle,  le  même  rôle  que  les  fonctions  modulaires  par  rapport 
aux  intégrales  elliptiques. 

jN"  4;  25  jnillel. 
Mouchez.  —  Sur  la  comète  6  de  i88i.  (173). 

LœKvy  et  Périgaud.  —  Détermination  de  la  flexion  horizontale,  de 
la  flexion  latérale  et  de  la  flexion  de  Taxe  instrumental  du 
cercle  méridien  de  Bischoffsheim,  à  l'aide  du  nouvel  appareil. 

(174)- 

Jordan    (C).     —    Sur    l'écjui valence    des    formes   quadratiques. 

(181). 
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Sjlvester.  —  Sur  les  covariants  irréducliblcs  du  qnanlic  binaire 
du  huilième  ordre,  (k)^). 

Dans  cette  Communication  et  dans  une  Communication  postérieure  (22  aoi"il) 
M.  Sjivester  cherche  à  établir  que,  pour  la  forme  liinaire  du  huitième  ordre,  nul 
covariant  irréductible  du  degré-ordre  10.4  ne  peut  exister  :  iNI.  Von  Gall  avait 
rencontré  un  tel  covariant  qu'il  n'avait  pas  réussi  à  décomposer.  {Math.  Anna- 
len,  1880  et  1881). 

Bigourdan  {G.).  —  Éléments  paraboliques  de  la  comète  ^,  1881. 

(197)- 
Bigourdan  (G.).  —  Observation  de  la  comète  c  1881  (découverte 

par  M.  Scliaeberle  à  Ann-Arbor),  faite  à  l'Observatoire  de  Paris. 

(198). 

Henry.  —  Observation  de  la  comète  Scliaeberle  (c  1881),  faite 
à   l'équatorial    ouest    du   jardin    de    l'Observatoire    de    Paris. 

('99)- 

Picart  (A.).  —  Considérations  sur  les  forces  de  la  nature.  Inad- 
missibilité de  l'hypothèse  proposée  par  M.  Faye  pour  l'explica- 
tion des  queues  des  comètes.  (i99). 

Callandreau  (O.).  —  Remarques  sur  le  calcul  des  perturbations 
relatives,  d'après  la  méthode  de  M.  Gyldén.  (201). 

N°  55   i"  août. 

Faye.  —  Seconde  Note  sur  la  formation  des  queues  des  comètes. 
(229). 

Jordan  (C).  —  Sur  la  représentation  d'un  nombre  ou  d'une 
forme  quadratique  par  une  autre  forme  quadratique.  (234)- 

Bigourdan  (G.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète  c  1881 
(Schaeberle).  (208). 

TJiollon.  —  Observations  spectroscopiques  sur  les  comètes  c  et 
b  1881.(259). 

Taccliini.  —  Sur  les  spectres  des   comètes  Cruls  et   Schaeberle. 

(26.). 

Prazmoivski.  —  De  la  constitution  des  comètes.  (262  ). 


HKVUK   l)I-S   PUBLICATIONS.  kji 

l.r  /^ti'î^-e  (C). —  Sur  la  ihéoric  des  l'orines  Irilinéaires.  (i>(i/j). 
Sur  la  liaison  eiilfo  la  tln'nric  fin  ces  formes  et  celle  des  ouhiqucs. 

N"  6;  8  août. 

W  olf.  —  Les  étalons  de  poids  et  mesures  de  l'Observatoire  et 
les  appareils  qui  ont  servi  à  les  construire;  leur  orij^ine,  leur 
histoire  et  leur  état  actuel.  (297). 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (  3oi  ). 

L'auteiu'  est  parvenu  à  cette  conclusion,  que  les  Communications  précédentes 
avaient  fait  pressentir  : 

Toute  équation  dilTérentielie  linéaire  à  coefficients  algébriques  s'intègre  par  les 
fonctions  zétafuchsiennes. 

Les  coordonnées  des  points  dune  courbe  algébrique  quelconque  s'exprinieut 
par  des  fonctions  fuchsiennes  d'une  variable  auxiliaire. 

Bjcrknes.  —  Sur  Timitation,  par  la  voie  hydrodynamique,  des 
actions  électriques  et  magnétiques.  (3o3). 

N°  7;   16  aoùl. 
Jamin. —  Sur  les  apparences  cométaires. 

y°  8;  22  août. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes  et  de 
la  comète  h  de  1881,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris  pendant  le 
deuxième  trimestre  de  l'année  1881.  (357). 

Paye.  —  Remarques  au  sujet  d'une  Note  de  M.  Jamin  sur  les  co- 
mètes. (362). 

Paye.  —  Sur  l'analyse  spectrale  appliquée  aux.  comètes.  (36i). 

Paye.  —  Sur  la  nature  de  la  force  répulsive  exercée  par  le  Soleil. 

(362). 

Sylvester.  —  Sur  les  covariants  irréductibles  du  quantic  binaire 
du  huitième  ordre. 

Schwedoff  [Th.).  —  Sur  les  lois  de  la  formation  des  queues  co- 
métaires. (3-3). 
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WiUotle.  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  lliéorie  du  mouvement 
d'un  solide  invariable  dans  un  milieu  résistant,  (^^(j). 

Tacdiini.  —  Observations  solaires  faites  à  l'Observatoire  royal  du 
Collège  Romain,  pendant  le  premier  trimestre  de  1881 .  (38o). 

Tacchini.  —  Observations  des  tacbes  el  des  facules  solaires,  du 
mois  d'avril  au  mois  de  juillet  1881.  (^Sa). 

Thollon.  —  Etudes  spectroscopiques  sur  les  comètes  h  et  c  i88i. 
(383). 

Égoroff.  —  Recherches  sur  les  raies  telluriques  du  spectre  so- 
laire. (385  ). 

^"  9;  29  août. 

Paye.  —  Note  accompagnant  la  présentation  du  premier  Volume 
de  son  «  Cours  d'Astronomie  à  l'Ecole  Polytechnique  ».  (397). 

Govi[G.).  —  Sur  une  très  ancienne  application  de  riiélice  comme 
organe  de  propulsion.  (4oo). 

N°  40;  5  seplembre. 

Zenger.  —  Le  spectroscope  à  vision  directe  appliqué  à  l'Astrono- 
mie physique.  (4'^9)- 

Coggia.  —  Observations  de  la  comète  de  Scha(;berle  (c  1881), 
faites  à  l'Observatoire  de  Marseille  à  l'aide  d'un  équatorial  de 
o™,26  d'ouverture.  (43('»). 

Tempel.  —  Observations  de  la  comète  d'Encke.  (438). 

Lœwv.  —  Remarques  sur  des  observations  de  la  même  comète, 
faites  par  M.  Otto  Struve,  par  M.  Winnecke  et  par  M.  Hartwig. 

(438). 

Respiglii.  —  Sur  la  lumière  des  comètes.  (439). 

Cruls.  —  Sur  les  observations  des  météoresdu  20  juillet  au  3ojuil- 

Ict  1881.  (44o). 
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^"  11  ;  12  seplciiihrc. 

I  illdiccaii  (J-)-  —  Keinanjucs  à  roccasion  du  iMéiuoirc  de 
MM.  Lœwy  et  Périgaiid  sur  la  flexion  des  lunettes.  (449)- 

K"  12;  19  soplenibre. 

Thomson  []\'.).  —  Sur  les  résistances  relatives  que  l'on  doit 
donner,  dans  les  machines  dynamo-électriques,  aux  bobines 
actives,    aux   électro-aimants  inducteurs  et  au  circuit  intérieur. 

(474). 

Melspus.  —  Sur  le  passage  des  projectiles  à  travers  les  milieux 
résistants,  sur  l'écoulement  des  solides  et  sur  la  résistance  de  l'air 
au  mouvement  des  projectiles.  (485). 


N°  13;  26  se 

Le  Paige.  —  Sur  les  formes  trilinéaires.  (009). 

Suite  des  recherches  de  l'auteur  sur  la  liaison  entre  la  théorie  des  formes  tri- 
linéaires  et  celle  des  cubiques  circonscrites  à  un  triangle;  formules  qui  con- 
duisent à  l'expression  des  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques. 


JOURNAL  FUR  DIE  REINE  uxD  ANGEWAXDTE  Mathematik,  lierausgegcben  von 

C.-W.   BORCHARDT. 

Tome  LXXXIX;   1880. 

Tf^eierstrass  [K.).  — Recherches  sur  les  fonctions   2/-uplement 
périodiques  de  2/' variables.  (1-8). 

Ce  ^[émoire  se  rattache  à  la  publication,  faite  par  le  regretté  ]\I.  Borchardt, 
des  Leçons  de  jAI.  Liouville  sur  les  fonctions  doublement  périodiques.  Insistons 
sur  ces  deux  théorèmes  : 

«  Soit /(  M,, . . .,  u^)  une  fonction  quelconque  2r-uplement  périodique;  suppo- 
sons qu'au  nombre  de  ses  systèmes  de  périodes  il  se  trouve  aussi  tous  les  sys- 
tèmes des  fonctions  /,,  f^, . .  .,/^  (des  mêmes  variables  et  qui  forment  un  sys- 
tème de  /•  fonctions  9.  r-uplement  périodiques  appartenant  à  la  môme  classe  et 
indépendantes  les  unes  des  autres)  :  cela  étant,  il  subsiste  entre  /  et/,,  /.,,  . .., 
t\  une  équation  irréductible  dont  le  degré  par  rapport  à/  est  égal  à  m  ou  à  un 
diviseur  de  m.  (où  m  est  un  nombre  préalablement  défini).   » 

Bull,  des  Sciences-  math.,    >'=  Serio,  t.  V.  (Novenihie  iSHi.;  R-  '4 
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«  Au  nombre  des  fonctions  a/'-uplenient  périodiques  de  la  classe  à  laquelle/,, 
/,,..  .,/r  appartiennent,  il  yen  a  une  infinité  qui  sont  liées  avec  y,, /j, ..  .,/^  par 
une  équation  irréductible  de  m'^"' degré  ;  soit/^,  une  quelconque  d'entre  elles  : 
toute  fonction  /(?/,,  î'j'  •  •  •>  "d)  «jui  jouit  de  la  propriété  signalée  dans  le  théo- 
rème précédent  est  rationnellement  exprimable  par  les  /•  -^  i  fonctions/,,  /,,  . . ., 
fnfr+r  » 

Hermite  [Ch.).  —  Sur  l'intégralion  de  léquation  différentielle  de 

Lamé.  (Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  E.  Heine).  (9-18). 

La  Lettre  s'occupe  de  la  question  que  M.  Heine  avait  adressée  à  M.  Hermite  : 
comment  l'intégrale  de  l'équation  de  Lamé 

D-r  =  [ra  (  «  -^  I )  A-  sn-  \-r  h]y 

peut  se  déduire,  dans  le  cas  limite  du  module  égal  à  l'unité,  de  la  solution  que 
M.  Hermite  en  a  donnée  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Cette  solution  est 
représentée  par  la  formule  y  =  CF(ç)  -f-C'F(  —  \)  où  F  {\),  est  une  fonction 
doublement  périodique  de  seconde  espèce;  il  s'agit  donc,  si  l'on  introduit  la  va- 
riable ;r  =  snH,  de  voir  quelle  transformation  analytique  se  trouve  amenée  par 
la  supposition  de  A"  =  i.  C'est  cette  recherche  que  AI.  Hermite  fait  en  se  plaçant 
à  un  point  de  vue  moins  particulier  et  en  considérant  en  général  les  fonctions 
uniformes  possédant  la  propriété  caractéristique  deF(|),  à  savoir  : 

F(;  -H  2K)  =  u.F(ï),     F(;  -i-  2/Iv')  =  :a'F(;), 

où  a  et  a'  sont  des  facteurs  constants. 

Heine  { E .).    —   Quelques  applications  du    calcul  des  résidus  de 

Cauchy.  (ig-Sg). 

L  Sur  les  intégrales  eidériennes.  —  .M.  Heine  étudie  une  fonction  G  (a)  défi- 
nie par  l'équation 

•     o  ^       ' 

où  o  est  un  nombre  complexe  à  partie  réelle  positive.  L'équation 

G(«)  =  «G(«-hi). 

à  laquelle  elle  satisfait  pour  les  nombres  a  à  partie  réelle  positive,  sert  à  la  défi- 
nir pour  les  autres  valeurs  de  a. 

\\.  Sur  /es /onctions  coniques.  —  Pour  faciliter  le  traitement  de  problèmes 
sur  le  potentiel  d'un  cône,  M.  .Mchler  a  introduit  des  fonctions  dont  il  a  décou- 
vert certaines  transformations  importantes  pour  leur  applicatiou  et  déduites  par 
lui  au  moyen  de  différentes  méthodes.  (  Voir  à  ce  sujet  :  Heine,  Handbuch  cler 
Kugel/unctionen,  1,  §  70.)  Ces  transformations  s'obtiennent  sans  beaucoup  de 
calcul  par  un  procédé  uniforme,  à  savoir  par  la  méthode  de  Cauchy  mise  à  profit 
comme  dans  le  premier  numéro. 

III.  La  formule  d'interpolation  de  Lagrange.  —  Sur  la  possiliilité  de  rempla- 
cer l'intégrale    /         -Mx)  r/j~  par  l'intégrale    /         -^  f.r»  (V.r  si  -^  f.r)  est  la  fonction 


—  1 


lonnéc  par  la  foniiiili'  il'int    rpolatinn  t\c  Lagrange. 
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IV.  Di\'eloppenieiit  en  scries  des  J'oncI ions  (/'it/ic  rarùihle.  Il  »'a;iil  de  dt'-- 
voloppcr  iino  fonction  quel(on(iiic/{ç)  snivanl  une  espèce  donnée  de  fonctions 
0  (a,  ^)  [  |jar  exemple  cos(a;),  siii  (a;),  .I^(aV),  ...]  qui  conlient  un  paramètre  a 
qu'on  a  à  remplacer  par  toutes  les  racines  d'une  équation  transcendante  donnée 
n  (a)  =t  o  (par  ex.,sinï7:  =  o,  . . .). 

Dans  tous  les  cas  connus  on  |ieut  trouver  le  di'\cli)[i[)cinciil  nièiiii',  |)oiirvu 
qu'on  en  ait  démonlrc  la  possibilité  et  (jue  la  série  clierchéc  converge  unifor- 
nii'inenl.  Mais  Heine  fait  voir  que  ces  théorèmes  ont  une  telle  liaison  avec 
les  théorèmes  de  Cauchy  que,  pour  un  ccrlain  nombre  de  fonctions,  il  en 
résulte  la  possibilité  de  les  développer  suivant  les  fonctions  0  (a,  \). 

Frobenius{G.).  —  CoiUribiition  à  la  théorie  de  la  translorination 
des  fonctions  llièta.  [\o-.\(^). 

Signalons  ces  deux  théorèmes  :  «  D'une  substitution  qui  transff>rme  uue  forme 
l)ilinéaire  alternée  au  déterminant  i  dans  le  n-uple  d'elle-même,  on  obtient 
toutes  les  formes  équivalentes,  en  la  composant  avec  deux  substitutions  qui 
changent  celte  forme  en  elle-même.  »  —  «  Si  deux  substitutions  transforment 
une  forme  bilinéaire  unimodulaire  de  v  paire  de  variables  dans  le  «-uple  d'une 
autre  forme  unimodulaire,  le  produit  du  «'*"'  invariant  de  l'une  et  du 
(v  —  a  -^  ,yèiiio  invariant  de  l'autre  est  égal  à  ii. 

Hunvady  {E .).  —  Conlriljntion  à  la  théorie  des  surfaces  du  second 

ordre.  (47-69)- 

Le  Mémoire  étudie  les  différentes  formes  analytiques  de  la  condition  qui  ex- 
prime que  dix  points  sont  situés  sur  une  surface  du  second  ordre;  en  particulier, 
M.  Hunyady  développe  la  dépendance  mutuelle  qui  subsiste  entre  les  équations 
de  condition  et  qui  est  souvent  difficile  à  démêler  en  présence  de  déterminants  à 
un  nombre  excessif  de  termes. 

Hunvady  {E.).   — Sur  les   critères  donnés  par  Moebius  dans  la 
théorie  des  sections  coniques.  (70-78). 

Démonstration,  à  laide  des  méthodes  de  Géométrie  analytique,  des  critères 
donnés  par  Moebius  dans  son  ouvrage  «  Der  barycentrische  Calcul  »  et  qui  font 
reconnaître  :  1°  si  une  parabole  peut  être  tracée  passant  par  quatre  points  don- 
nés; 2°  si  cinq  points  donnés  déterminent  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  3"  si 
cinq  tangentes  données  enveloppent  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Quelques  erreurs  qui  se  sont  glissées  dans  cette  Note  ont  été  signalées  par 
M.  Durège  {Silzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  juin  1880). 

Hunyady  (E.).    —   Le   théorème   de  Desargues   concernant  des 
triangles  perspectifs.  (79-81). 

Borchardt(C.  TV.).  —  Remarque  relative  au  Mémoire  de  M.  Svl~ 
vester  sur  les  déterminants  composés.  (82-85). 
Voir  Bulletin,  1"  sér.,  Vj,  p.  102. 

Fiirstenau  (E.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  déterminants. 
(86-88). 


iqg  seconde  partie. 

Kônigsberger  [Léo).  —  Sur  la  réduction  d'intégrales  abélicnnes 
à  des  formes  d'intégrales  moins  élevées,  en  particulier  à  des  inté- 
grales elliptiques.  (89-12(3). 

<I)'abord  M.  KOnigsberger  élablil  ce  théorème  qui  s'attaclie  à  une  formule  de 
réduction  préalablement  développée  :  «  Toute  intégrale  elliptique  de  première 
espèce  qui  appartient  à  une  des  intégrales  elliptiques  de  la  formule  de  réduction 
doit  être  égale  à  une  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  qui  appar- 
tient à  l'intégrale  abélienne  en  question,  ou  bien  il  faut  qu'il  subsiste  la  relation 

/-^—  =    /       ¥{x,  y)dx, 

oii  !1  est  une  fonction  rationnelle  de  .r,  et  t,.  si  t,  désigne  la  valeur  de  1'  pour 
X  ^=  x^  et  oit  l'irrationnelle  T,  =  ^/(i — T-jCi — c't,^)  est,  de  même,  rationnelle- 
ment exprimable  para:,  et  }\.  »  Ainsi  la  question  de  la  réduction  générale  des 
intégrales  abéliennes  se  trouve  réduite  à  celle  de  la  réduction  d'une  intégrale 
de  première  espèce  à  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce.  Un  autre  théo- 
rème donne  les  conditions  nécessaires  pour  la  réduction  :  «  Pour  une  fonction 
algébrique  déterminée  par  une  équation 

F„(a:)Y'"''+F„,(^)YC''-')"'-|-F,„,(j:)Y(*-^)'"-^...-l-  Vk„{x)  =  o, 

l'intégrale  de  première  espèce  \ clx  ne  peut  être  réductible  à  une  intégrale 
elliptique  que  lorsque  ni  est  égal  à  2,  3,  4,  (J,  et  alors  les  intégrales  de  réduction 
elliptiques  seront  dans  les  trois  derniers  cas  : 


r    dz  r    dz  r    dz     _  \_    r 


dt 


^t{t'-i) 


Puis  .M.  KOnigsberger  étudie  les  conditions  suffisantes  pour  la  solution  du  pro- 
blème; cette  recherche  se  fait  séparément  et  au  long  pour  les  valeurs  différentes 
de  m.  Enfin  la  dernière  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  une  généralisation 
des  recherches  antérieures. 

Pctersen  (^Juliiis).  —  La  solution   sleinérienne  du  problème  de 
Malfatti.  (1  27-1 35). 

La  solution  du  projjlème  de  Alalfatti,  puliliée  par  Steiner  en  1826  au  Tome  I 
du  même  Journal,  sans  analyse  et  sans  démonstration,  a  été  démontrée  pour  la 
première  fois  par  M.  Schroeter  en  1873,  t.  77  du  Journal,  à  l'exclusion  d'autres 
moyens  que  les  considérations  qui  précèdent  chez  Steiner  la  communication  de 
sa  solution. 

-Mais  la  déduction  de  M.  Schroeter  n'est  guère  plus  simple.  C'est  pourquoi  l'au- 
teur fait  part  aux  lecteurs  du  Journal  de  deux  méthodes  pour  déduire,  par  la 
voie  de  la  Géométrie  synthéticjue,  la  solution  steinérienne.  L'une  de  ces  mé- 
thodes était  déjà  contenue  dans  le  Recueil  de  problèmes  de  M.  Petersen  :  «  Mé- 
thodes et  Théories  pour  la  résolution  des  problèmes  de  constructions  géométri- 
ques ».  (Voir  fiidlelin.  V,.  |).  nfi.)  ),  tandis  que  l'autre  n'a  pas  encore  été  puiiliée 
jus(pie-là 
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Miliiunvslxi .  —  Sur  la  t In'iiru' dos  polaires  des  cniii'lx's  cl  siii'luces 
du  Iroisiènie  ordre.  (i3()-i5o). 

M.  ."^liiriii  a  rlal)li  (I.  ss  du  Journ.,  liulletin\.„  p.  107)  re  llii-orùme  :  «  La  sui- 
J'aie  satellile  d"iia  poiiil  1'  jjar  rappoiL  à  une  surface  de  lioisit-nic  ordre  louche 
la  première  surface  pt>laire  de  ce  poinL  suivant  une  section  conique  située  dans 
le  plan  polaire  de  P.  »  Kn  coupant  par  un  plan  les  surfaces  nommées,  on  obtient 
le  théorème  suivant  :  «  La  section  conique  coordonnée  d'un  point  P  par  rapport 
à  une  surface  du  troisième  r)rrlre  louche  la  première  polaire  de  co  pnint  dans 
ses  points  de  renconlrc  avec  la  deuxième  polaire.   » 

La  déduction  de  M.  Suirm  pour  les  surfaces  culiiques  ne  se  prèle  jias  à  la 
démonstration  du  théorème  dans  le  plan.  .M.  Creniona  l'a  démontré  par  le  ca'oul 
ilans  son  livre  Introdiizione,  etc.  .M.  Milinowski  déduit  actuellement  la  proposi- 
tion par  des  considérations  toutes  nouvelles  et  qui  ne  sortent  pas  du  plan;  en 
même  temps  il  parvient  à  iHablir  ainsi  les  propriétés  piiiuipahs  des  polaires  et 
des  centres  des  moyennes  harmoniques. 

Fitclis  [L.  ).  —  Sur  une  classe  de  louclions  à  j)lusicurs  \arjables 
qui  doivent  leur  naissance  à  Tinversion  de  solutions  des  équa- 
tions dilïérentielles  linéaires  à  coefficients  rationnels.  (i.")i-i6c)). 

C'est  le  .Mémoire  cité  par  M.  Fuchs  dans  les  Notes  qui  ont  paru  au  Bul- 
letin, 2"  sér.,  t.  IV|,  p.  328.  Voici  comment  il  annonce  le  but  qu'il  a  eu  en  vue  : 

«  Les  fonctions  de  plusieurs  variables,  qu'on  nomme  abélieiines,  doivent  leur 
naissance  aux  intégrales  de  fonctions  algébriques,  où  Ton  conçoit,  d'après  Jacolil, 
les  limites  supérieures  de  p  intégrales  d'une  fonction  algébrique  convenable 
comme  étant  des  fonctions  de  la  somme  de  ces  intégrales  et  de  p  —  i  autres 
sommes  formées  d'une  manière  semldable.  De  même  une  nouvelle  classe  de 
fonctions  de  plusieurs  variables  prend  naissance  lorsqu'on  parle  des  intégrales 
qui  forment  les  solutions  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
rationnels.  J'ai  posé  d'abord  le  problème  de  rechercher  la  propriété  des  solu- 
tions d'une  équation  différentielle  linéaire  homogène  de  nV'"^'  ordre  si  les  m 
équations 


\iX'^"^'^ 


dz  =:  »„,     ( a  =  1 ,  2,  . . ..  m  }. 


[où  !,,  ^^,  ....  !„,  désignent  des  coustanles,  /,(;:), /,(j},  .•.,/„,(;)  un  système 
fondamental  de  solutions  de  l'équation  différentielle]  servent  à  définir  -,, 
-2  ■  •  ■'  ^17,  comme  fonctions  analytiques  de  u^,  u^,  . . .,  ?/„,. 

»  J'ai  achevé  ce  problème  pour  les  équations  différentielles  du  second  orrlre  et 
je  me  permets  de  publier  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu.  » 

Slakl  { Hcrniaiiii).  —  Sur  la  solution  du  problème  diiucjsion  de 
Jacobi  (170-184). 
Le  problème  consiste,  d'après  Riemann,  à  représenter  dans  les  équations 


vk  ~    /  .   I  dui^,     [i,k  =  i,7,...,ni) 
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des  quutienls  simples  des  S  aux  arguments  y,,  v.,,  ...,  v'„  augmentés  de  parties 
fractionnaires  de  systèmes  de  périodes  ayant  le  dénominateur  m  d'une  manière 
algébrique  et  symétrique  parles  coordonnées  (s^,  s,)  des  limites  supérieures.  — 
La  solution  simple  et  symétrique  de  M.  Stahl  correspond  exactement  aux  équa- 
tions finales  de  M.  Weierstrass  pour  les  intégrales  hyperelliptiques  et  pour 
/n  =  2.  Une  idée  de  Hiemann  et  cette  façon  des  équations  du  problème  d'inversion 
dont  MM.  Prym  et  Weber  se  sont  servis  ont  montré  à  M.  Stahl  le  chemin  qu'il 
fallait  prendre  pour  obtenir  la  fonction  algébrique  symétrique  dans  les  coordon- 
nées des  limites  supérieures. 

§  1.  Relations  entre  les  fonctions  2;  et  les  fonctions  radicales.  —  .^  '2.  Relations 
algébriques  entre  des  fonctions  radicales.  —  §  3.  La  solution  du  problème  d'in- 
version. 

Frobeniiis  {(j.).  —  Sur  le  théorème  craddition  des  fonctions  2?  de 
plusieurs  variables.  (i85-22o). 

§  I.  Définitions.  —  Caractéristique  est  le  nom  d'un  système  de  2p  nombres 
entiers 


rangés  en  deux  lignes  et  p  colonnes.  Une  caractéristique  s'appelle  paire  ou  im- 
paire, suivant  que  l'expression  |  A  |  =  ix,v,  -i-  [i^v,  -i-  . . .  -i-  [jl  v  est  paire  ou  im- 
paire. Deux  caractéristiques  sont  nommées  égales  si  leurs  nombres  correspondants 
sont  égaux;  congrues  si  ces  nombres  sont  congrus  (mod.  2),  etc. —  §2.  Systèmes 
gopéliens  de  caractéristiques.  —  §  3.  Le  théorème  d'addition.  —  Soient  donnés 
un  système  gôpélien  de  r  =  2?  caractéristiques  et  les  fonctions  2r^  {u)  qui  leur 
correspondent  (a  =  o,  i, . .  .,/•  —  i).  Cela  étant,  chacun  des  r  produits 

est  rationnellement  exprimable  par  les  quantités  2r„  (  m -f- 1; -i- çv ),&„(*'-{- iv), 
?s'^{u),  2r^(tO,  2?„("')j  2r^(o)-  En  appliquant  ce  théorème  à  la  déduction  donnée 
par  M.  Weber  dans  son  travail  sur  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions 
thêta,  on  trouve  que  chacune  des  /•  fonctions  transformée  0  peut  être  représen- 
tée comme  fonction  entière  du  degré  k  des  r  fonctions  Sr^  (où  k  est  le  degré  de 
la  transformation).  En  même  temps  on  obtient  le  théorème  analogue  sur  la  mul- 
tiplication sans  qu'on  ait  besoin  de  la  composer  de  deux  transformations  supplé- 
mentaires. —  §  i.  Conséquences  du  théorème  d'addition.  —  §  5.  Systèmes  fon- 
damentaux de  caractéristiques.  —  §  6.  —  Le  théorème  d'addition.  —  Les  deux 
derniers  paragraphes  s'occupent  de  la  formule  établie  par  jM.  H.  Stahl  {Journ., 
t.  88,  p.  177)  et  désignée  par  ce  géomètre  comme  théorème  d'addition  des  fonc- 
tions Sr. 

Hettner[G.).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  moyenne  arithmé- 
tico-géométrique  de  quatre  éléments  (221-246). 

L'auteur  développe,  par  une  méthode  qui  lui  est  particulière  et  qui  est  en 
quelque  sorte  plus  générale  que  celle  de  Borchardt,  le  résultat  principal  de  cette 
théorie. 

Pasch.    —    Sur  certains  déterminants  qui  se   produisent  dans  la 
théorie  des  sections  coniques.  (247-251). 


in:vrK  des  imhi.u.ai  iuns.  i.j.j 

Piisch.  —  l  lit"  |)rii|)()>ili(jii  al^L'bnque  avec  ses  u|)|)li(aliuiis  y<'o- 
iiit''lii(nies.  ( ■Ji5'>,-2j()). 

Soit  G  {x)  =  ao^'-H  rt,  J^'~'  -i-. .  .-T-  a„  une  fonrlion  entière  de  a:  du  degré  h  et 
soit  a^ar"' -i- a,  jc"'~' -f- . . , -1- a„  (/7i  <«)  un  diviseur  de  G  {x)  du  degré //i  :  il 
s'évanouira  tous  les  délerminanls  du  degré  n —  m  -=-  2  pris  dans  le  système  de 
n  —  ni  -^  2  ligues  : 

a„     a,       .       .      .        a,,,        nu..         .         o 

"  2,  X,         .  .  2..       ,         a...        on.  .  I) 


a,     <i^ 


liddicke  (A.).  —  Siii-  la  théorie  des  nombres  d'Euler.  (257-261). 

Les  formules  récurrentes,  connues  depuis  longtemps  pour  les  nombres  de  Ber- 
noulli.  exigeaient,  pour  le  calcul  de  la  valeur  d'un  quelconque  d'entre  eux,  la 
connaissance  de  la  valeur  de  tous  ceux  qui  précèdent.  MM.  Seidel  et  Stern  en  ont 
découvert  d'antres  qui  ne  demandent  que  la  connaissance  de  quelques-uns  des 
nombres  de  Bernoulli  qui  précèdent  immédiatement.  -M.  Radicke  montre  qu'il 
existe  des  formules  récurrentes  analogues  à  celles-ci  pour  les  nombres  d'Euler 
ainsi  que  pour  les  sommes  des  puissances  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  i 
jusqu'à  un  nombre  quelconque  x. 

Frobeniiis  (G.).  —  Sur  la  série  de  Leibiiitz  (262-264)- 

Soit  S„  une  quantité  dépendant  de  n;  supposons  que,  n  croissant  indéfiniment, 

S  -^  S  -f- . . .  ^-  S 
le  quotient     "  '  '  '   '   "  '    — ^^=i  tende  à  une  limite  finie  déterminée;  alors,  si  x 

tend  en  croissant  coutinuellement  vers  i,  (i  —  x),{S„-i-S^x  -r-S^x^  -i- . . .)  con- 
vergera vers  la  même  limite. 

Killing  (JV.).  —  Le  calcul  dans  les  formes  non  eticlidiennes  de 
resjDace.  (265-287). 

Outre  la  formule  euclidienne  de  l'espace,  il  faut  distinguer  celle  de  Loba- 
tcliefsky  où  la  droite  est  infinie  et  la  somme  des  angles  d'un  triangle  différente 
de  deux  angles  droits  ;  celle  de  Riemann  où  la  droite  est  fermée  et  le  plan  sépare 
l'espace;  et  la  troisième  appelée  par  ^I.  Killing  la  forme  polaire  de  l'espace  de 
Riemann  et  qui  n'est  pas  séparée  par  le  plan.  Les  procédés  qui  ont  fait  décou- 
vrir ces  trois  formes  ne  tranchent  pas  la  question  de  savoir  si  les  quatre  formes 
connues  sont  les  seules  qui  satisfassent  aux  hypothèses  d'Euclide,  à  l'exception 
des  deux  derniers  axiomes,  ou  si  l'on  peut  en  trouver  de  nouvelles.  M.  Killing 
démontre  que,  pour  le  domaine  du  réel,  il  n'existe  que  ces  quatre  formes,  mais 
que,  dans  la  Géométrie  de  Lobatchefsky,  plusieurs  possibilités  sont  imaginables 
pour  un  domaine  idéal  qui  se  lie  avec  le  réel  à  l'infini. 

Introduction.  —  Formes  de  l'espace  à  deux  dimensions.  —  Formes  de  l'espace 
à  trois  dimensions.  —  Appendice. 

Voigt  (  W.).  —  Théorie  du  point  lumineux.  (288-321). 

Examinant  l'admissibilité  de  la  théorre  des  pliénoménes  de  diffraction  d'après 
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Fresnel,  .M.  Voigt  s'est  trouvé  amené  à  traiter,  à  l'aide  de  la  théorie  de  l'élasti- 
cité, la  loi  suivant  laquelle  un  point  lumineux  propage  ses  vibrations  en  tous 
sens.  —  En  tirant  avec  Fresnel  ordinairement  de  la  loi  de  vibration /(<)  d'un 
point  lumineux   celle    qui   subsiste  pour    un    endroit  à  la  distance  r,  à  savoir 

-■fit ;  j)  où  a  désigne  la  vitesse  de  propagation,  on  emploie  un  procédé  qui 

n'est  presque  point  fondé  :  c'est  ce  qu'on  voit  déjà  en  considérant  que  cette  for- 
mule n'a  pas  égard  à  la  position  mutuelle  de  /•  et  de  la  direction  du  mouvement. 
Toutefois  cette  direction  doit  nécessairement  être  d'une  grande  influence,  sur- 
tout quand,  en  Optique,  on  suppose  le  milieu  comme  incompressible.  Dans  ce 
cas,  on  est  même  aisément  porté  à  penser  que  pour  les  directions  différentes  le 
mouvement  pourrait  se  propager  non  seulement  avec  des  intensités  différentes, 
mais  encore  avec  des  vitesses  différentes,  par  exemple  avec  une  vitesse  infini- 
ment grande  dans  la  direction  du  déplacement  même. 

Le  problème  traité  par  .AI.  Voigt  a  été  énoncé  par  lui  comme  il  suit  :  «  Dans  un 
milieu  illimité,  élastique,  mais  incompressible  (éther)  qui,  pour  le  temps  t  =  n, 
ne  possède  nulle  part  ni  déplacements  ni  vitesses,  une  sphère  fait  des  oscillations, 
selon  une  loi  donnée,  mais  indépendante  de  la  longitude  géographique  sur  elle. 
Les  molécules  de  l'éther  contiguës  à  la  sphère  lui  adhèrent  fortement.  Détermi- 
ner l'état  du  milieu  entier  à  une  période  quelconque.  »  On  a  supposé  que  les 
molécules  voisines  se  meuvent  avec  la  sphère,  pour  pouvoir  appliquer  les  ré- 
sultats au  cas,  bien  imaginable  pour  un  point  lumineux,  qu'une  partie  globi- 
forme  de  l'éther  même  ait  un  mouvement  donné.  La  méthode  d'intégration  dont 
l'auteur  s'est  servi  a  été  inventée  par  Riemann  et  se  trouve  dans  son  Mémoire 
sur  la  propagation  d'ondes  planes  de  l'air  à  amplitude  finie  d'oscillations 
(Œuvrfis  complètes,  p.  i45). 

I.  Propagation  de  vibrations  tordantes.  —  La  sphère  rigide  exécute  des  oscil- 
lations tordantes  données  auquelles  se  conforment  complètement  les  parties 
immédiatement  contiguës  du  milieu.  Déterminer  l'état  du  milieu  en  un  endroit 
quelconque  à  une  période  quelconque.  —  IL  Propagation  d'oscillations  reclili- 
gnes.    1.   Construction  des  équations  différentielles  et  séparation  des  inconnues. 

2.  Intégration  générale  des   équations   pour    \    et    tp.    3.    Déterminations    de  o„, 

Oo 

-^  et  de  >>  par  les  grandeurs  données.   4.  Calcul   des  quantités  cherchées  p  et  w 

de  '-  ' 

au  moyen  des  quantités  trouvées  -f  et  'k. 

J  oigt  (  ]]  .).  —  Sur  la  théorie  de  la  diffraction  de  Fresnel.  (822- 
33i). 

La  théorie  de  Fresnel  {Mém.  de  VAcad.,  t.  V)  fournit  des  résultats  qui  con- 
viennent complètement  avec  l'expérience,  eu  égard  aux  intensités  de  la  lumière, 
mais  elle  entraîne  un    paradoxe  eu  égard  à  la  phase  de    la    lumière  propagée, 

puisqu'elle  la  laisse  indétermmée  à  un  multiple  quelconque  de  —  près.  Cette  cir- 
constance a  été  pleinement  discutée  par  M.  Voigt  (t.  III  des  Annales  de  Wiede- 
mann)  et  en  même  temps  il  a  prouvé  que  nulle  hypothèse  auxiliaire  qui  laisse 
subsister  l'idée  fondamentale  de  Fresnel  ne  permet  de  réparer  la  faute;  de  plus 
il  a  développé  des  formules  qui  donnent  les  mêmes  intensités  que  celles  de 
Fresnel,  mais  aussi  la  phase  véritable.  Depuis  la  publication  de  ces  recherches, 
qui  parlaient  des  équations  différentielles  d'élasticité,  M.  Voigt  a  découvert  un 
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cliftiiiii  l)t';iii((>ii|)  |iliis  ciuiil  (iiic  celui  dipiil  il  s'c'Mait  alors  servi  jiuur  |iarveiiir 
aii\  ('•(|iialions  du  |jrol)l«''ine,  et  eclle  nouvelle  niéliiode  fait  l'objet  du  Méinoiro 
ipii'  nous  avons  sous  les  yeux.  —  M,  Voipit  insiste  encore  sur  Torif^ine  de  la  faute 
eomniise  par  FrcsncI  ;  il  la  trouve  dans  la  UK-tliodc  employée  par  Fresnel,  pour 
ealculer  l'effet  d'une  surface  lumineuse,  ou  plus  ^'cnéraleinent  dans  la  disconve- 
nance du  principe  de  la  cdcxislence  de  potiis  itiou\ cmeiits  comme  base  uni- 
verselle de  r()pti(|uc. 

Mertens  {F.) —  Gonlrihulion  à  la  tliéorie  des  lormes  quadratiques 
à  dé  terrai  n  an  t  positif.  (332-338). 

Nouvelh;  démonstration  de  la  |)roposili<jn,  qui  est  f()ndamcnlal(;  dans  la  lliéorie 
des  formes  binaires  quadratiques  à  déterminant  positif,  non  carré,  que  deux 
formes  réduites  de  déterminants  égaux  ne  peuvent  être  proprement  équivalentes 
que  quand  elles  appartiennent  à  la  même  période. 

LafiiieiTC  [E .).  —  Sur  quelques  lliéorèmes  de  M.  Hermite;  extrait 
d'une  Lettre  adressée  à  M.  Borchardt.  (339-342). 

StioUjes.  —  Note  sur  un  nouvel  algorithme.  (343-344)- 

E.   Lampe. 


ÔFVERSIGT  AF  Ko.NGL.  Vetenskaps-Akademiens  F(5riiandling\r  ('). 
Tome  XXXIII;  1876. 

Edluiid  {E.).  —  Remarques  toueliant   la  dilatation  galvanique. 

(NM,5-i6). 

Bjorling  (C.-F.-E .).   —  Sur  les  lignes  réciproques  des  l'ojers. 

(N"  ■1^17-24). 

On  donne  dans  un  plan  une  courbe  algébrique  réelle  du  /i'*""  ordre  C„=  o,  en 
même  temps  qu'un  point  O,  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x  =  h, 
j'  =  A'.  Si  I,  J  sont  les  points  circulaires  à  l'infini,  et  que  les  points  où  les  lignes 
01,  OJ  coupent  la  courbe  soient  respectivement  désignés  par 

h,  iv   •••!   '„;     j\^Ji:   ■■■,  Jn, 
l'auteur  appelle  les  n^  lignes 


*„y,,  i„j.,,  . . .,  i,ji,- 
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les  lignes   réciproques  des  loyers,  ou   les  lignes   F  de   la  courbe  C„  par  rapporL 
à  O. 

Dunér  (iV.-C).  —  Recherches  sur  le  noyau  et  sur  les  parties  les 
plus  voisines  du,  noyau  de  la  grande  comète  de  1874-  ^^  li 
25-28). 

Gvldén  {II-)-  —  Transformation  d'une  expression  contenant  des 
transcendantes  elliptiques,  et  application  de  cette  transforma- 
tion au  développement  de  la  fonction  perturbatrice.  (N°  2,  S-g). 

Jàderin  (E.).  —  Détermination  de  lieux  géographiques  dans  l'ex- 
pédition  suédoise  à  la  Novaïa  Zemlia  et  à  la   mer  de  Rara  en 

1875.  (N"2,  39-56). 

Gyldcn  (H.).  —  Sur  l'influence  des  inégalités  à  longues  périodes 
sur  l'expression  des  perturbations  absolues  des  comètes  pério- 
diques. (N°  3,  5-i()). 

Bjbrlin g {C .-F .-E .).  —  Sur  les  covariants  simultanés  de  quatrième 
ordre  et  de   quatrième  classe   relatifs   à   deux  coniques.  (]N°  3, 

21-27). 

Mitta<i:-Lefjler  {G-).  —  Méthode  pour  représenter  analytiquement 
une  fonction  de  caractère  rationnel,  qui  reste  toujours  infinie 
seulement  en  quelques /»o/«Y^  d'infini  àéû^nés  d'avance,  dont 
les  constantes  sont  données  à  volonté.  (N"  6,  3- 16). 

Mittag-Leffier  [G.).  —  Méthode  pour  déduire,  dans  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques,  les  doubles  produits  infinis  des  formules 
de  multiplication.  (X*'  6,    17-20). 

Nrstrom  (C--A.).  ■ — •  Comparaison  quantitative  entre  l'électricité 
de  frottement  et  l'électricité  galvanique,  au  point  de  vue  de  la 
tension.  (N"  6,  6i-65). 

Daiig  {H. -Th.).  —  Sur  la  marche  des  changements  qu'éprouve  une 
surface  lorsqu'on  la  déforme.  (N"  8,  3-7). 

L'auleur  tire  des  méthodes  de  Gauss  le  résultat  suivant  : 

«  Dans  la  déformation  d'une  surface,  chaque  tangente  conserve  sa  place 
clans  le  plan  tangent,  et  au  point  de  contact  et  dans  son  voisinage  immédiat 
toutes  les  courbes  qui  ont  une  tangente  commune  se  touclicnt  sur  une  seule  et 
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lut'ine  splwre,  dont  la  grandeur  varie  jxir  suite  de  la  deforinaliuii.  mais 
dont  le  centre  reste  toujours  situé  sur  la  normale  à  la  surface,  tandis  qu'en 
même  temps  chaque  courbe  en  particulier  se  transporte  sur  sa  sphère  spé- 
ciale, dont  le  rayon  est  constant,  et  dont  le  centre  est  situé  dans  le  plan 
tangent  à  la  sur/ace.  » 

TIlicle  (T.-N.').    —    Out'l(|U('s    (lu'urùmc.s    géomclricjiu's    se;    rap- 
[torlaiil   à  un  piohlôiiie    d'Astronomie  théorique.   (N°  9,    3-6; 

(laïuus). 

II  s'agit  (lu  problème  ronnii  de  la  délcriniiiatlon  de  l'orbite  elli])lique  d'iiu  eorps 
céleste,  supposé  se  mouvant  autour  du  Soleil  suivant  les  lois  de  Kepler,  lorsqu'on 
roiuiail  lieux  lieux  liélio((Milri([ues  et  les  époques  corres|)ondantes  t^,  t.y 

Liiulnutn   {C.-F.).    —   Remarques  sur   les    Tables  (V intégrales 
définies   du  XY  Bierens  de  Haan    (Amsterdam,    i858).   (N"  9, 

:-^7)- 

Indicatimi  (Tun  certain  nombre  de  fautes  qui  s'étaient  glissées  dans  la  première 
édition  de  cet  im])ortant  ouvrage. 

Dahlander  (G.-R.).  —  Expériences  sur  le  refroidissement  des  corps 
dans  les  liquides.  (N°  9,  29-37). 

L'auteur  résume  ainsi  les  résultats  de  son  travail  : 

La  vitesse  avec  laquelle  un  eorps  se  refroidit  dans  un  liquide  est  à  peu  prés 
indépendante  de  sa  profondeur  au-dessous  de  la  surface  du  liquide;  elle  est  tou- 
tefois plutôt  moindre  que  plus  grande,  lorsque  le  corps  est  situé  tout  près  de  la 
surface. 

La  nature  de  la  surface  du  corps  plongé  n'exerce  (ju'une  minime  influence 
sur  la  vitesse  du  refroidissement.  Si  l'on  revêt  la  surface  d'un  enduit,  le  refroi- 
dissement se  ralentit,  tandis  que  la  résistance  au  passage  de  la  chaleur  aug- 
mente. 

La  vitesse  de  refroidissement  v  pour  un  excès  de  température  a:  au-dessus  de 
la  température  ambiante  peut  s'exprimer,  au  moins  approxiniatixement,  par  la 
formule 

i>  =  ax  -{-  b  X', 

a  et  6  étant  indépendants  de  x,  mais  dépendants  au  contraire  de  la  nature  du 
fluide  environnant  et  de  la  température,  ainsi  que  de  la  forme  du  corps  qui  se 
refroidit.  D'après  cela,  l'excès  de  température  au  bout  du  temps  t  peut  être  repré- 
senté par  la  formule 


^)e" 


Ces  fiirinules  S(nit  applieaides  au  moins  jns(|irà  un  excès  de  température  de  60". 
La  vitesse    de    leiroidissement  pour  un  même  corps  et  un   même   fluide,  avec 
un  même  excès  de  température,  croit  très  rapidement  avec  la  température  du 
fluide. 
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Le  iiiercure,  les  circonstanres  étant  les  mêmes,  refroidit  un  corps  plus  vite  que 
l'eau,  et  celle-ci  plus  vite  (jue  ralcool. 


Tome  XXXIV;  1877. 

Edlund  {E .).  —  Réponse  à  quelques  remarques  qui  ont  été  pré- 
sentées contre  la  théorie  des  phénomènes  électriques.  (N"  1, 
3-16). 

Il    s'agit    des   articles   publiés    par    C.    Xeumann   {Poggendorlf's    Annalen, 
t.  CLV  et  CLIX),  et  par  Cliwolson  {Ibid.,  Ergànzungsband  8,  p.  i4o). 

Mitta g-LefJler  (G.).  —  Additions  à  la  représentation  analytique 
des  fonctions  d'un  caractère  rationnel.  P*^  Partie.  (N"  1,  ij-Sa). 

«  Si  uue  fonction  entière  et  rationnelle  de  la  variable  x,  du  degré  n,  prend, 
aux  points 

les  valeurs 

y\y  y 21  j's»  ■  •  •'  yn>  yn+\'> 

cette  fonction,  comme  on  sait,  pourra  être  représentée  analytiquement  par  la 
formule  d'interpolation  de  Lagrange, 


«-1-1 


:£  n 


[X  —  X,.t) 

,.<  (  x,.  —  X^i  ) 


))  On  peut  se  poser  la  question  de  savoir  jusqu'à  quel  point  on  peut  généraliser 
cette  formule,  de  manière  qu'elle  subsiste  lors  même  que  n  devient  infiniment 
grand,  ou  que  la  fonction  entière  de  la  variable  x  se  change  en  une  fonction 
de  cette  variable  ayant  un  caractère  entier.  L'étude  de  cette  question  a  conduit 
l'auteur  à  une  généralisation  fondamentale  du  problème  qu'il  a  traité  dans  le 
Alémoire  intitulé  :  Méthode  pour  représenter  analytiquement  une  fonction 
d'un  caractère  rationnel,  qui  devient  infinie,  toujours  et  seulement  alors, 
en  certains  points  d'infini  désignés,  dont  les  constantes  sont  désignées 
d'avance  ('). 

»  Une  /onction  de  caractère  rationnel  peut,  dans  le  voisinage  d'un  infini  a, 
s'exprimer  au  mojen  d'une  série  contenant  des  puissances  négatives,  en  nombre 
fini.  L'auteur  a  donné  précédemment  aux  coefficients  de  ces  puissances  négatives 
le  nom  de  constantes  de  l'infini  a,  nom  qu'il  remplace  ici  par  celui  de  coeffi- 
cients du  développement  d'indice  négatif  correspondant  à  l'infini  a. 

»  Dans  le  précédent  travail,  l'auteur  a  donné  la  représentation  complète  de 
la  fonction,  tous  les  infinis  et  tous  les  coefficients  correspondants  d'indice  né- 
gatif étant  connus  d'avance.  Dans  le  travail  actuel,  on  admet  seulement  que  pour 


(')  Ofversigt.  etc.,  t.  XXXIII,  iS;6,  rr^  6,  p.  3-i6. 
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rlun|iK'  inliiii,  niiiir  tcnis  lis  roe/Jtcients  d'indice  négatif,  «mi  ciiniialt  un  certain 
nonihrc  (1rs  l'oellicionls  ilindiro  ])iisiiif.  » 

Mittag-Lefjler  {G.).  —  Sur  l;i  icprésciilalioii  ati;il\  liqiK;  (ruiic 
foiu;tion  de  caraclère  lationiiel,  avant  un  jxiiiil-lindtc  arhilrai- 
renienl  choisi.  (IN"  1,  33-/13). 

Une  fonction  de  caractère  l'ationnei  pcM'd  en  i;('-néral  ee  rarartèrc  ponr  prendre 
un  caractère  entier,  lorS(|ue  la  variable  iniii'|Hnilinile  croit  à  l'injirii,  ou  lors- 
qu'elle passe  par  le  point  x  =  -•  Par  une  simple  substitution,  on  peut  faire  en 

sorte  que  la  fonction  conserve  son  caractère  rationnel  pour  x  ~  -■>  mais  qu'elle 

o 

le  perde  pour  une  valeur  /Z/?/e  arbitrairement  désisnè'e   de    cette  variable.  Cette 

valeur  a  reçu  de  -M.  \\  eierstrass  le  nom  de  point-limite. 

Mitta g-Lefjler  (G.).  —  Stir  la  représentation  d'une  fonction  de 
caractère  rationnel  avec  un  nombre  /ï/ti  de  points-limites  arbitrai- 
rement désignés.  (iN"*  l2,  3i-4i). 

Mittag-Lefjler  (G.).  — •  Sur  la  question  de  la  représentation  ana- 
lytique d'une  fonction  de  caractère  rationnel  par  le  c^uotient 
de  deux  séries  convergentes  de  puissances.  ÇS"  3,  5-i3). 

Bj'ôrling  (C.-F.-E.).  —  Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  des 
surfaces  du  second  degré,  exprimé  sous  la  forme  d'un  contrava- 
riant  simultané  de  deu\  formes  quadratiques  quaternaires.  (N"4, 

3-:)- 

F'orssnian  (L.-A.).  —  Sur  1  induction  unipolaire  par  faction  des 
solénoïdes.  (N°  4,  iS-ig). 

Edlund  (  E .).  —  Sur  la  liaison  entre  linduction  imipolaire  et  les 
pbéiiomènes  électromagnétiques  de  rotation.  (  ^N'^  7.  3-i2). 

Astrand  (J.-J.).  —  {Nouvelle  méthode  pour  la  résolution  des  équa- 
tions trinômes.  (N"  7,  49-56). 

Lorsqu'une  équation  peut  se  ramener  à  la  forme  trinùme 

afz±{-r-  axP)  z=  b  =  0, 

on  commence  par  la  ramener,  à  Taide  de  substitutions  très  simples,  à  la  forme 

yï  zhy  rt  P  =  o. 

On  peut  ensuite  développer  le*  racines  de  cette  équation,  sous  forme  de  radi- 
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ruu\  ronlimis,  <;o  qui  (loiiiic 

i  r  n  i  I J 


r,  =  =  p-r' 

=  —  P_  (—  p  _j-'/j7 

=  =;?— [qrP  — (=P  — 

yy'V 



/               P\'/-l 

r3  =  (=.--)      =... 

r-       ^^       -- 

—  p 

=    1-1- 

^  P 

-V" 

En  s'aidant  des  logarithmes,  on  parviendra  souvent,  par  celte  méthode  de 
calcul,  à  déterminer  au  moins  une  partie  des  racines,  ce  qui  facilite  la  déter- 
minaticin  des  autres. 

Mittag-Lefjler  (G.).  —  Sur  la  représentation  analytique  de  fonc- 
tions de  caractère  rationnel,  de  plusieurs  variaLles  indépendantes. 
(N^^  10,  3-1 3  et  i7-3i). 

Tome  XXXV;  187S. 

Lindman  (C.-F.).  —  Remarques  sur  les  Tables  d'intégra/es 
définies  du  D""  Bierews  oe  Ha.\n.  (Amsterdam,  1858).  Suile. 
(N°  1,3-46). 

Petlerson  (O.)  et  Ilede/ius  [£m.).  —  Sur  la  chaleur  spécifique  du 
fer  et  du  merciu^e.  (N"  2,  35-5 1). 

Petterso?}  {O.).  —  Sur  la  chaleur  latente  de  l'eau  à  des  tempéra- 
tures au-dessous  de  o",  avec  quelques  remarques  sur  la  formation 
des  glaces  dans  la  mer.  (IS"  2,  53-6i). 

Edlund  {  E ^).  —  Remarques  sur  la  force  électromotrice  qui  se 
produit  dans  l'écoulement  des  liquides  à  travers  un  tube.  (N"  3, 

5-9)- 

Hamberg  {H.-E.).  —  Sur  le  degré  varial)le  de  la  transparence  de 
l'airàUpsal.  (N"  3,  87-103). 

('}-onstr((nd {  Ballz.).  —  Journnl  météorologique  d'un  voyage  dans 
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Grldrii  (//•).  —  Lois  de  la  lolalion  (liiii  corps  solide  dont  la  sur- 
face est  recouvcilc  <riiri  lliiidc.  (1\"  7,  0-18). 

«  Le  prol)l('mc  traité  dans  ce  .Arémoire,  en  vertu  d*'  la  nature  même  des  don- 
nées, n'est  pas  complèlenient  déterminé,  et  partant  nesl  pas  susceptible  désola- 
tion sans  l'établisseniciil  de  (|ii(l(|iic  hypothèse.  »  Il  en  serait  tout  autrement  si 
l'on  indiquait  la  constitution  du  corps  solide,  c'est-à-dire  sa  figure  extérieure  et 
la  distribution  intérieure  de  la  masse,  ou,  en  d'autres  termes,  son  potentiel  par 
rapport  aux  points  situés  sur  la  surface  ou  dans  son  voisinage,  ainsi  que  la  quan- 
tité et  la  pesanteur  spécifique  du  fluide. 

Dans  le  cas  qui  intéresse  le  plus  les  physiciens,  c'est-à-dire  dans  la  question  de 
la  rotation  de  la  Terre,  de  pareilles  déterminations  sont  impossibles.  On  connaît 
certainement  avec  une  assez  grande  exactitude  la  valeur  de  la  différence  entre 
les  moments  d'inertie,  dans  l'hypothèse  toutefois  de  l'égalité  de  deux  de  ces 
moments;  mais,  sur  la  nature  de  la  fonction  potentielle  relative  à  la  surface,  il 
règne  encore  une  grande  incertitude,  si  l'on  ne  veut  pas  se  contenter  d'admettre 
que  la  masse  terrestre  soit  un  ellipsoïde  de  révolution  homogène.  Cette  suppo- 
sition n'est  pas  non  plus  applicable  ici,  puisque  l'eau  des  océans  n'est  pas,  de 
fait,  distribuée  symétriquement  par  rapport  à  l'axe  de  rotation.  Ajoutons  à  cela, 
ce  qui  est  d'une  importance  capitale  pour  notre  objet,  que  l'on  n'est  en  aucune 
sorte  autorisé  à  admettre  que  la  constitution  de  la  surface  terrestre  a  été  tou- 
jours identique,  même  approximativement. 

Il  estaueontraire  tout  à  fait  vraisemblable  qu'elle  n'a  acquis  que  successivement 
et  dans  les  dernières  périodes  de  son  développement  sa  forme  actuelle,  qui  corres- 
pond assez  exactement  à  sa  figurç  d'équilibre,  et  cela  par  suite  de  l'action  de 
l'eau  et  de  l'atmosphère  sur  ses  parties  solides.  L'action  simultanée  d'autres  cir- 
constances sur  la  configuration  de  la  surface  terrestre  est  une  conséquence  indu- 
bitable de  la  présence  des  continents  et  des  hautes  chaînes  de  montagnes. 

On  peut  très  bien  s'imaginer  une  transformation  des  vallées,  des  continents  et 
des  Océans,  dans  les  limites  de  leurs  difl'érences  de  hauteur  actuelles,  telle  que 
le  moment  d'inertie  actuel  du  solide  terrestre  ait  éprouvé  des  variations  essen- 
tielles dans  sa  grandeur  et  dans  sa  direction,  d'où  il  serait  résulté  alors  un 
changement  de  position  de  l'axe  de  rotation  de  la  masse  de  la  Terre.  Nous  ne 
pouvons  donc  nous  représenter  autrement  la  forme  de  la  surface  terrestre  dans 
les  périodes  antérieures,  qu'en  admettant  qu'elle  n'a  jamais  été  très  différente 
d'une  sphère.  A  mesure  que  la  position  de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur 
de  la  niasse  terrestre  est  devenue  plus  constante,  la  forme  ellipsoïdale  s'est  "des- 
sinée; mais  rien  ne  nous  force  à  admettre  que  cette  forme  ait  toujours  été 
aussi  nettement  accusée  qu'elle  l'est  maintenant.  Les  influences  exercées  sur 
la  position  de  l'axe  de  rotation  dans  le  solide  terrestre  et  dans  l'espace  par  les 
changements  de  direction  et  de  grandeur  des  axes  des  moments  d'inertie  ont 
été  étudiés  par  l'auteur  dans  un  Mémoire  intitulé  Recherches  sur  la  rotation 
de  la  Terre,  Upsal,  1871. 

«  Le  rapport  entre  les  masses  solides  et  fluides  du  globe  terrestre  peut  certai- 
nement s'évaluer  avec  approximation;  rien  ne  dit  cependant  que  ce  rapport  ait 
toujours  été  le  même.  D'une  part,  l'eau  peut  avoir  été  chimiquement  combinée 
avec  la  masse  solide:  d'autre  part,  une  portion  ron'ii(li''rril)Ic  des  particules  d'eau 
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peut  avoir  (Hé  séparée  du  globe  terrestre  par  la  force  centrifuge,  tandis  que  la 
masse  des  particules  solides  a  pu  être  accrue  par  la  chute  de  corps  recueillis  dans 
l'espace.  Mais  lors  même  que  le  rapport  entre  les  parties  solides  et  liquides  delà 
masse  serait  fixé  avec  toute  la  certitude  désirable,  ce  serait  encore  un  problème 
très  difficile  que  celui  de  déterminer  la  variation  de  la  direction  des  axes  prin- 
cipaux et  des  moments  d'inertie,  qui  aurait  lieu  par  suite  d'un  changement  de 
position  de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  du  globe  terrestre.  II  est  évident 
toutefois  que,  si  la  masse  solide  de  la  Terre  était  une  sphère  homogène,  la  gran- 
deur des  moments  dinertie  resterait  invariable,  tandis  que  leurs  axes  suivraient 
l'axe  de  rotation,  et  cela  de  telle  manière  que  l'un  des  axes  principaux  coïncidât 
toujours  avec  l'axe  de  rotation.  Si,  au  contraire,  la  fonction  potentielle  du  globe 
terrestre  était  de  telle  nature  que  les  différences  entre  les  composantes  des  forces 
fussent  infiniment  grandes  par  rapport  aux  produits  de  la  force  centrifuge  et  au 
rapport  de  la  masse  des  eaux  à  la  masse  solide  de  la  Terre,  la  distribution  des 
eaux  serait  évidemment  la  même,  quelque  position  que  prit  l'axe  de  rotation 
relativement  aux  axes  principaux.  » 

Bjbrlii^giC  .-F.-E .).  —  Sur  les  équivalents  aux  singularités  d'ordres 
supérieurs  des  courbes  algébriques  planes.  (N°  7,  33-44)' 

Mbller  (Ax.).  —  Eléments  et  éphéméride  pour  le  retour  de  la  comète 
de  Faye  en  1880.  (N"  7,  45-52). 

Petterson  (O.).  —  Sur  la  variabilité  de  la  chaleur  spécifique  du 
mercure  avec  la  température.  (N"  9,  3-i(3). 

Backlund  {J.-O.).  —  Sur  une  formule  de  la  théorie  des  perturba- 
tions. (N°9,  35-4i). 

A  l'aide  d'une  formule  donnée  par  M.  Gyldén  dans  son  Recueil  de  Tables, 
l'auteur  montre  comment  on  peut  obtenir,  avec  une  merveilleuse  facilité,  le  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice. 


Tome  XXXVI;   1879. 

Gyldén  (//.).  —  Lois  de  la  rotation  d'un  corps  solide,  dont  la 
surface  est  recouverte  d'unfluide.  Seconde  Communication.  (N"  3, 
5-i5). 

«  Le  résultat  de  cette  étude  peut  se  résumer  brièvement  comme  il  suit.  Un 
corps  solide  animé  d'un  mouvement  de  rotation,  et  dont  la  surface  est  recouverte 
d'un  fluide,  tend,  en  vertu  du  frottement  des  particules  fluides  contre  les  parti- 
cules solides,  à  prendre  un  état  d'équilibre,  dans  lequel  l'axe  instantané  de 
rotation  coïnciderait  avec  un  axe  principal.  Avant  que  cet  état  d'équilibre  soit 
atteint,  la  rotation  s'effectue  suivant  la  même  loi  que  celle  qui  a  lieu  pour  un 
corps  solide,  avec  cette  différence  toutefois  que  le  coefficient  are  a  une  autre 
signification  que  dans  le  cas  d'un  corps  entièrement  solide,  et  de  plus  que  les 
quantités  a.  n  et  /•,  ainsi  que  le  module  k,  dépendant  de  a  et  de  n,  ne  sont  plus 
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des  CDUSlanles,  mais  des  fonctions  du  temps,  dniit  il  a  élé  liouvé,  duns  ce  ([ui 
précède,  des  expressions  approchées.  » 

Mittag-Lefjler  {G.).  —  Inlrgralioii  d'une  classe  d'équations  difF»'- 
renlielles  linéaires.  (N"  3,  17-40). 
Si  ion  considère  une  équation  difTérentielIe  de  la  forme 

(i)  r«"'  =/,('Z^)yt"-"+/.(-^)r"'-"------+/,.(^)v, 

l'auteur  examine  d'abord  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  fonctions 
f^{x),  ...,/„(x)  i)0ur  que  chaque  intégrale  de  ré(}uaIion  soit  de  caractère 
rationnel. 

Cette  question  étant  résolue,  l'auteur,  considérant  que  toute  fonction  de  carac- 
tère rationnel  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme  normale  d'un  quotient  de 
deux  séries  convergentes  de  puissances,  se  pose  le  problème  suivant  : 

Les  fonctions  f^{x),  ...,f„{x)  étant  supposées  satisfaire  aux  conditions 
obtenues,  construire  un  système  fondamental  de  n  intégrales  particulières  de 
l'équation  (i),  qui  soit  tel  que  chacune  des  intégrales  particulières  soit  le 
quotient  de  deux  séries  de  puissances,  procédant  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  la  variable  x,  et  absolument  convergentes  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  cette  variable. 

Pettcfsson  (O.)  et  Larsson  (//.).  —  Sur  la  dilatation  de  la  glace. 
(N°3,  65--4). 

Moller  (^Ax.).  —  Nouveaux  éléments  de  la  planète  Pandore,  déduits 
des  observations   de    16  oppositions,  1858-1877.   (JN*' 4,  3-4o). 

}]  ejistrom  (</•).  —  Contribution  à  la  théorie  de  la  chaleur  ravon- 
nante.  (N°4,  41-48). 

Gyldén  {H.).  —  Détermination  des  rapports  différentiels  de  l'ano- 
malie vraie  et  du  ravon  vecteur  dans  une  orbite  elliptique  relati- 
vement à  l'excentricité.  (N°  6,  3-8). 

Lindman  [C.-F.].  —  Réduction  de  quelques  intégrales  définies 
aux  intégrales  elliptiques.  (N"  6,  9-1 5). 

Fagerholm  (^J.-A.).  —  Nivellement  et  recherches  sur  les  hauteurs 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer  d'une  partie  des  phares  de  la 
Suède,  exécutés  dans  l'été  de  1878.  (N°  7,  21-37). 

Rosén  (P. -G.).  —   Sur  la  hauteur  du  pôle  à  Stockholm.  (  N"  8, 

3-7). 

Les  résultats  obtenus  sont  les  suivants  : 

Hauteur  du  pôle,  1°  pour  la  tour  de  l'Observatoire  de  l'État-Major, 

59°  20'  35",  96  ±  o",  1 45  ; 

Hull.  des  Sciences  matlt.,  2^  Séi-ie,  t.   V.  (Décembre  1881.)  R  .  1  J 
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2°  pour  le  cercle  méridien  de  r01)servaloire, 

5t)°2o'32",93  dr  o",i4ï. 

Eneslr'ùm  (G.).  —  Un  critérium  de  convergence  du  commencement 
du  xviii"  siècle.  (N°  9,  71-84)- 

II  s'agit  d'un  critérium  de  convergence  donné  par  Stirling  dans  son  Traité 
intitulé  :  Methodus  dijferentialis  sive  tractatus  de  sumniatione  et  interpola- 
lione  serierum  (Londini,  17.30,  p.  37-39).  Ce  critérium  est  non  seulement  le  plus 
ancien  que  l'on  connaisse,  mais  il  a  l'avantage  de  s'appliquer  immédiatement 
aux  produits  infinis. 

Jâderin{^EdK\).  —  Méthode  pour  la  mesure  géodésique  d'une  base 
à  l'aide  d'un  ruban  d'acier.  (N"  9,  io3-i26). 

Eneslroni  {G.).  —  Sur  la  découverte  de   la  formule  sommatoire 

d'Euler.  (N°  10,  3-17). 

Cette  formule  a  porté,  depuis  sa  découverte,  tantôt  le  nom  d'Euier,  lant<>t 
celui  de  Maclaurin,  ces  deux  grands  géomètres  l'ayant  trouvée  chacun  de  leur 
côté.  Mais  jusqu'ici  on  n'avait  pas  fait  de  recherches  assez  complètes  pour  déci- 
der auquel  des  deux  appartient  réellement  la  priorité.  M.  Enestrôm  s'est  occupé 
de  cette  question  historique,  et  il  est  parvenu  à  établir  que  la  première  publi- 
cation de  cette  formule  est  due  à  Euler,  qui  l'a  fait  paraître,  en  1738,  dans  les 
Mémoires  de  Pétersbourg,  tandis  que  le  Treatise  on  Fluxions  de  Maclaurin 
n'a  vu  le  jour  que  quatre  ans  plus  tard,  en  1742.  C'est  donc  à  tort  que,  suivant 
les  indications  de  Jacobi,  on  avait  attaché  à  cette  série  le  nom  du  géomètre  écos- 
sais à  la  place  de  celui  d'Euler,  qui  avait  prévalu  jusque-là. 

Tome  XXXVII;   1880. 

Lindman    [C.-F.).    —    Sur   quelques    équations   différentielles. 
(N"  1,  3-8). 

Mittag-Lefjler   (G.).    —    Sur   l'intégration    de    certaines  classes 
d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes.  (N°6,  Sq-yy). 
Intégration  de  l'équation  de  Brioschi, 


-"=["^Y'^^'^"'-^+4 


Edlund{E.).  —  Sur  la  détermination  quantitative  du  développe- 
ment de  chaleur  d'un  courant  galvanique.  (N°  8,  3-6). 

Edliind  [E .).  —  Sur  la  dépendance  entre  la  force  électromotrice 
provenant  de  l'écoulement  d'un  fluide  à  travers  un  tube  et  le 
rayon  de  ce  tube.  (\"  9,  3-i  i  ). 
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Liiulnidii  i^C.-F.).  —  Quelques  inléj^ralcs  délinit's.  (N"  9,  i.'i- 
3.). 

G)'/d(''n  (//•)•  —  Sur  l'orltite  d  un  juiinl  qui  se  meut  dans  le  [)lan 
de  l'équateur  d'un  sphéroïde  sous  rinfluence  d'une  force  attrac- 
tive suivant  la  loi  de  Newton.  (  X"  10,  5-9.o.). 

«  En  géïK'ral,  les  difTi-rents  corps  du  système  solaire  sont  à  de  telles  distances 
les  uns  des  autres,  par  rapport  à  leurs  dimensions  propres,  que  l'on  peut,  dans 
le  calcul  de  leur  attraction  mutuelle,  les  considérer  comme  des  points  matériels. 
Il  y  aurait  toutefois  exception  pour  les  cas  où  une  telle  hypothèse  sur  la  fii;ui'e 
des  corps  attirants  ne  serait  pas  compatible  avec  la  précision  qui  doit  être  pour- 
suivie dans  les  calculs  de  cette  nature.  Dans  la  théorie  de  la  Lune,  par  exemple, 
la  Terre  ne  saurait  être  considérée  comme  une  sphère  homogène,  ce  qui  revien- 
drait à  considérer  toute  sa  masse  comme  condensée  en  son  centre  de  gravité; 
l'influence  de  son  aplatissement  se  fait  sentir,  au  contraire,  dans  le  mouvement 
lunaire  d'une  manière  si  remarquable  que  I^aplace  a  pu  calculer  cet  aplatisse- 
ment en  se  fondant  sur  les  observations  de  la  Lune.  On  constate  une  action 
encore  plus  sensible  de  l'aplatissement  très  considérable  de  la  planète  princi- 
pale dans  le  système  de  Jupiter,  et  le  même  phénomène  se  reproduit  aussi  dans 
le  système  de  Saturne. 

»  En  dehors  de  l'intérêt  mathématique  que  peut  présenter  le  problème,  objet 
de  ce  Mémoire,  il  est  encore,  comme  cela  résulte  des  considérations  précédentes, 
d'une  importance  très  grande  au  point  de  vue  astronomique.  L'ancienne  manière 
de  traiter  cette  question,  telle  qu'on  la  trouve  dans  la  Mécanique  céleste,  et  dont 
Hansen  lui-même,  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  ne  s'est  pas  essentiellement 
écarté,  peut  être  très  suffisante  pour  le  calcul  numérique  de  l'influence  de  l'apla- 
tissement terrestre  sur  le  mouvement  de  la  Lune,  mais  elle  n'éclaire  en  rien  sur 
la  nature  de  cette  influence.  A  plus  forte  raison,  lorsqu'il  est  question  des  théo- 
ries des  systèmes  de  Jupiter  et  de  Saturne,  une  étude  plus  rigoureuse  de  la 
nature  du  problème  devient-elle  d'absolue  nécessité.  C'est  particulièrement  en 
vue  de  ces  considérations  que  l'auteur  a  entrepris  cette  étude.  » 

Berger  [Alex.).  —  Démonstration  élémentaire  de  quelques  for- 
mules du  calcul  des  différences.  (N"  10,  39-53). 

§   1.    Introduction.  —  §  2.  Les  nombres   de   Bernoulli.  —  §  .3.  Sur  la  somme 

A  =  .r  k  =  x 

>   A"",  ni  étant  un  nombre  entier  et  positif.  —  S  4.  Sur  la  somme     t    k'^.    i)iiur 

^^        '  ^  ^  ^mi 

—  oc  ^[i^-i-i.  —  §  5.  .Sur  la  somme  ^   log  fc. 
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AMERICAN  .1(JUR-\AL  or   Matuematics   plre  and  applied  ,  Editor  in  cliief 
J.-J.  SvLVESTER,  Baltimore  ('). 

Tome  III:   1879. 

Slringham  (fJ\-I.).  —Des  figures    régulières  dans  un  espace  à 
//  dimensions.  (i-i4)- 

M.  Slringham  généralise  d'abord  pour  les  polyèdres  d'un  espace  à  »  dimen- 
sions la  formule  d'Euler  relative  aux  polyèdres  de  l'espace  à  trois  dimensions. 
Si  l'on  désigne  respectivement  par  X„  N,,  ]\;, . ..,  N„_,  les  nombres  des  sommets, 
arêtes,  faces  à  deux  dimensions,...,  faces  à  n  —  i  dimensions  du  polyèdre,  la 
relation  dont  il  s'agit  est 

k  =  n 
*  =  1  -  xX^-  N,-. .  .=h  N„_,-  .\„=  ,  _  V  (_  ,)*\  =  o, 

Â  =  0 

où  l'on  doit  prendre  N„=i  si  la  figure  considérée  n'est  pas  composée  de  plu- 
sieurs figures  simples. 

Dans  tous  les  espaces,  d'un  nombre  n  de  dimensions,  on  retrouve  les  trois 
types  de  corps  réguliers  suivants  : 

1°  Le  type  (n  —  i)édroïde,  pour  lequel 


(A--i-i):(n-/o: 

■j"  Le  tj'pe  (  2  71  )  édroïde,  pour  lequel 

2"~''«! 
4>=,-(2-.)«,       ^-^,(„_^.);; 

.3°  Le  type  (  2"  )  édroTde,  pour  lequel 

*  =  (i-2r-i,  N, 


(/.■^i)i(rt- A  +  i): 


Les  corps  de  l'espace  à  trois  dimensions  qui  appartiennent  à  ces  trois  types 
sont  respectivement  le  tétraèdre  régulier,  le  cube  et  l'octaèdre  régulier. 

Le  polyèdre  3°  est  toujours  le  réciproque  du  polyèdre  2°,  c'est-à-dire  qu'il  est 
formé  par  les  centres  des  faces  k  n  —  i  dimensions  du  polyèdre  2°.  Les  points 
où  n  diamètres  mutuellement  perpendiculaires  d'une  sphère  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions percent  cette  surface  forment  les  sommets  d'un  polyèdre  régulier  3°. 

Pour  la  détermination  de  tous  les  corps  réguliers  de  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions, A[.  Stringbam  procède  comme  il  suit.  Il  remarque  d'abord  que  les  faces 
à  trois  dimensions  d'un  corps  régulier  adjacentes  à  un  sommet  constituent 
autour  de  ce  sommet  un  angle  solide  régulier,  qu'on  obtient  en  projetant  de  ce 
sommet  une   des  cinq  figures  régulières  de   l'espace   à   trois  dimensions.   Mais 


Cj  A'oir  liaUi'lin.  V.^.  ij."). 
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luniiiie  CCS  faces  à  trois  dimensions  sont  elles-iiK^mes  des  figures  régulières,  le 
nombre  de  ces  faces  qui  sont  adjacentes  à  un  même  sommet  du  polyèdre  est 
limité  par  le  nombre  des  corps  réguliers  égaux  (|u'on  peut  disposer  autour  d'un 
même  point  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  de  manière  qu'ils  n'empiètent  pas 
les  uns  sur  les  autres. 

On  trouve  ainsi  que  dans  res])ace  à  ([ualrr  (liiiicnsions  les  seuls  coi'ps  régu- 
liers possibles  sont  ceux  dont  les  angles  solides  sont  formés  respectivement  par 
quatre  tétraèdres,  quatre  cubes,  huit  tétraèdres,  six  octaèdres,  quatre  dodé- 
caèdres, vingt  tétraèdres.  Les  |)remiers  des  corps  ainsi  constitués  appartiennent 
aux  trois  types  précédemment  définis  et  sont  appelés  pe/itaédroïde,  octaé- 
droide,  décaexaédroide.  Les  trois  derniers  ont  respectivement,  pour  caracté- 
ristiques N„,  N,,  Nj,  N3,  les  nombres 

24,  96,  96,  24»     120,  720,   1200,  600;     Coq,  1200,  720,   120; 

et  sont  appelés  icosatétraédroïde ,  hexacosiaédroide,  Jiécatonicotsaédroide. 

En  procédant  de  même  pour  les  espaces  à  un  plus  grand  nombre  de  dimen- 
sions, M.  Stringham  trouve  que  pour  tous  ces  espaces  il  n'y  a  que  trois  corps 
réguliers  possibles,  ceux  qui  appartiennent  aux  trois  types  1°,  2°,  3°. 

Peiice  (C.-S.).  —  Sur  l'algèbre  de  la  logique.  (io-5y). 

M.  Peirce  expose  dans  ce  travail  ses  recherches  sur  les  applications  de  nota- 
tions symboliques  à  la  logique,  et  présente  en  même  temps  des  considérations 
nouvelles  sur  plusieurs  points  de  cette  science.  Plusieurs  résultats  de  ce  travail 
avaient  déjà  été  publiés  par  M.  Peirce,  soit  en  anglais  {Classification  of  Argu- 
ments, 1867;  On  an  Improvenient  in  Boole's  Ca/cii/us  0/  Logic,  1867;  Logic  0/ 
Relatives,  1S70),  soit  en  français  (dans  la  Revue  Philosophique). 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  M.  Peirce  traite  de  la  syllogistique. 
Pour  dénoter  l'inférence  de  P  au  C  on  emploie  le  symbole  P.".C.  Si  l'on  fait 
attention  à  la  légitimité  de  celte  inférence  on  doit  écrire  P  <  C  (P  implique  C). 
On  écrira  P<  C  (P  n'implique  point  C),  si  l'inférence  de  P  au  C  n'est  pas  tou- 
jours légitime.  Les  signes  -<  et  <  sont  employés  par  M.  Peirce  non  seulement 
lorsqu'il  s'agit  de  passer  d'un  antécédent  (ou  une  prémisse)  P  à  un  conséquent 
(ou  une  conclusion)  C,  mais  aussi  pour  exprimer  le  passage  du  sujet  au  prédicat 
d'une  proposition.  Il  identifie  ainsi  en  quelque  sorte  la  proposition  avec  l'infé- 
rence, et  le  terme  avec  la  proposition. 

Si  l'on  désigne  par  B  la  négation  de  B,  A  <  B  signifiera  que  B  ne  subsiste  pas 
en  même  temps  que  A. 

La  copule  <  donne  lieu  à  une  algèbre,  dans  laquelle  on  a 

X  <x,\x  <,  {y  <^)]  =  [j'<  (x-<  ^)],  .... 

Le  syllogisme  Barbara  est  exprimé  par 

x<y,    y<z,     ..x<z. 
De  même  on  arrive  à 

M<P,  M<P,  S<M, 

S  <  M,  S  <  P,  S  <  P,  . . . , 

.-.  S<P,         .-.   S<M,         .-.  M?P,  ..., 

qui  représentent  respectivement  les  syllfigisnies  Diirii,  Baroco.  Rocardo,  etc. 
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Dans  la  seconde  partie,  M.  Peirce  traite  de  la  logique  des  ternies  non  rela- 
tifs. Si  l'on  a  deux  classes  d'objets  a  et  b,  on  peut  représenter  par  a  +  6  la  classe 
qui  comprend  tous  les  objets  de  ces  deux  classes  et  par  ax  b  Va  classe  formée 
par  les  objets  communs  aux  classes  a  et  b.  M.  Peirce  appelle  les  deux  opéra- 
tions a  -h  b  el  a  X  b,  addition  et  multiplication  non  relatives,  et  il  en  donne 
les  définitions  suivantes  : 


a  -h  b  est  tel  que  si 

a  <C  ce    et     b  <ix 
on  a 

a  -{-  b  <,x; 

et  réciproquement  si 

a  +  b  <.x 

on  a 

a  <.x    et    b  <^x 


a  X  b  est  tel  que  si 

X  <,a    et  X  <.  b 
on  a 

X  <.a  X  b; 

et  réciproquement  si 

X  <C  a  X  b 

on  a 

X  <,  a    et    X  <.b. 


L'algèbre  des  ternies  non  relatifs  a  été  donnée  par  Boole  {Mathematical 
Analysis  of  Logic,  Cambridge,  i8'i7;  An  investigation  of  the  Laws  of  Thought 
on  which  are  founded  the  mathematiccd  théories  of  Logic  and  Probabili- 
ties,  1854 );  mais  l'addition  de  Boole  diffère  de  la  précédente,  puisqu'il  prend 
a-l-a=  2a  au  lieu  de  =  a.  Les  opérations  d'addition  et  de  multiplication, 
comme  elles  sont  traitées  par  M.  Peirce,  ont  été  présentées  par  De  Morgan  {On 
the  Syllogisme,  n°  III;  Cambridge  Philos.  Transactions,  i858),  Stanley  levons 
{Formai  Logic,  1864)  et  Peirce.  Ces  opérations  ont  été  aussi  étudiées  par 
MM.  Robert  Grassmann  {Die  Formenlehre  oder  Mathematik,  1872),  Schrôder 
{Der  Operationskreis  des  Logikkalkuls,  1877),  Hugh  McColl  {Calculas  of 
Equivalent  Statements  dans  les  Proceed.  of  the  London  Mathematical  So- 
ciety, 1877). 

Dans  la  troisième  partie,  M.  Peirce  traite  de  la  Logique  des  relatifs.  Le  signe 
d'une  certaine  relation  entre  A  et  B  est  : ,  de  sorte  que,  si  A  désigne  acheteur 
et  B  cheval.  A:  B  signifiera  acheteur  du  cheval. 

A  chaque  relatif  /  =  (A:B)  correspond  un  autre,  converse  du  premier, 

A-Z=(B:A). 
Le  symbole  k  représente  lui-même  un  relatif 

â:=[(A:B):  (B:A)]. 


On  a  pour  ce  symbole 


k-k-l=l,     k-k  =  i. 


Il  y  a  quatre  opérations  diverses  pour  la  composition  des  relatifs  : 

a  (  1 1 1  )  e  =  ae  multiplication  relative  ou  extérieure, 
a{\--)e  =''e  involution  régressive, 
a{-\-)e  =  e"  involution  progressive, 
a{--\)e  =  aoe  transaddition. 


Les  trois  premières  de  ces  opérations  ont  été  considérées  par  De  Morgan  (  On 
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t/ie  Sj  tloi;ism,  ii"  l\  ).  .M.  l'eiice  pn'sciili;  rexciii|ilc  suiviiiil  i>uur  illiislicr  ces 
oporalioiis. 

Si  a  tli'siij'ne  amant,  cl  e  servante, 

ae  sij;nilit,"ra  loul  uiiiaiiL  d'une  servante  de  — , 

a'  loul  anianl  de  chaque  servante  de  — , 

'a  loul  auianl  de  quelque  servante, 

aoe  toute  personne  (]ui  n'est  un  non-anianl  (jue  sculcmcuL  d'une  servante 
de  —,  clr. 

Ces  opérations  satisfunl  entre  autres  aux  lois  suivantes  : 

{a  -\-  b)c  —  ac  ->r-  bc,        a{b  -h  c)  —  a&  -h  ac 
(ax  bY   =  a<-'  X  b'',         «*+«  =  a*  x  a<= 

«+*C         _   «^  ^  «ç^  a(^  _j_  ^.)  ^    «f^    j^  «^. 

(a  X  b)oC  =  (uoc)  -h  (boc);     ao{b  ~h  c)  =  (ao^)-f-(rtoc). 

Svlve.ster  (J.-J.).  —  Sur  certaines  équations  ternaires  de  forme 
cubique.  Sur  la  dérivation  rationnelle  de  points  sur  une  cubique. 

(58-^8). 

De  même  que  la  théorie  de  résiduation  de  M.  Sylvester  a  pris  naissance  à 
roccasion  de  recherches  arithmétiques,  de  même  la  théorie  remarquable  exposée 
dans  cet  Excuisus  vient  à  propos  de  son  Mémoire  sur  certaines  équations 
ternaires  de  forme  cubique,  dont  une  partie  a  déjà  paru  dans  ce  Journal. 

En  partant  d'un  point  arbitraire  d'une  cubique  plane,  on  peut  construire  sur 
la  courbe  un  système  de  points  qui  dérivent  rationnellement  du  premier,  en 
prenant  les  points  tangentiels  successifs  du  point  considéré,  ainsi  que  les  points 
où  une  droite  joignant  deux  des  points  ainsi  obtenus  va  rencontrer  de  plus  la 
courbe.  On  peut  continuer  cette  dérivation  par  l'application  de  ces  mêmes  pro- 
cédés. Les  points  auxquels  on  arrive  ainsi  peuvent  être  rangés  en  une  seule  SMi'^e- 
onchaine,  qui  est  en  général  infinie,  mais  qui,  pour  certaines  positions  du  point 
initial,  peut  venir  à  s'arrêter,  tandis  que  dans  d'autres  cas  elle  se  replie  sur  elle- 
même  et  reproduit  toujours  un  nombre  limité  de  points. 

En  dénotant  le  point  initial  de  la  suite  par  i,  ses  points  tangentiels  succes- 
sifs par  2,  4,  8,  ...,  et  en  désignant  par  {m,  n)  le  troisième  point  de  la  courbe 
situé  en  ligne  droite  avec  les  points  m  et  n,  on  pose 

1,4  =  5;     2,  5  =  7;     I,  '7  =  8;     2,8  =  10;     1,10=11;     2,ii  =  i3;.... 

Les  points  i,  2,  4>  5,  7,  8,  ...  (où  l'on  n'a  que  des  indices  non  divisibles 
par  3),  sont  les  seuls  qui  entrent  dans  la  formation  de  la  suite. 

On  peut  démontrer,  en  effet,  que,  si  m  et  n  sont  deux  nombres  non  divisibles 
par  3,  le  point  {m,  n)  a  pour  indice  celui  des  deux  nombres  m  -\-  n,  m  —  n  qui 
n'est  pas  divisible  par  3. 

M.  Sylvester  démontre  que  les  expressions  des  coordonnées  de  tout  point/» 
de  cette  suite  sont  d'un  ordre  égal  au  carré  de  l'indice/»  par  rapport  aux  coor- 
données du  point  initiai  i.  Cette  proposition  importante  est  désignée  par  lui 
sous  le  nom  de  la  loi  des  carrés. 

Citons  ici  une  remarque  très  ingénieuse  de  M.  Sylvester  sur  la  nature  de  cette 
sui'te.  Puisque  le  Sn"'"'  point  où  une  courbe  algébrique  de  degré  n,  passant  par 
3/1  — I  points  d'une  cubique,  coupe  de  plus  celte  cubique  est  déterminé  par  des 
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constructions  linéaires,  il  s'ensuit  que,  si  les3/i — i  points  sont  pris  parmi  les 
points  de  la  suite  considérée,  le  Sn'*""'  point  appartiendra  encore  à  cette  suite.  S'il 
y  a  donc  des  points  qui  dérivent  rationnellement  du  point  i  autres  que  ceux 
contenus  dans  la  suite  considérée,  on  ne  conçoit  pas  comment  on  pourra  les 
obtenir  ou  même  les  définir;  il  y  a  donc  une  extrême  probabilité  que  l'exi- 
stence d'autres  points  dérivés  rationnels  de  i   est  impossible. 

La  théorie  de  cette  suite  est  complétée  par  l'adjonction  d'un  point  d'inflexion 
I  de  la  cubique.  On  est  ainsi  conduit  à  un  groupe  de  points  formé  :  i°  par  le 
point  I;  2°  les  points  p  de  la  première  suite;  3°  par  les  opposés  p'  des  points/?, 
c'est-à-dire  par  les  points  de  la  cubique  situés  sur  une  droite  jf^ignant  I  et/?; 
4°  par  les  points  (i',  3i  —  i)  =  3i;  5"  par  les  opposés  (3î)'  de  ces  points.  Tous 
les  nombres  entiers  avec  ou  sans  accent  sont  ainsi  utilisés  comme  indices  de 
points  de  la  nouvelle  suite.  Ici  encore  les  expressions  des  coordonnées  d'un 
point  de  cette  suite  par  rapport  aux  coordonnées  du  point  initial  sont  d'un  ordre 
égal  au  carré  de  l'indice  du  point  considéré.  L'indice  p  d'un  point  dérivé  a 
encore  cette  signification  géométrique,  que  le  nombre  des  points  initiaux  ayant 
pour/»'*""  dérivé  un  point  donné  est  égal  à  />'. 

Vient  ensuite  l'élude  des  lois  qui  régissent  la  composition  des  dérivations. 
Ainsi,  en  désignant  j)ar  «  f  dey»  le  £■«■""  dérivé  du  point  y  considéré  comme 
point  initial,  on  a 

ni  de  n  =  n  de  m  =  m'  de  n'  =  n'  de  ni'  =  mn, 
m  de  n'  =  «^de  m'  =  m'  de  n  =  n'  de  /?i  =  {mn), 

pour  le  cas  où  les  nombres  m,  n  sont  à  la  fois  divisibles  par  3  ou  non,  ou  que 
l'un  de  ces  nombres  est  divisible  par  3  tandis  que  l'autre  est  de  la  forme  3y -i-i. 
De  même  on  a  dans  le  cas  restant 

m  de  n  =  n  de  m  =  m'  de  n'  =  n  de  m'  =  {mn)' , 
m  de  n'  =  n'  de  m  =  m'  de  n  =  n  àe  m'  =  nin. 

Cette  théorie  est  appliquée  à  la  détermination  du  nombre  des  points  «  pertac- 
liles  »  d'une  cubique,  c'est-à-dire  des  points  de  la  cubique  où  viennent  se  réunir 
les  in  points  d'intersection  de  la  cubique  avec  une  courbe  de  degré  n. 

La  théorie  est  aussi  appliquée  à  l'étude  des  polygones  à  la  fojs  inscrits  et  cir- 
conscrits à  la  cubique. 

ftowland [H.-A .).  —  Sur  les  équations  générales  de  l'action  élec- 
tromagnétique avec  application  à  la  nouvelle  théorie  des  attrac- 
tions magnétiques  et  à  la  théorie  de  la  rotation  magnétique  du 
plan  de  polarisation  de  la  lumière.  (89-1 13). 

Craig  (Th.).  —  Projection  conforme  de  l'ellipsoïde  sur  la  sphère. 

(114-127). 

Gauss  avait  déjà  traité  comme  exemple  de  sa  théorie  générale  de  la  représen- 
tation orlhomorphe  des  surfaces  (avec  conservation  de  la  similitude  des  aires 
infiniment  petites)  la  représentation  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur  une  sphère. 
M.  Craig  entreprend  l'étude  de  ce  même  problème  pour  le  cas  plus  compliqué 
d'un  ellipsoïde  quelconque. 
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Son  analyse  conduit  d'abord  à  l'inlégration  de  l'éciuation  des  lignes  de  longueur 
nulle  d'un  ellipsoïde  par  le  moyen  des  fonctions  elliptiques.  En  passant  ensuite 
à  la  représentation  orthomorphe  d'un  ellipsoïde  sur  une  sphère,  il  examine  en 
particulier  un  cas  bien  remarquable  de  cette  représentation  dans  lequel  les 
lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  situées  sur  des  hyperboloïdes  homofocaux  à 
deux  nappes  sont  transformées  en  méridiens  de  la  sphère,  tandis  que  les  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  qui  appartiennent  au  second  système  sont  transformées 
en  parallèles  de  latitude. 

Franklin  (/*•)•  —  Sur  le  calcul  des  fonctions  génératrices  et  des 
tables  des  formes  fondamentales  pour  les  formes  binaires.  (128- 
i5o). 

-M.  Franklin  présente  un  exposé  des  récentes  méthodes,  dues  à  MM.  Cayley  et 
Sylvester,  pour  l'énumération  des  diverses  formes  fondamentales  appartenant  au 
système  des  covariants  (et  invariants)  d'une  ou  plusieurs  formes  binaires.  Il 
insiste  surtout  sur  le  côté  calculatoire  de  ces  méthodes. 

Nous  croyons  répondre  au  désir  *de  plusieurs  lecteurs  de  ce  Bulletin  en 
donnant  ici  un  résumé  des  principes  de  cette  théorie  d'après  l'exposé  de 
M.  Franklin. 

Le  théorème  fondamental  de  cette  théorie,  énoncé  d'abord  par  M.  Cayley  et 
démontré  rigoureusement  par  M.  Sylvester  (^Journal  de  Borchardt,  t.  85,  p.  io4, 
1878;  Philosophical  Magazine,  t.  V,  p.  178),  consiste  en  ceci  : 

Si  l'on  dénote  par  {i,  j  :  g)  le  nombre  des  manières  dont  on  peut  considérer  le 

nombre  (v  =  — —  comme  somme  de  /  nombres  de  la  suite  o,  i,  2,  . . .,  i  (les 

répétitions  étant  permises),  le  nombre  n^f  des  covariants  linéairement  indé- 
pendants d'ordre  g  et  de  degré  j  d'une  forme  binaire  d'ordre  i  est  égal  à 
{i,j  :  g)  —  (i,  J  :  g  -{-  2).  Ce  nombre  n  j  est  donc  égal  au  coefficient  de  d x^ 
dans  le  développement  de 

-,    _  ^-3 


(i  — ax')  (î  —  ax'-'). .  .(i  — ax  '+')  (i  —  ax-  ') 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  a. 

On  utilise  ce  résultat  pour  la  détermination  du  nombre  des  covariants  fonda- 
mentaux des  divers  ordres-degrés  (g,j)  de  la  manière  suivante.  Supposons 
que  l'on  connaisse  le  nombre  des  covariants  fondamentaux  pour  tous  les  ordres- 
degrés  inférieurs  à  un  ordre-degré  déterminé  (g.j).  Soient  a  le  nombre  des  cova- 
riants linéairement  indépendants  d'ordre-degré  (g,j),  et  p  le  nombre  des  cova- 
riants de  ce  même  ordre-degré  qu'on  peut  composer  avec  des  covariants 
d'ordres-degrés  inférieurs.  Si  la  différence  a  —  jî  est  positive  ou  nulle,  elle  doit 
être  égale  au  nombre  des  covariants  fondamentaux  de  l'ordre  degré  {g,j)  con- 
sidéré; mais  si  cette  différence  est  négative  =—p,  il  n'y  a  pas  de  covariants 
élémentaires  de  cet  ordre-degré,  mais  en  revanche  il  existe  un  nombre/?  Aç.sy'zy- 
gies  (c'est-à-dire  d'identités)  de  cet  ordre-degré  entre  covariants  plus  simples.  Ces 
règles  ne  sont  pas  encore  démontrées  en  toute  rigueur,  mais  reposent  sur  ce 
postulat,  établi  par  une  forte  induction,  cju'il  n'y  a  jamais  de  covariants 
fondamentaux  et  de  syzygies  qui  soient  à   la  fois  d'un  même  ordre-degré. 

Cette    méthode    primitive    de    l'énumération    des    covariants    fondamentaux. 
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désignée  par  M.  Sylvester  sous  le  nom  de  tamisage,  n'offre  aucune  indication  sur 
la  limitation  du  système  des  covariants  fondamentaux  d'une  forme.  Mais  on 
peut  atteindre  à  ce  but  en  maniant  convenablement  la  fonction  génératrice 

Le  développement  de  la  fonction  génératrice  o{x)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  a  est  composé  d'une  infinité  de  termes  contenant  «des  puis- 
sances tant  positives  que  négatives  de  x.  Mais  pour  le  but  actuel  on  ne  doit 
retenir  que  les  termes  à  puissances  non  négatives  de  x.  Pour  obtenir  directement 
cette  partie  du  développement  de  ^{x)  deux  méthodes  ont  été  proposées,  la 
première  par  M.  Sylvester,  la  seconde  plus  expéditive  par  M.  Cayley  (M.  Syl- 
vester a  donné  par  la  suite  une  autre  méthode  où  la  fonction  génératrice  est 
prise  sous  une  tout  autre  forme).  Par  le  moyen  de  ces  méthodes  on  parvient  à 
déterminer  une  fonction  rationnelle 

'\!{a,x)  =  Y' 

dont  le  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  coïncide  avec 
la  partie  du  développement  de  '^{x)  qui  renferme  les  puissances  non  négatives 
de  X. 

Dans  le  cas  où  la  forme  binaire/,  dont  on  considère  les  covariants,  est  d'ordre 
pair  i^  2/i,  le  dénominateur  Y  de  ^J/  est  égal  à 

(i  — a»)2(i  — a')(i— a')   ...   (i— a"""')  (i  —  ax*)  (i  —  aa:^  •■•   {i  —  ax^"), 

tandis  que  dans  le  cas  où  l'ordre  de/  est  impair,  t  =  2/1  -f-i,  le  dénominateur  Y 
est  égal  à 

(,_aJ)(,_a*)(i_a'')   ...   (t  —  a^")  (1  —  cr.r)  (i  —  «.r^)   ...   (  i  —  a.r*''+' ) . 

Dans  l'un  et  dans  l'autre  de  ces  deux  cas  le  degré  de  X  par  rapport  à  x  est 
moindre  de  deux  unités  que  celui  de  Y  ;  de  même  le  degré  de  X  par  rapport  à  a  est 
moindre  de  i +  1  unités  que  celui  de  Y.  Mentionnons  ce  fait  que,  dans  les  cas  où 
i  =  3,  5,  7,  9,  4i  8)  le  facteur  i  —  a'  se  présente  aussi  bien  dans  X  que  dans  Y;  il 
n'en  est  pas  de  même  dans  les  cas  où  i  =  2,  6,  10. 

Considérons  maintenant  la  fonction  L  =  tntj.^a' x^,  où  nij^^  est  le  nombre  des 
covariants  linéairement  indépendants  de  l'ordre-degré  (g-j)-  Il  est  aisé  de  voir 
que,  si  V  est  covariant  d'ordre-degré  {s,  r),  le  nombre  des  covariants  d'ordre- 
degré  {g,j)  qui  ne  contiennent  pas  V  comme  facteur  est  égal  au  coefficient  de 
aJx^  dans  la  forme  (i  —  a''x')L.  Le  facteur  (i — a''x')  est  appelé  représentant 
du  covariant  (s,  r). 

De  même,  si  l'on  a  k  covariants  V,,  V,,  ,...,  Vj  d'ordres-degrés  (s,./-,), 
(*s>  ^î)>  •■■>  i-^k: ''k)  respectivement,  le  nombre  des  covariants  d'ordre-degré 
{g,j)  qui  ne  contiennent  comme  facteur  aucun  des  covariants  V,  est  égal  au 
coefficient  de  a^jX^  dans  la  fonction 

A  =  (1  —  a''fx'i)  (i  —  a'''.x'î)     ...   (i  —  a'i-x'k)  L, 

étant  supposé  qu'il  n'j'  a  pas  de  syzygie  de  lordrc-degré  (g.j)  entre  covariants 
composés  de  Y,,  Vj,  . . . ,  Y^.. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  arriver  à  la  détermination  du  nombre  des  covariants 
fondamentaux   de  l'ordre-degré  {g,j)  en  appliquant  le  procédé  du  tamisage  à 
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riiidiiatiuii  fournie  par  la  fonction  A.  Si  l'on  est  conduit  par  là  à  un  nombre  po- 
sitif ou  nul,  ce  nombre  sera  bien  égal  au  nombre  des  covariants  fondamentaux 
cherches;  autrement  on  sera  sûr  qu'il  n'y  a  que  des  syzygies  de  cet  ordre-degré. 
On  voit  maintenant  que,  si  l'on  peut  choisir  les  covariants  V,,  V^,  ...,  de  telle 
manière  que  la  multiplication  de  L  =  t{/(a,  a;)  par 

(i  —  a''ix'i)(i  —  a''}X'i),  ... 

amène  la  disparition  de  tous  les  facteurs  du  dénominateur  de  '^,  la  fonction 

A  =  (  I  —  a''i  a;*i  )  (  I  —  a"":  x'i  ) . . .  C^, 

à  laquelle  on  sera  ainsi  conduit,  sera  formée  par  un  nombre  limité  de  termes. 
Cette  fonction  A  pourra  servir  par  conséquent  à  la  détermination  complète  du 
système  limité  des  covariants  fondamentaux  considérés. 

Ce  résultat  peut  être  atteint  en  général  effectivement.  Voici  de  quelle  manière. 
En  multipliant  d'abord  les  deux  termes  de  la  fraction  '^  par  des  facteurs  conve- 
nables, on  peut  remplacer  chaque  facteur  (i  —  aa:'-)  du  dénominateur  de  <^  par 
le  représentant  (i  —  a^x'-^-)  du  seul  covariant  d'ordre-degré  {"îX,  2).  De  même 
chaque  facteur  (i  —  a^)  du  dénominateur  de  <^  peut  être  remplacé  en  général 
par  le  représentant  (i  —  ai^*-)  d'un  covariant  d'ordre-degré  {o,\Lk),  (invariant 
de  degré  [i-À).  Tous  les  facteurs  du  dénominateur  de  '^  étant  ainsi  transformés  en 
représentants  de  covariants  V,,  \\,  . . .,  on  voit  que  l'on  peut  prendre  pour  fonc- 
tion A  le  nupiérateur  de  cette  forme  particulière  de  (^.  L'application  du  procédé 
du  tamisage  aux  indications  fournies  par  cette  forme  A  conduira  à  la  détermi- 
nation complète  de  tous  les  covariants  fondamentaux  autres  que  V,,Vj, 

La  méthode  précédente  a  été  aussi  appliquée  avec  de  légères  modifications  à 
rénumération  des  divers  covariants  du  système  de  plusieurs  formes  binaires. 

Faà  de  Bruno.  —  Notes  sur  l'A-lgèbre  moderne.  (t54-iti3). 

1.  Démonstration  de  cette  proposition  : 

Si  C„,  est  le  dernier  coefficient  d'un  covariant  <ï>  de  la  forme 

/=  («0,  «„  ■•■){x,y)'", 

le  covariant  <ï>  est  égal  à  ce  que  devient  C^  lorsqu'on  y  remplace 

«j  par  Ao  =  a^, 

a,  par  A,  =  a,  +  a^x, 

a^  par  A^  =  a^  -^  2a,  a;  -h  af,x\, 


1.  Applications  diverses  de  ce  fait  que,  lorsqu'on  a  un  déterminant 

A,  AA,  A' A,  ...,  A" A 

B,  AB,  A^B,   ...,  A"B 


dont  les  éléments  de  chaque   colonne  sont  déduits  des  éléments  correspondants 
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de  la  précédente  par  le  moyen  de  l'opération  A,  et  que  l'on  suppose 

A"+'A  =  ^«+'3  =...=  0, 
on  a  AD  =  0. 

3  et  4.  Démonstration  et  application  d'une  formule  de  Clebsch  (  Théorie  der 
binàren  Formen,  p.  119)  sur  le  carré  du  déterminant  fonctionnel  de  deux 
formes  binaires. 

5.  Sur  la  résolution  de  la  quartique. 

6.  Sur  la  résolution  de  la  quintique  dans  le  cas  où  son  invariant  gauche  du 
dix-huitième  degré  est  nul. 

Hammond  («/•)•  —  Sur  la  dérivation  à  indices  quelconques.  (164- 

173). 

En  adoptant  la  relation 


(i)  D"a;" 


/{m  —  n-^i) 


pour  définir  la  dérivée  à  l'indice  quelconque  n,   on   est  conduit  à  autant  de 
systèmes  de  dérivation  qu'il  y  a  de  fonctions  y  satisfaisant  à  l'équation 

(2)  '  f{m-\-i)  =  mf{m). 

Peacock   admet  /{m)  =  T(m).    Cependant  la  relation  (2)  est  satisfaite  par 
toute  fonction  f{m)  =  C"'T{m),  pourvu  que  l'on  ait  C,„+j  =  C„. 
Ainsi  la  formule  de  Î\I.  Liouville 

D„,,.^(_,)„r(-m-f-n)^_,. 

r  (  —  /?i  ) 

correspond  à 

,.,      ,        /        ,      .sinmTr„,     .        ,        ,,„  ,  i 

/(m)  =  (- i)"- — ^^  r(m)  =  (- i)"-' j;^— -^. 

La  dérivée  D5-o,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  entier  positif,  est  égale  à  o; 
elle  est  égale  à  un  polynôme  de  degré/?  —  i  en  x,  dans  le  cas  où  n  est  un  entier 
négatif  —  p. 

En  admettant /=  T{m),  on  a  dans  tous  les  cas 

_  A, a:-'-»  A,.r-2-«  A.a?-'"" 


r(— «)        r(— I— n)        T{—2  —  n) 

On  obtient  une  expression  analogue  lorsque  y  a  la  valeur  correspondante  à  la 
formule  de  M.  Liouville. 

M.  Hammond  examine  les  valeurs  de  D"  log^r,  D"e"*,D"(a7 +  _/)'".  Il  remarque 
à  l'égard  de  Tfe"^  qu'on  ne  peut  pas  prendre  en  général 

mais  qu'on  peut  déterminer   la    fonction   complémentaire  D''.o   de  manière  à 
avoir 

D""*"'  e"  =  o  D"  e""     et     D"  e"^  =  C„ n"  e"^. 
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où  C„+,  =  C„,  Cfl  — I.  Il  tronvi-  iiiiisi  [unir  le  cas  de /(//<)  —  r{r}i), 

„,,    „,.  ^'~"  f/.r-'   "  câx-''^"  ,„, 

D"e"  = H-  — -t-  -— +...-V-  I)".o, 

\{\—n)        r(a  -/?)        r(.^  — «) 


On  a  en  parliiiilier 


IVe-'^ /     e-'' X"-' dx  +  D-"  .0. 

r  (  /(  )  .  /„ 


McClintock  (Emory).  —   Note  sur  un  théorème  relatif  au  déve- 
loppement d'une  fonction  de  fonction.  (l'S). 

M.  Me  Clintock  fait  remarquer  que  le  théorème  sur  le  développement  des 
fonctions  donné  par  lui  dans  le  vol.  II  de  ce  journal  est  dû  à  M.  S.  Roberts 
(Quarterly  Journal,  vol.  IV,  p.  igS). 

Loudoji  [James).   —  Notes  sur  le  mouvement  relatif.  (174-178)- 

Formules  diverses  concernant  le  mouvement  d'un  point  rapporté  à  des  axes  de 
coordonnées  mobiles.  Expression  des  divers  éléments  du  mouvement  d'un  corps 
solide  rapporté  à  des  axes  fixes  ou  mobiles  par  rapport  à  ce  corps. 

Sylvester  [J.-J.).  —  Sur  certaines  équations  ternaires  de  forme 
cubique,  {l'-j^-i^g). 

Digressions  relatives  au  Chapitre  I  de  ce  Mémoire. 

M.  Sylvester  présente  d'abord  une  méthode  simple  pour  obtenir  les  équations 
de  la  trisection  et  quadrisection  des  racines  de  l'unité  correspondant  à  un  nom- 
bre "premier  p.  Cette  méthode  repose  sur  le  principe  suivant,  dont  la  seconde 
partie  est  nouvelle  : 

Une  fonction  rationnelle  et  entière  d'un  système  de  périodes  des  racines  p'^'^" 
de  l'unité  ayant  pour  coefficients  des  nombres  entiers  et  dont  la  valeur  ne  change 
pas  lorsqu'on  permute  entre  elles  les  périodes  est  égale  à  un  nombre  entier.  De 
plus  si  une  pareille  fonction,  tout  en  conservant  sa  valeur  absolue,  change  de 
signe  pour  certaines  substitutions  circulaires  effectuées  sur  les  périodes,  elle  est 
nécessairement  égale  à  un  nombre  entier  multiple  de  \/p  ou  de  \/—  p  suivant 

que est  un  nombre  pair  ou  impair. 

Vient  ensuite  une  nouvelle  rédaction  de  la  démonstration  de  la  loi  des  carrés, 
donnée  dans  ce  même  volume,  p.  81-86,  et  dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

Glaslian  (J.-C).  —  Sur  le  changement  de  la  variable  indépen- 
dante. (190-191). 
Soient 

"  =  fir),  ^  =  '-pCr)^ 

et 

X„=    -^WyX,        ll,,-^    -^   D'y". 
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Si    Ton  désigne  par  S//j  la  somme  des  termes  de  poids  m   dans  le  développe- 
ment de 


on  aura  (d'après  Caucliy) 

Il  a  =  S,\  D^.  «  +  S^ 
Quant  aux  valeurs  de 


T)lu 


iDSw, 


T.  "1  I       r     0 


Dj-if 


Si 

0 

0 

.  .        0 

", 

s» 

Si 

0 

. . .     0 

"2 

SI 

Si 

Si 

• . .     0 

"3 

S«-i 

c2 
•5rt-l 

S^i 

J,l  —  l 

«'«-. 

s' 

S2 

s?. 

M„ 

<3>  I  •  t!27  T  >  uty  I      •  ■  >     ^  1 


Franklin  {F.).  —  Note  sur  l'intersection  de  deux  courbes.  (192). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Si,  parmi  les  mn  intersections  de  deux 
courbes  planes  d'ordres  m.  et  n,  il  y  en  a  np  situées  sur  une  courbe  d'ordre 
p(m'>  n,  n> p),  par  les  n{n  — p)  points  d'intersection  restants,  on  peut 
faire  passer  une  courbe  d'ordre  m — p. 

Newcomb   (Simon).   —  Une   méthode   de   développement  de  la 
fonction  perturbatrice  dans  le  mouvement  planétaire.  (igS-aog). 

L'objet  de  ce  trayail  est  de  présenter  une  nouvelle  méthode  pour  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  perturbatrice  suivant  les  puissances  des  excentricités, 
méthode  qui  offre  aussi  un  grand  intérêt  au  point  de  vue  du  calcul  des  opéra- 
tions. 

La  fonction  à  développer  est 


R 


(  /•'  —  2  rr'  cos  V  —  r'^)    ^ ^  cos  V, 


où  r  et  r'  sont  les  rayons  vecteurs  des  deux  planètes  et  V  l'angle  formé  par  les 
deux  rayons  vecteurs.  La  partie  essentielle  du  problème  consiste  à  développer 
le  premier  terme  de  l'expression  R,  terme  que  nous  dénoterons  dans  la  suite  aussi 
par  R. 

Notations  employées  : 

a  et  a'  sont  les  valeurs  moyennes  de  /•  et  /•', 

V  et  v'  les  distances  angulaires  i\os  deux  planètes  à  leur  nœud  commun, 
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A  et   a'  les  valeurs  moyennes  de  v  et   v', 

e  et  e'  les  excentricités, 

ff  el  g'  les  iinon)ali(!s  moyennes. 

S'il  s'agissait  d'orbites  circulaires  (e  =  e'=:  o),  on  aurait  [)our  R  le  dévclfii)- 
peinenl 

R  =  Ij,  S,,  A,,,.,  cos  (  ixX  H-  vX'), 

où  [jL  et.  V  pr<'micnl  tmiLcs  les  valeurs  de  —  oc  cl  x  en  restant  cependant  toujours 
de  même  parité.  Les  coefficients  A  de  ce  développement  sont  homogènes  et  de 
degré  —  i  par  rapport  aux  a,  a',  mais  ils  dépendent  aussi  de  l'inclinaison  des 
deux  orbites. 

Pour  i)asser  au  di'veloppemenl  de  R  pour  le  cas  où  l'on  a  e'  =  o  (e  étant  (juel- 
conque),  on  fait  dans  le  développement  précédent 

v  =  \-hv{e,g),     ?  =  a.  +  <^{e,g), 

où  p  =  log  /•,  a  =;  log  a.  Le  calcul  de  cette  transformation  est  fondé  sur  l'emploi 
des  formules 

dR        dv  dn        dp  (jn 

de        de   rfA       de  dx 
et 

d"^-R         d   Vdv  d''\\        fn\  d'^v  <;/''-' R        ( n\  d'v  d"-'K 


"^  ~  dk  \de    de"  ^  \i)  de"-    de"-'   '^  \i)  de^    de"  »  "^■■"J 
d   Vdp  d"Yi        fn\  d^  d"-'  R        / n\  d^  rf-'-'R  1 

dx[cle    de"         \i/  de-    de"-'         \'^J  ^lé''    de"'''  J 


de' 

"^  d 


On  arrive  ainsi  à  un  développement  qui  est  égal  à  une  somme  de  termes  de 
la  forme 

e" .  n"  k^., .  cos  (  a  A  +  va'  -^jg), 

où  Ily  est  un   symbole  opératoire   équivalant  à  une  combinaison  linéaire  des 

d 
svmboles  D»,  D',   ....  D"  où  D  =  -,- • 

Ainsi  l'on  a  par  exemple  : 

n"  —  I 
Tl\=\x—-D, 


n|  =  i,=  -.2,+   -1,-1    D-.1D., 


De  même  le  développement  de  R  suivant  les  puissances  de  e',  dans  le  cas  où 
c  =  o,  est  égal  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 


e'"'.n"J,'  Aj,„.  cos (  1J.A  -^  va'  -^jg'), 
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n'y/  étant  une  fonction  entière  du  symbole  D'  =  -j—,,  égale  à  ce  que  devient  Wj', 

si  l'on  y  change  [x  en  v,  D  en  D'. 

Maintenant  le  développement  complet  de  R  suivant  les  puissances  des  excen- 
tricités e  et  e',  se  trouve  être  égal  à  une  somme  de  termes  de  la  forme 

e"e'«'n;;7/  A^.,,.  cos  (  jxa  h-  'A'  ^jg  +j'g'), 
où  le  symbole  opératoire  n"'"/  est  égal  au  produit  des  deux  symboles  n"  et 
Il  est  à  remarquer  que  le  coefficient  complet  de 

cos  (  ij.). -I- vX' -h yg- +  ,/'^' ) 
dans  ce  développement  est  égal  à 

eJe'J'inj  4-  e'n;/'+2  -^  e'nj+^  -+-. . .) 
X  (n'j',  +  e'=n'j;+2  +  e*nf'+*  +. .  .)A^,.,. 

Ladd  {Miss  Christine).  —  Sur  l'extension  des  opérations  algébri- 
ques due  à  De  Morgan.  (210-225). 

Miss  Ladd  s'occupe  de  l'algèbre  des  symboles,  dans  laquelle  «  les  diverses  opé- 
rations et  symboles  n'ont  pas  nécessairement  une  signification  déterminée  »,  mais 
«  sont  définies  simplement  par  les  lois  de  leur  combinaison  ».  Les  opérations 
cependant  considérées  dans  cette  étude  sont  susceptibles  d'une  signification  bien 
précise  dans  la  science  des  quantités. 

On  part  d'une  première  opération,  représentée  par  le  symbole  +  et  dont 
l'inverse  est  représentée  par  le  symbole  — .  On  définit  le  symbole  log  par 
l'équation 

log  {a  +  a  -i-  a...,  à  b  termes)  =  log  a  -h  log  b. 

Au  lieu  de  log  log  a,  on  écrit  log'a,  au  lieu  de  log  log^a,  on  écrit  log^w,  et 
ainsi  de  suite.  Le  symbole  log-"  est  défini  par  la  propriété  log-"(log+''(7)  =  a. 

En  ne  faisant  usage  que  des  symboles  =,  +,  —,  log,  on  peut  arriver  à  une 
série  indéfinie  d'opérations,  considérée  d'abord  par  De  Morgan  (  Cambridge 
Philos.  Transactions,  t.  VII  et  VIII),  et  contenant  comme  premiers  représentants, 
les  opérations  de  l'Algèbre  ordinaire. 

On  a  d'abord  l'opération 

a  H- 6  =  (a -)- a -;-. .  .^  à  6  termes)  =  a&, 

puis  cette  autre 

«  +  6  =  (a  H-a  -i-a-f-.. .,  à  log  6  termes)  =  «'"»*, 
2  111 

désignée  sous  le  nom  d'involution,  et  en  général  l'opération 

a-h  b  =  {a  -h  a  -h  a  H- ... ,  à  log" 6  termes). 
'i+[  Il        n        n 


iu«:vi;e  dks  puhlications.  -x-,/) 

Les  |ini|iii(''lrs  1rs  plus  iiii|Mirtault's  tic  ces  opri'a lions  soiil   cxiiriniées  par  les 
rolatinns 

a  -^  b—  io^-'  (lo-c?  -:-  \o'^h),     a  -\-  b  -\   lng-"(log"a  4-  log"/»). 
n-\-\  Il  II 

En  prori'dant  en  sens  inverse  on  ohlienl,  avec  de  INIorgan,  une  série  descen- 
dante d'opéiMlinns  : 

a  ^  b  -=  lo2;"(log-"(Tr  +  \nsi-"b). 
Il 

L'<i]K''rali<in  a  -4-  b  a  par  i-ai)p<ti-l  à   l'additiûn,  la  même  relation  f|iic  l'addition 
-1 
par  rapport  à  la  mulli|>licalion 

De  même   que  dans  ropcration  -t-  (addition)  on  a  «  +  o  —  (/,  de  même    la 

0  0 

quantité  log"''  o  a  dans  ro|)ération  -h  la  propriété 
a  H-  log— "o  =  a. 

Celle  quantité  loi;-"o  a  pour  valeur  e""     ,  où  le  nombre  des  e  est  égal  an  —  i. 

Plus  généralement  la   quantité  Iog~"a  a  [luur  valeur  e"'       ,  où  le  nombre  des  e 
est  égal  à  n. 
Toutes  ces  opérations  sont  assujetties  aux  lois  de  commutation 

a    -  b  —  b  -h  a. 

Il  II 

et  d'association 

(a  -h  b)  -h  c  =  a  -i-  (b  -^  c), 
Il  II  II         II 

lois  (jue  lauleur  réunit  dans  une  seule  exprimée  par 

(rt  +  6)+c  =  a-+-(c-*-6), 
Il         II  II         II 

et  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  loi  de  distribution.  On  a  encore 

(r/  +  ft)  +  c  =  («  -^  cj  +  (6  +  c). 
Il      ti+i  11+ 1      II      ii+i 

Trois  opérations  successives  de  cette  série  infinie  présentent  des  propriétés 
lout  à  fait  analogues  à  celle  de  l'addition,  multiplication  et  involution.  Miss 
Ladd,  en  complétant  une  proposition  énoncée  par  de  Morgan  (  Trigonometry  and 
double  Algebra,  p.  i66),  fait  voir  que  tous  les  théorèmes  de  l'Algèbreordinaire  (re- 
latifs à  l'addition,  à  la  multiplication  et  à  l'involution  )  subsistent  pour  trois  opéra- 
tions -+-,  -+-,  -4-,  pourvu  qu'on  y  remplace  les  nombres  à  ajouter  et  à  multiplier 
«-t-i    II  «  +  i 

par  les  inverses  de  leurs  n'''"^'''  logarithmes  (log-"),  et  les  exposants  numériques 
par  les  inverses  de  leurs  («  -(-i)'éme5  logarithmes. 
Ainsi  que  la  fonction  5  +  !\b^  a  pour  correspondante  cette  autre 

log-''5  -^  [log-"'|  +  (log-("+')3  +  b)]. 

Il  ll+\  11  +  2 

Dull.  (les  Srieitces  iiititli.,  2°  série,  t.  \ .  (Décembre  i8Si.)  R.  lO 
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liowln/id  { J/.-l.  ).  — Sur  le  mouvement  d'un  iluide  incompres- 
sible quand  il  n'v  a  pas  de  corps  solide  en  présence.  (226-268). 

Craig  [Th.).  —  Sur  certains  cas  possibles  du  mouvement  dans  un 
fluide  doué  de  \iscosité.  (269-293). 

Mitchell  [O.-tl.).  —  Sur  les  congruences  binômes,  comprenant 

une   extension  des  théorèmes  de  Fermât  et  de  Wilson  et  un 

théorème  dont  les  deux   précédents  sont   des  cas  particuliers. 
(29i-3i5V 

M.  Milclii'll  cxaiiiiiie  d'abord  les  solutions  de  la  congruence  x^^x  modÂ'. 
fl  démontre  que  si  i  est  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux  de  A',  la  con- 
gruence x^  ^  X  modA'  admet  2'  racines  distinctes  x  =  R^.,  correspondant  aux  2 
produits  5  qu'on  peut  former  avec  des  facteurs  premiers  inégaux  de  k.  Chacune 
de  ces  racines  R^  a  la  propriété  de  ne  contenir  que  ceux  des  facteurs  de  k  qui 
divisent  s.  Ces  nombres  R^  satisfont  aussi  à  la  congruence  R"  h^  R^  modA-,  et 
sont  appelés  pour  cette  raison  répétants  du  module  A. 

En  étendant  les  j)ropriétés  de  l'unité  (=:  R,)  à  ces  nombres  R^,  on  obtient 
d'abord  la  généralisation  suivante  du  théorème  de  Fermât  pour  des  modules 
composés  : 

Si  T^(k)  est  le  nombre  des  entiers  X,  moindres  que  A,  ayant  en  commun 
avec  k  tous  les  facteurs  de  s  et  ceux-là  seulement,  on  a 

XV^i=R,     modA. 

On  a  de  même  la  généralisation  suivante  du  théorème  de  ^^  ilsoii  : 

Le  produit  U^{k)  des  'ïj(A)  e/j/i'e/'s  X,  (considérés  dans  l'énoncé  précédent) 
est  congru  à  R^  suivant  le  module  k,  toutes  les  fois  que  le  quotient  de  k  par 
le  produit  a  des  facteurs  de  k  représentés  dans  s  n'est  pas  une  puissance  d'un 
nombre  premier  impair,  soit  le  produit  d'une  pareille  puissance  par  2,  soit 

enfin  =  4-  Le  quotient  -  est  en  même  temps  un  nombre  impair,  toutes  les  fois 

que  l'on  a  n^(A)  =  —  R^  modk. 

-M.  -Mitchell  s'occupe  ensuite  de  diverses  propriétés  des  rongruences  binômes 
ar'"  =  D  modA  et  généralise  plusieurs  propositions  connues,  de  manière  à  les 
rendre  applicables  à  tout  nombre  A".  11  examine  aussi  tour  à  tour  la  périodicité 
que  présente  la  série  des  résidus  D  lorsque  n  va  en  augmentant,  le  nombre  des 
racines  de  X" — R^  —  o  modA,  et  plus  généralement  de  X"  =  D  modA,  et  le 
nombre  des  résidus  «■'""  relatifs  à  A".  11  parvient  enfin  à  une  proposition  qui 
comprend  comme  cas  particuliers  les  deux  généralisations  précédentes  des  tliéo- 
rèmes  de  Fermât  et  de  W  ilsoii. 

Freeland   {Fi-nnL-T.).   —   Svslèmes    articidés   pour    x'" .   (.')i()- 
3  19.  I  |)l.  I. 
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li<'>t  ri|)lioii  (le  ilivei's  systèmes  arlifuk-s  [lour  x'"  uhumiis  t.ii  (  uinljiiiaut  ili-s 
réciprucateurs  (iluiiiiuiil  — j  élaiil  couiui  j:)  avec  des  bisseclcurs. 

Johnson  (^  Il  .-}f'.).  —  Les  slrophoïdes.  (Sao-Saj). 

Kxanien  de  quehiues  propriélés  des  courbes  engendrées  par  riiilersecliou  de 
deux  droites  d'un  plan  tournant  uniformément  autour  de  deux  points.  Parmi 
ces  courbes  sont  comprises  en  particulier  celles  qu'on  désigne  ordinairement 
sous  le  nom  de  strophoïdes. 

Stone  [Ormond).  —  Sur  le  iap[)oiL  eiilre  le  secteur  etl<'  Iriangle 
dans  l'orbite  d'un  corps  céleste.  (32()-328). 

Le  rapport  entre  i"aire  d'un  secteur  de  l'orbite  d'un  corps  céleste  et  celle  du 
triangle  correspondant  à  ce  secteur  est  donné  par  la  formule 

I   _  /•/■'  siii  (t'  —  v' )  _  sin  26 

en  négligeant  la   masse  du  corps  et  en  désignant  par  r  et  r'  les  deux  rayons 
vecteurs,  par  v  et  v'  les  anomalies  vraies  correspondantes  et  par  t  le  produit  du 
temps  écoulé  entre  les  deux  positions  par  la  constante  du  système  solaire. 
Une  première  valeur  approchée  de  6  est  fournie  par  la  formule 


<  >n  atti'iiil  une  iipprnxiinalion  encore  plus  grande  par  la  rurinul 


Oî  =  -— r-.,     cos  Y  =    '"-'"'''    c.,s  -  (i-'—  V). 

Hvde  [E .-\]  .).  —  Centres  de  gravité  des  surfaces  et  des  solides 
de  révoltition.  (^329-33 1). 

Détermination,  au    moyen  du    calcul    des  quaternions,  du  centre  de  gravilé 
des  surfaces  et  des  volumes  de  révolution. 

Sylxester  (J.-J.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fractions  ordi- 
naires. (332-335). 

Un  nombre   quelconque  O,  moindre   que   l'unité,  peut  être  représenté  d'une 
seule  manière  par  une  série 


228  SECONDE  PARTIE. 

dans  laquelle  les  w,-  sont  des  entiers  déterminés  de  manière  que  la  dilTérence 


soit  comprise  entre  et  —  •  Une  pareille  série,  que  M.  Sylvester  appelle  un 

sorite,  ne  peut  avoir  un  nombre  illimité  de  termes  que  si  Q  est  incommensu- 
rable. 
Deux  éléments  consécutifs  1/,+,,  «^  d'un  sorite  sont  liés  par  la  relation 

^/,+,  >  uj  —  i/-. 
i  =  oo 
La  série  limite    7    —  j  dans  laquelle  ii,-.,  =  uf  —  ii;  + 1  a  pour  somme 

JRoberts  (Samuel).  —  Sur  la  généralisation  immédiate  des  théo- 
rèmes relatifs  à  des  lieux  dans  lesquels  le  point  générateur  divise 
un  segment  linéaire  variable  dans  un  rapport  constant.  (336- 
343). 

Lorsqu'un  segment  variable  se  meut  dans  un  plan,  les  points  qui  divisent  ce 
segment  dans  un  rapport  constant  décrivent  des  courbes  qui  sont  en  général  du 
même  ordre  ni  et  du  même  genre  g.  Maintenant  si  l'on  construit  sur  le  segment 
mobile  comme  base  un  triangle  mobile  semblable  à  un  triangle  donné,  le  troi- 
sième sommet  de  ce  triangle  décrira  une  courbe  qui  sera  en  général  de  l'ordre  m 
et  du  genre  g.  M.  Roberts  démontre  l'égalité  de  l'ordre  de  ces  courbes  en  faisant 
voir  qu'à  chaque  point  à  l'infini  des  courbes  décrites  par  les  points  de  la  base  du 
triangle  correspond  un  point  situé  à  l'infini  sur  la  courbe  décrite  par  le  sommet 
considéré. 

Whitcom  (A.-W.).  —  Sur  le  développement  de  o{a:  +  //).  (344- 
355). 

Le  coefficient  0  qui  entre  dans  l'expression  du  reste 

du  développement  d'une  fonction  9  (x  -^  h)  par  la  série  de  Taylor  est  une  fonc- 
tion égale  à 

0  =  — r  h  [-tt) 


où  les 


\d7i),-,'      \dh\',-„ 
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ont  le»  Videurs 

/dO_\        _  :-(w  -^i)  —  (H  -^-  2)   9"'-'-^'  jx) 
cP(i\  2.3(n-Hi)î—  (/i  +  2)(n  +  3)    ï;('''3)(x) 


.dh\'i,  „  3(/i4-i)M«-l-2)(n-i-3)        z.<"+'){x) 

2(/H-i)  — («-i- 2)  |9("+2)(.r)" 


U("-"')(a,-)J 


(n-M)M/H-2)      U("-^')(a;) 


S  tory  (  [F.).  —  Sur  la  théorie  de  la  dérivation  rationnelle  sur  une 
cubique.  (356-388). 

Dans  ce  travail  .M.  Slory  présente  sous  une  forme  plus  systématique  et  com- 
plète la  nouvelle  théorie  de  M.  Sylvester  sur  les  séries  de  points  dune  cubique 
plane  qui  dérivent  rationnellement  d"un  point  initial  de  la  cubique,  théorie  dont 
nous  avons  rendu  compte  plus  haut. 

-M.  Story,  guidé  par  la  loi  de  l'attribution  de  paramètres  aux  points  dune 
cubique,  apporte  d'abord  aux  notations  de  M.  Sylvester  les  changements  sui- 
vants. Au  lieu  de  désigner  par  des  indices  positifs  tous  les  points  qui  dérivent 
rationnellement  d'un  point  initial  i,  il  emploie  tantôt  des  nombres  positifs, 
tantôt  des  nombres  négatifs,  de  manière  que  les  indices  de  trois  points  situés  en 
ligne  droite  aient  toujours  une  somme  égale  à  zéro.  Cette  règle  est  conservée 
même  pour  les  points  du  groupe  qu'on  obtient  par  l'adjonction  d'un  point  d'in- 
flexion (point  auquel  on  attribue  l'indice  o). 

De  cette  manière  les  points  dérivés  qui  ne  dépendent  que  du  point  i  ont  pour 
indices  des  nombres  de  la  forme  Sm-h  i  {m  étant  un  entier  positif  ou  négatif), 
tandis  que  les  points  qui  dépendent  à  la  fois  de  i  et  de  o  ont  pour  indices  des 
entiers  de  l'une  et  de  l'autre  des  formes  3  m  —  i  et  3/?z. 

Ce  système  de  notations  suffit  pour  l'étude  des  propriétés  d'une  cubique  cus- 
pidale,  qui  n'a  qu'un  point  d'inflexion.  Mais  pour  les  autres  cubiques  chaque 
point  d'inflexion  donne  lieu  à  une  série  de  points  dérivés  ayant  pour  indices  des 
nombres  de  la  forme  3to  —  i  et  3 m,  lesquelles  séries  se  complètent  par  d'autres 
dont  les  indices  sont  encore  de  la  forme  3/?i  -f-i. 

Considérons  trois  points  d'inflexion  o„,  o,,  o.^  d'une  cubique,  situés  en  ligne 
droite,  désignons  par  a,,  les  points  à  indice  a  qui  dérivent  d'un  point  i  =  i„  et 
de  l'inflexion  o^,,  et  attribuons  les  symboles  —  a,  et  —  a^  aux  points  de  la  cu- 
bique situés  sur  les  droites  qui  joignent  le  point  a„  aux  points  o^  et  o,  respective- 
ment. Tous  ces  points  forment  un  groupe.  On  a  en  effet  pour  les  indices  de  trois 
points  Œp,  b  ,  Cr  situés. en  ligne  droite 

a  -^  b  ^  c  —  o    et    p  -^  q  -h  r  éko     (  mod  3  ) . 

En  passant  à  la  considération  de  neuf  points  d'inflexion  de  la  cubique  on 
commence  par  attribuer  à  ces  points  les  symboles 

O..U.   o„|,   o,,,      o,„,   o,,,   0,2,      0..U,   0.^1,   0,2 

de  telle  manière  que  l'on  ait  pour  trois  de  ces  points 


b'ii/L  des  Sciences  malhéin^,  2"  série,  t.  V'.  (Décembre  iSiSi.;  K.  lO, 


•23o  SECONDE   PARTIE. 

situés  en  ligne  drniie. 

7? -I- /• -r- <  HH  o,     q -h  s  ^  u  =r  o     (mod3). 

En  désignant  maintenant  par  o„„,  o,„,  o.,„,  f7„„,  o,,,,  a.^„  les  points  désignes  pré- 
cédemment par  o„,  o,,  o.„  a„,  o,,  o^,  on  peut  attribuer  les  indices 

«(,,,  rt,,,  «2,;     a„2<  (l-,r  O-i-; 

aux  troisièmes  points  de  la  cubique  situés  respectivement  sur  les  droites  qui 
joignent  les  points  o^^  et  o,,,  aux  points  a„oi  «voj  «m-  Tous  ces  nouveaux  points 
forment  encore  un  groupe.  Trois  points 

«p,>    ^..'    Ctu 

sont  situés  en  ligne  droite  si  l'on  a 

a  -\-  b  -^  c  =  o, 
/?-}-/■ +  ^  =  0,     <7  +  sH-M  =  o     (  mod  3  ). 

M.  Story,  en  examinant  les  lois  de  la  composition  des  dérivations,  démontre 
que  l'on  a 

Op,     de     b,.^=  {ab},^, 

où 

p  +  ar  ^B  t,     g  +  as  ^  u     (mod 3). 

Il  est  intéressant  de  savoir  quels  sont  les  sous-groupes  contenus  dans  ce  système 
si  étendu  de  points  dérivés.  Citons,  à  côté  des  sous-groupes  déjà  indiqués,  ceux 
formés  par  les  points 

(3"'+0p,>     (3/n  — i),,,     (3m),„, 

où  p.  /■,  /,  et  q,  s,  t  sont  les  nombres  o,  i,  2  pris  dans  des  ordres  quelconques. 
Si  l'on  a  représenté  les  coordonnées  des  points  d"une  cubique  plane  comme 
fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  [i,  de  manière  qu'à  im  point  d'inflexion 
corresponde  la  valeur  |i  =  o,  les  autres  points  d'inflexion  correspondent,  comme 
on  sait,  aux  valeurs 


—  OJ.         —    W-T-   —    W,         -^Oi-;-   —    OJ, 

J  0  o  o  o 

2  I  2,2  2        , 

-  l./,       -  10  -h  ô   w'.       -  w  -i-  -  W  . 

3  3  3  3  O 

0)  et  to'  étant  les  deux  périodes  des  fonctions  considérées. 

Tout  point  de  la  cubique  dont  le  paramètre  ne  diffère  d'un  multiple  entier  du 

paramétre  d'un  point  donné  que  par  des  multiples  entiers  des  périodes  |  -  w  et 
^  u' )  des  points  d'inflexion   est  un   dérivé   rationnel   du   point  <lonné.   Dans   n- 


I 
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sens  la  théorie  des  poinls  qui  dérivent  rationnellement  d'un  jinint  donné  coïn- 
cide avec  la  théorie  des  paranièlrcs  coniniensnruhles. 

M.  Slory  applique  cette  théorie  à  la  dclcrminalion  des  points  qui  coïncident 
avec  leur  dérivé  Op^,  ainsi  qu'à  la  détermination  des  polygones  à  la  fois  inscrits 
et  circonscrits  à  la  cubique. 

Ce  Mémoire  est  suivi  d'une  «  Note  on  Totients  »  dans  laquelle  sont  touchées 
diverses  questions  relatives  aux  Aritlimetical  loties,  c'est-à-dire  à  la  Science  qui 
joue  par  rapport  à  la  Théorie  des  nombres  le  même  rôle  (jue  la  Géométrie 
énumérative  par  rapport  à  la  Géométrie. 

Srlvesler  [J.-J.).  —  Addition    à  la  Note  sur  les  fractions  ordi- 
naires. (388-389). 

M.  Sylvcstcr  indique  comment  on  peut  reconnaître  si  un  nombre  entier  /> 
entre  en  facteur  dans  quelque  nombre  de  la  suite 


où   ii„  entier  et  «/,+,  =  u]  —  «,-i-i,  suite  qu'il  a  eu  à  considérer  dans  sa  Note 
«  On  o  Point  in  vulgar  Fractions  »  insérée  dans  ce  même  volume. 

Sylvester  {J.-J.).  —   Preuve  instantanée  d'un  théorème  de  La- 
grange  sur  les  diviseurs  de  la  forme  A  j;-  +  B  y-  +  C^-,  avec  une 
addition  sur  les  diviseurs  des  fonctions  qui  divisent  les  racines 
primitives  de  Tunité.  (390-392). 
Démonstration  simple  de  ce  théorème  de  Lagrange  que  la  congruence 

A.r--|- B_7=-f- C^2=  o     (mod  p) 
est  toujours  soluble. 

M.  Sylvester  énonce  aussi  cette  proposition  : 

Lorsqu'on  a  un  nombre  premier  p  =  e/-f-i,  où  e  est  un  nombre  premier  tel 
que  e  —  i  ne  contient  aucun  carré  de  nombre  impair,  tout  diviseur  autre  que 
p  de  la  fonction  ayant  pour  racines  les  e  périodes  des  y'"""  racines  primi- 
tives de  l'unité  est  un  résidu  e"'"*  de  p.  Q_  §.j.^ 


REVUE  D'ARTILLERIE  ('). 

Tome  XVI;  avril-septembre   1880. 

Ce  Volume  a  été  déjà  signalé  au  Bulletin,  mais  certaines  applications,  non 
indiquées  dans  un  précédent  article,  nous  ont  paru  mériter  une  mention  spé- 
ciale. 

(')  Voir  Bulletin,  XI,  74,  II.,  127  et  IV,,  206. 
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Heintz  (A.).  —  Mesure  des  distances  dans  les  batteries  de  côte. 
(6o-63,  I  pi.  et  p.  234,  I  %•)• 

Certaines  côtes  possèdent  une  batterie  haute  et  une  batterie  basse  qui  se  cor- 
respondent et  qui  ont  à  peu  près  les  mêmes  vues.  La  batterie  haute  employant, 
pour  la  mesure  des  distances,  un  télémètre  à  dépression,  l'auteur  a  recherché 
un  moyen  pratique  de  faire  profiter  la  batterie  basse  des  observations  faites  à 
l'autre  batterie. 

Les  expériences  exécutées  en  Italie  donnent  pour  le  télémètre  Parravicino  et 
l'autostadiomètre  Plebani,  une  erreur  moyenne  de  9™  et  de  ii^jQ  avec  une  base 
de  5o",  pour  une  distance  de  igoo"".  Il  faut  compter  sur  une  approximation  au 
moins  double  pour  les  batteries  dont  l'altitude  dépasse  100". 

La  formule  qui  donne  la  distance  du  but  à  deux  batteries  peut  se  réduire  en 
tables,  ou  être  traduite  par  un  graphique  spéciale.  La  courbe  qu'elle  représente 
est  une  hyperbole  équilatère,  mais,  pour  éviter  l'emploi  de  celte  ligne,  on  peut 
lui  substituer  une  circonférence  qui  représente  le  lieu  de  tous  les  points  qui  cor- 
respondent à  une  même  abscisse,  lorsque  l'inclinaison  de  la  ligne  de  visée  prend 
toutes  les  valeurs  possibles. 

Bvongniart  (/*.).  —  Exécution  du  tir  en  brèche  à  grande  distance. 
(218-2.3 1,  4fig.). 

Détermination  du  point  de  l'escarpe  le  plus  bas  à  atteindre. 
(On  trouve  que  ce  point  est  au  milieu  de  la  hauteur). 
Choix  de  la  trajectoire  moyenne. 
Détermination  de  l'angle  de  chute. 
Détermination  de  la  charge  et  de  l'angle  du  tir. 
Exécution  du  tir  d'essai  et  réglage  du  tir. 
Cas  particuliers  suivant  les  profils  d'escarpe. 

Sehert.  —  Appareils  balistiques.  (599-620,  4  fig->  '  pl-)- 

Description  de  deux  appareils  enregistreurs  destinés  à  faire  connaître  : 

1°  La  loi  du  mouvement  de  recul  d'une  bouche  à  feu  et  celle  du  mouvement 
du  projectile  (vélocimètre); 

2°  La  loi  du  mouvement  d'un  projectile  soit  dans  l'àme  d'une  bouche  à  feu,  soit 
dans  un  milieu  résistant. 

A  l'égard  du  premier  appareil,  l'inventeur  en  attribue  la  précision  à  l'utili- 
sation des  récents  perfectionnements  d'appareils  électriques  dus  à  M.  Marcel 
Deprez. 

Tome  XVII;  octobre  1880-mars  i88j. 

Siacci    (F.).    —    Balistique    rationnelle    et   balistique    pratique. 

(45-77,  1  fig.). 

A  quoi  sert  la  Géométrie?  Cette  question,  adressée  à  Galilée,  provoqua  une 
réponse  qui  pourrait  fort  bien  être  faite  à  qui  demanderait  :  à  quoi  sert  la  Bali- 
stique? Mais  si  les  artilleurs  se  gardent  bien  de  faire  une  pareille  question,  tou- 
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Icf'ois  on  ne  poiil  pus  iult  (iiic  lu  IJulislique  ne  suit  pas  aussi  employée  ilans  la 
pi>ili(|iii'  ([u'ellc  pourraiL  et  devrait  l'être. 

Sur  l(>  cliaiiip  lie  bataille,  certaines  théories  balistiques,  comme  tant  d'autres 
choses,  si  elles  ne  sont  pas  tout  à  fait  inutiles,  servent  certainement  fort  peu. 
Mais  l'utilité,  la  nécessité  des  choses  ne  doit  pas  être  mesurée  à  celle  aune.  Les 
canons,  la  poudre,  les  projectiles  et  le  reste  ne  se  trouvent  pas  tout  faits  sur  les 
champs  de  bataille;  tout  cela  demande  à  être,  à  l'avance  et  mûrement,  étudié, 
apprêté  et  éprouvé.  C'est  précisément  dans  cette  préparation  et  dans  ces  études 
que  la  Balistique  est  appelée  à  rendre  d'utiles  et  importants  services. 

Ces  réllexions  judicieuses,  dont  nous  voudrions  donner  ici  le  développement, 
forment  l'introduction  du  Mémoire  de  M.  Siacci.  L'auteur  s'est  proposé  de  pré- 
senter sous  une  forme  accessible  à  tous,  sous  la  forme  d'une  table  numérique, 
tout  ce  que  la  Bulistirpic  peut,  dans  l'état  actuel,  oITrir  de  [)Ius  pratique  et  de 
plus  sur. 

Voici  quelques-uns  des  problèmes  que  celte  table  permet  de  résoudre  : 

L  Un  projectile  de  poids  p{KG)  et  de  diamètre  a(M)  doit  être  lancé  à  la 
distance  a;  avec  la  vitesse  initiale  V.  On  demande  la  vitesse  d'arrivée,  l'angle  de 
projection  et  l'angle  de  chute. 

IL  A  quelle  distance  le  même  projectile  aura-t-il  une  vitesse  quelconque  V? 

IIL  Avec  quelle  vitesse  doit  être  lancé  un  projectile  pour  que,  à  la  distance  x, 
il  ait  la  vitesse  V  ? 

IV.  On  veut  construire  un  projectile,  de  poids  et  de  diamètre  à  déterminer, 
mais  semblable  à  un  autre  de  poids />  et  de  diamètre  a.  Le  nouveau  projectile, 
lancé  avec  la  vitesse  V,  doit  avoir,  à  la  dislance  x,  la  vitesse  V. 

Après  avoir  expliqué  le  mode  d'emploi  de  celte  table,  l'auteur  expose  la  base 
scienliflque  de  ses  recherches. 

Percin  {A.).  —  Essai  sur  le   lir  fusant  des  projectiles  de  campa- 
gne. (ii3-i38,  6  fig'.)- 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  conditions  et  le  réglage  du  tir  fusant, 
c'est-à-dire  du  tir  des  projectiles  explosifs.  Il  s'appuie  sur  les  faits  d'expérience 
suivants  : 

La  gerbe  d'éclatement  est  assimilable  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est 
à  peu  près  dirigé  suivant  la  tangente  à  la  trajectoire,  et  dont  la  demi-ouverture 
est  égale,  en  mojenne,  à  18°; 

La  gerbe  est  beaucoup  plus  dense  vers  son  contour  extérieur  qu'en  son  mi- 
lieu ; 

Enfin,  de  toute  la  portion  nourrie  de  la  gerbe,  la  plus  meurtrière  est  la  nappe 
inférieure. 

Gandin  (A.).  —   Effets    de   la   poudre    dans  les   bouches  à   feu. 

(224-241). 

Considérations  simples  pouvant  servir  de  guide  pour  l'emploi  de  la  poudre 
dans  les  bouches  à  feu,  et  permettant  d'arriver  à  des  formules  qu'on  ne  peut 
établir  autrement  qu'avec  de  grandes  difficultés. 
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Chapel.  —  Calcul  des  éléments  balistiques.  (43--453,  i  fig'.). 

Dans  les  limites  de  vitesses  utilisées  par  l'artillerie,  la  parabole  p  =  CV  serre 
d'assez  près  la  loi  expérimentale  de  résistance,  pour  qu'on  puisse  chercher  à  la 
lui  substituer  dans  la  détermination  des  fonctions  balistiques. 

La  substitution  devient  toute  légitime  si  l'on  détermine,  pour  chaque  portée, 
le  coefficient  moyen  c  par  la  valeur  expérimentale  de  l'angle  9  correspondant. 

Ainsi  entendue,  la  substitution  conduit,  pour  les  angles  de  chute  et  les  vitesses 
restantes,  dans  les  limites  où  la  comparaison  peut  se  faire  simplement,  à  des 
résultats  peu  différents  de  ceux  que  l'on  obtiendrait  en  partant  de  la  loi  expéri- 
mentale de  résistance. 

Talayrach  {-F.).  —  Essai  stir  le  tir  fusant  de  campagne.  (oGS-Syg, 
5  fig.). 

Dans  le  précédent  travail  de  ^I.  Percin  sur  le  même  sujet,  il  a  été  admis  que 
l'on  ne  chercherait  à  utiliser  que  la  nappe  inférieure  de  la  gerbe.  L'artillerie 
allemande  préconise  plutôt  la  gerbe  supérieure. 

L'auteur  du  nouveau  travail  a  cherché  à  déterminer  la  hausse  et  la  durée  à 
donner  à  la  fusée  de  manière  que  tous  les  éclats  viennent  concourir  au  résultat. 

Il  admet,  d'après  des  faits  d'expérience,  que  la  gerbe  est  comprise  entre  deux 
cônes  de  révolution  ayant  même  axe  et  pour  angles,  au  sommet,  l'un  20  à  25°, 
l'autre  10  à  12°.  En  outre,  la  distance  au  sommet  des  cônes  pour  laquelle  les 
éclats  sont  répartis  à  raison  de  i  par  mètre  carré  est  d'environ  3o  à  35".  Il  en 
résulte  que  la  courbe  des  efficacités  du  tir  diffère  de  la  courbe  de  probabilités 
du  tir,  en  ce  que  son  tracé  présente  une  sinuosité  rentrante. 

Le  réglage  du  tir  que  Ion  en  déduit  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Conserver  la  hausse  du  lir  percutant  réglé  à  3  coups  longs  contre  3  coups 
courts. 

Placer  le  point  d'éclatement  moyen  à  So"  environ  en  avant  du  but. 


Tome  XVIII;   avril-septembre   1881. 

IJ  aich  (A.).  —  Tables  de  tir  des  mortiers  rayés.  (4o-63). 

Réduction,  en  tables,  de  diverses  formules  paraboliques. 

Application  au  tir  du  mortier  rayé  de  220°"°  et  du  canon  de  24  de  siège. 

Labbez.  —  Télémètre  à  miroirs.  (64-98,  2  fig.j. 

Description  et  mode  d'emploi  du  télémètre  à  miroirs,  inventé  par  M.  Lubbez, 
et  adopté  pour  le  service  de  l'infanterie. 

Percin  [A.].  —  Conduite  du  tir  fusant,  (i  jS-iBa). 

Modifications  aux  conclusions  du  premier  travail  de  l'auteur,  en  tenant  compte 
de  nouvelles  proportions  attribuées  à  la  gerbe  d'éclatement  et  au  rectangle  enve- 
loppe des  éclats. 
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S//\t's//('.  —  Appliciilidii    (le    la   inélliodc  Siac.ei  à  divers  projcc- 
lilos.  (2;)6"-248). 

La  méthode  employée  par  M.  Siacci  pour  la  résohuion  des  divers  problèmes 
de  Balistique  présente  au  moins,  sur  toutes  les  méthodes  connues,  l'avantage  de 
la  rapidité  et  de  la  simplicité.  Comme  il  n'a  pas  été  fait,  sur  la  résistance  opposée 
par  l'air  au  mouvement  des  nouveaux  projectiles  de  l'artillerie  française,  d'ex- 
périences permettant  d'établir  une  nouvelle  table,  la  présente  noie  a  pour  but 
d'indiquer  un  moyen  d'utiliser,  pour  des  projectiles  de  formes  diverses,  la  table 
calculée  par  M.  Siacci  pour  les  projectiles  de  l'artillerie  italienne. 

De  Bdibciin .  —  (lousidéralions  sur  le  tir  indirect  de  campagne. 

(335-34;,  7  fig.)- 

Examen  des  conditions  les  ]>]iis  favora])le.s  [H)ur  rii[)|iIiralion  du  tir  indirect 
sur  le  champ  de  bataille. 

Silvestre.  —  Etude  théorique  sur  les  shrapnels.  (409-436,  2  fig.). 

Dans  un  Mémoire  du  même  auteur  (p.  286)  la  méthode  imaginée  par  M.  Siacci, 
pour  résoudre  les  problèmes  de  tir,  avait  été  appliquée  à  des  projectiles  de  formes 
diverses. 

Le  présent  travail  a  pour  ol)jet  l'application  de  la  même  méthode  aux  balles 
sphérlques  des  shrapnels. 

Cliapel.  —  Tahle  de  logarithmes  balistiques.  (484-487). 

Extension  de  celle  qui  a  été  publiée  dans  le  travail  fie  l'auteur  sur  le  même 
sujet  (t.  XVII,  p.  437). 

Chapcl.  —  Sur  une  percussion  spéciale  aux  armes  rayées.    (4<^)7- 
5o3). 

Si  une  bouche  à  feu  était  montée  sur  des  colliers  concentriques  à  l'àme,  elle 
subirait  pendant  le  tir,  en  même  temps  qu'un  recul  longitudinal,  une  sorte  de 
recul  de  rotation,  et  elle  prendrait  un  mouvement  hélicoïdal  dans  ses  colliers. 
F/appui  des  tourillons  empêche  ce  mouvement  d'être  sensible,  mais  la  percussion 
de  rotation  n'en  existe  pas  moins. 

Les  effets  de  cette  percussion  sont  devenus  particulièrement  sensibles  avec  les 
armes  actuelles,  à  grandes  vitesses  initiales  :  ils  s'étendent  à  toutes  les  parties 
du  système,  bouche  à  feu,  affût,  châssis,  plate-forme. 

Cette  cause  de  dégradations  dissjmétriques  s'est  nettement  manifestée  dans  de 
récentes  expériences  de  Krupp,  à  Meppen. 

D'intéressants  extraits  de  divers  rapports  de  commissions  d'expériences  de-» 
Tarbes,  Calais,  Bourges,  etc.,  ont  également  confirmé  l'importance  de  ces  effets. 

L'auteur   se   propose   d'en  indiquer   la  mesure  théorique.    Il  établit  que,  dans 

une  pièce  rayée  à  gauche,  le  rapport  des  percussions  exercées  sur  le  tourillon  de 

1  ■    ■    .  .  .       sin(œ  +  T,)         ... 

ilroiie  et   sur  celui   de  eauche  a  pour    expression  -. —   ' ^1  t.  dcsisnant    un 

'  '  sin(»  —  T,) 

aneh'  auxiliaire  ronveiiaiilcment  clinisi. 
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M.   le  colonel   Hojel  a  établi,  de  son  côté,  que  le  rapport  des  impulsions  de 

COS(tp  T|)  , 

recul  à  droite  et  à  çauche  a  pour  expression -•  Llle  n  est  pas  a  ne- 

'  cos  (  cp  ^-  T,  ) 

gliger,  car  elle  explique  le  fait,  bien  connu,  de  la  déviation  vers  la  droite,  de  la 
crosse  de  l'alTùt,  si  la  pièce  est  rayée  à  gauche. 

H.  B. 
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